‘ 


MATHEMATISCHE ANNALEN. 


BEGRUNDET 1868 DURCH 


ALFRED CLEBSCH UND CARL NEUMANN. 


Unter Mitwirkung der Herren 


Paut Gorpan, CarL Neumann, Max NoeTuHER, 
KarL VonDERMUHLL, HemricHh WEBER 


gegenwiirtig herausgegeben 


von 


Felix Klein 
in Gottingen 
Walther Dyck Adolph Mayer 


in Minchen in Leipzig. 


45. Band. 





LEIPZIG, 
DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 
1894. 

















Inhalt des fiinfundvierzigsten Bandes. 


(In alphabetischer Ordnung.) 


en H. F., in when (Engl.). On the theory of Riemann’s Integrals . 

———-- ——— The practical determination of the deficiency (Ge- 
schlecht) and adjoint g-curves for a Riemann surface : : 

Beke, E.,in Budapest. Die Irreducibilitit der homogenen linearen Difterential- 

pe, ee SR ee eee oa Be en a Pg 
—- — Die symmetrischen Functionen bei den linearen ho- 

mogenen Differentialgleichungen 

Gall, Frhr. v., in Darmstadt. Das vollstindige Pormentystem dveier cu- 
bischer biniren Formen 

Cua P., in Erlangen. Ueber die Restiiente, (anne aus einem an olin 
A. Hurwitz gerichteten Briefe.) . : 

— ~_—_———. Das Zerfallen der Carven in gunde Tien 

Graf, J. H., in Bern. Beitriige zur Auflésung von linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten sowie von Dif- 
a zweiter Ordnung, denen gewisse bestimmte Integrale 
geniigen ee ee ee ee ee ee ribo: 

Hensel, K., in Belin, Bemerkung zu der Abhandlung ,,On the theory of 

tiemann’s Integrals“ by H. F. Baker. Bd. 45, der Mathem. Annalen . 

Hermes, J., in Lingen a. d. Ems. Anzahl der Zerlegungen einer ganzen 
rationalen Zahl in Summanden . 7% 

Hilbert, D., in Kiénigsberg i. Pr. Ueber den Dirichlet’ echen ‘biquadratiochen 
Zahlkérper . er ee ae ee 

Humbert, M. G., in Paris. Sur la théorie générale des surfaces unicursales 

Hurwitz, A., in Ziirich. Ueber die Reduction der biniéren quadratischen 
Formen 

in lavesinntentbectis . 

fuses Fr., in Urach. Die symmetrischen Functionen und die Relationen 
zwischen den Elementarfunctionen derselben . ‘ 

Elein, F., in Gittingen. Autographirte Vorlesungshefte . 

Kneser, A., in Dorpat. Ueber die Umkehrung der Systeme von Functionen 
reeller Variabeln ete ey a Re eS Oe re eee ee 

London, Fr., in Breslau. Die Raumcurve sechster Ordnung vom Ge- 

schlechte 1 als Erzeugnis trilinearer Grundgebilde . 








Seite 
118 


133 


278 


295 


207 


405 
410 


235 


598 


371 


309 
428 


446 





IV 


Inhalt des fiinfundvierzigsten Bandes. 


Réthy, M., in Budapest. Zum Beweise des Hauptsatzes iiber die Endlich- 
gleichheit zweier ebener Systeme . pra tO AT Te are sy ee ara 
Ritter, E., in Gittingen. Die Stetigkeit der automorphen Functionen bei 

stetiger Abiinderung des Fundamentalbereichs . 
Schmidt, C., in Mainz. 


Ueber einen Algorithmus zur Berechnung der 
nten Wurzel aus a 


Schubert, H., in Hamburg. Allgemeine Anzahlfunctionen fiir Kegelschnitte, 

Flichen und Riiume zweiten Grades in m Dimensionen . Se re 
Sommerfeld, A., in Gittingen, Zur analytischen Theorie der Wirmeleitung 
Ueber algebraische Raumcurven . 


Stickel, P., in Halle a//S. 





Seite 


471 


473 





Die symmetrischen Functionen und die Relationen zwischen 
den Elementarfunctionen derselben. 


Von 


Fr. Junker in Urach. 


In der Theorie der symmetrischen Functionen von mehreren Reihen 
von Verinderlichen 
Ly Lahey. +05 Yay - ++ 8, Be%y-0- 


lasst sich als eine Hauptaufgabe bezeichnen, die allgemeine symmetrische 
Function 


(1) J = Lapyhen... aeyhr eye... ceybey... 
durch die Elementarfunctionen 
ZB, BGy, Zbys «2 03 
Zi Igy DH, Yo, BL hy, ~ +5 VY Yor BY eq, AYiby,-- +; 
9 7 ‘ " a “ =) 7 
(2) DL, LyXz, BH, LyYy, AL YoYg,~ + -5 VY YoYs, AY Yo%ss -- 


darzastellen, eine Aufgabe, die in der letzten Zeit verschiedene Lésungen 
gefunden hat. 

Die genannte symmetrische Function kann in eindeutiger Weise 
als ganze Function der Elementarfunctionen (2) dargestellt werden, 
solange die Anzahl r der Elemente jeder Reihe beliebig gross oder 
unbegrenzt angenommen wird. Ist diese Zahl jedoch eine bestimmte, 
z. B. r und hat man m verschiedene Reihen 


Ly Lg hy . . «Sei YyYoVs - + - Yrz > « -§ Wy We We - + Wp, 
so ist die Anzahl der Elemente derselben smn, wahrend die der 
elementaren Functionen 
r a 
6= ( T ") —1 


ist, eine Zahl, welche die erstere um 


o—s—("t *)—rn—1 


7 
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iibertrifft. Wir schliessen deshalb, dass letztere nicht unabhingig von 
einander sein kénnen, sondern durch gewisse identische Relationen unter 
einander zusammenhingen miissen. Wie sich diese Relationen erhalten 
lassen, habe ich in diesen Annalen Bd. 43 durch Aufstellung zweier 
Methoden gezeigt. Ich fiige denselben in der vorliegenden Arbeit 
noch einige neue hinzu. 

In Folge dieser Identitéten zwischen den Elementarfunctionen 
wird die Darstellung einer symmetrischen Function nicht mehr ein- 
deutig sein miissen, sondern mit Hilfe derselben in beliebiger Weise 
verandert werden kénnen. Mit Hilfe der Relationen sind wir im Stande, 
gewissen symmetrischen Functionen eine bestimmte einfache Gestalt 
zu geben, die ich als kanonische Form derselben bezeichnet habe, in 
welcher Weise dies geschieht, habe ich in Abschnitt IV auseinander- 
gesetzt. 

Diese Frage wurde wohl zuerst von Schlafli*) beriihrt und mir spiater 
von Herrn Brill in erweitertem Sinne gestellt. Dieselbe ist in Ab- 
schnitt V eingehend behandelt worden. 

Da man simmtliche symmetrische Elementarfunctionen der obigen 
Elemente auch erhilt, wenn man die r linearen Factoren 


at, + ¥y, + 224,+---+wu,+1, 


Uh YYo + 2% +--+ + ww, +1, 


Lt, + Yr + 22--+-+-+0w,+ 1 
mit einander multiplicirt und die Anzahl dieser Elementarfunctionen 
gleich der Anzahl (’ t ”\ — 1 der unabhiingigen Coefficienten einer 


Form r Grades von  Verinderlichen ist, so liegt die Frage nahe, 
welche Bedeutung wohl die Relationen zwischen jenen Functionen fiir 
die Formentheorie haben méchten. In Abschnitt II] habe ich gezeigt, 
dass dieselben die Bedingungen reprisentiren, dass eine Form r" Grades 
in x lineare Factoren von der Form (3) zerféllt. In diesem Abschnitt 
habe ich noch einige weitere Identitaiten zwischen den Elementar- 
functionen der Coordinaten eines Systems von Punkten, bezw. Ebenen 
aufgestellt und ihre Uebereinstimmung mit den Relationen gezeigt. 
Fiir gewisse Rathschlige hinsichtlich der Ausfiihrung einzelner 
Theile dieses Paragraphen bin ich Herrn Gordan zum Danke ver- 
pflichtet, den ich auch an dieser Stelle ausgesprochen haben michte. 
Da die symmetrischen Functionen von mehreren Reihen von Verinder- 
lichen doch noch wenig im Zusammenhang behandelt worden sind, so 


*) Denkschriften der Kaiserl. Akad, der Wissenschaften, math, naturwissensch. 
Classe, Bd. IV. Wien 1852. 
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habe ich in Abschnitt I Erklirungen und Definitionen vorausgeschickt 
und, die genannten Functionen nach den zwei Seiten hin betrachtet, 
nach den sie symmetrisch sein kénnep. Dadurch bin ich zur Definition 
der doppelt-symmetrischen Functionen gelangt, auf welche mich seiner 
Zeit Herr Gordan aufmerksam gemacht hat. 

In Abschnitt II sind die Differentialgleichungen der symmetrischen 
Functionen weiter ausgefiihrt worden, die ich in meiner zweiten Ab- 
handlung*) angegeben habe. 

Die folgenden Untersuchungen zerfallen in 6 Abschnitte: 

I. Erklirungen und Definitionen. : 
II. Die Differentialgleichungen der symmetrischen Functionen. 

III. Die Relationen. 

IV. Die Bedeutung der Relationen fiir die Theorie der Formen. 

V. Darstellung der symmetrischen Functionen fiir eine begrenzte 

Anzahl von Gruppen. 
VI. Die kanonischen Formen der ,r-formigen Funetionen. 


I. Abschnitt. 


Definitionen und Erklirungen. 


$1. 
Die Systeme der Elemente. 


Wir betrachten in folgendem eine Anzahl — » — Grdéssen (Elemente) 
By Os Geos gh 
welche durch verschiedene Buchstaben dargestellt und zu einer Gruppe 
P(xyz...w) 
zusammengefasst werden miégen. 
Hat man mehrere — r — solche Gruppen, so sollen dieselben 


durch untergesetzte Indices unterschieden werden. Die r Gruppen 
bilden alsdann das System 


Py (@,Y,% +--+), 
P,(%_ Yo 2+ + + We), 
(1) oe etre 


Py (Sp Yrbp + + Wr). 


Alle Elemente 2;y;2;...,;, welche denselben unteren Index 7 haben, 
gehéren einer und derselben Gruppe 


— 


*) Math. Annalen Bd. 43, pag. 247. 


1* 
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P(x; Y; 2: ese Wi) 
an. 


Alle Elemente dieses Systems, z. B. 
Ly Lq Ly. 0. Ens 
welche durch denselben Buchstaden, z. B. x ausgedriickt sind, gehdren 
einer Reihe, z. B. 
Ry (@, Xq Hy - - - Xr) 

von gleichnamigen oder gleichwerthigen Elementen an. 

Die Elemente des Systems (1) lassen sich demnach auch zu n 
Reiken von je r Elementen eines neuen Systems vereinigen: 


Ri, (@; %_ %y -- + Br), 


Ry (Ys) Yo Ys +++ Yr)s 


R,, (W, Wy Wy . . Wy). 


§ 2. 
Die symmetrischen Functionen der Gruppen und Reihen. 


Wie man von den symmetrischen Functionen der Gruppen des 
Systems (1) reden kann, so lisst sich mit demselben Rechte auch von 
den symmetrischen Functionen der Reihen des Systems (2) sprechen. 

Wir woller dieselben in folgender Weise definiren: 

1. Eine symmetrische Function der Gruppen des Systems (1) ist 
eine solche, die sich nicht dndert, wenn man die entsprechenden Elemente 
irgend gweier Gruppen vertauscht. 

Eine solche ist demnach auch eine homogene Function hinsichtlich 
der Elemente jeder in ihr enthaltenen Reihe. 

Beispielsweise ist die Function 


Dy? Hy Yg = Ly? Ly Ys Hy? Hy Yq Hq? Hy Yy My? yy 
+ 257, Yo + 572, Y, 
eine symmetrische Function der drei Gruppen 
LiYi3 %2Yo3 %Ys- 
Um eine solche aus dem Anfangsglied zu erhalten, geniigt es, alle 
méglichen Vertauschungen der unteren Indices von 1 bis r vor- 
zunehmen. 
2. Hine symmetrische Function der Reihen des Systems (2) ist eine 


solche, die sich nicht dndert, wenn man die Elemente irgend zweier 
Reihen vertauscht. 


Eine solche ist demnach auch eine homogene Function hinsichtlich 
der Elemente aller in ihr enthaltenen Gruppen. 
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So ist beispielsweise 


Day? Yy = Hy? LY + Yy?Yo%y Hy? My By + 447292 
+ 917 Y2%3 + 2172 Ys 
eine symmetrische Function der drei Reihen: 
%X_%33 YiYoYsi 4 2%. 

Bei einer solchen bleiben somit in jedem Glied die unteren Indices 
dieselben. 

Um diese Function aus dem Anfangsglied zu erhalten, geniigt es, 
alle méglichen Vertauschungen der Elemente 

ern 

vorzunehmen und die unteren Indices beizubehalten. 


§ 3. 
Die doppeltsymmetrischen Functionen. 


Ks leuchtet ein, dass es auch symmetrische Functionen giebt, die 
symmetrisch sind sowohl hinsichtlich der Gruppen P als auch hin- 
sichtlich der Reihen R. 

Dieselben heissen doppeltsymmetrische Functionen. 

Definition. Line doppeltsymmetrische Function ist eine solche, 
die sich nicht dindert, wenn man die Elemente irgend zweier Gruppen 
oder auch irgend zweier Reihen vertauscht. 

Die folgenden Siitze werden keines Beweises bediirfen: 

Eine symmetrische Function der Gruppen des Systems (1), die sich 
nicht dndert, wenn man die Elemente eweier Reihen vertauscht, ist eine 
doppeltsymmetrische Function. 

Eine symmetrische Function der Reihen des Systems (2), die sich 
nicht dndert, wenn man die Elemente zweier Gruppen vertauscht, ist 
eine doppeltsymmetrische Function. . 

Eine solche ist demnach homogen sowohl hinsichtlich der Elemente 
aller Reihen als auch hinsichtlich der Elemente aller Gruppen. 

Beispielsweise ist 


ZL; Yo%s = Lj Yo%s + Uy, Ys So + LpYg% F %2Yy 2s 
+ 3 Y1 2 + Ly Yo% 
eine doppeltsymmetrische Function der Gruppen und Reihen des Systems 
U1 Yi 5 
Ly Yo &o, 
%3 Y3 23. 
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§ 4. 
Eintheilung der symmetrischen Functionen. Gewicht. 
Da alle symmetrischen Functionen der Reihen (2) in solche von 
Gruppen iibergehen, wenn man an Stelle der Reihen 
] er = r 


Yi Yo +--+ Yr» 


W,W,... Wy 
die Elemente 


c 
Si 41 - ++ Th 


B. Ge 0% - Sas 


Ge Ga sss Be 
eines Systems von » Gruppen von je 7 Elementen setzt, so geniigt es, 


zunichst nur die symmetrischen Functionen der Gruppen des Systems 
(1) zu betrachten. 


Enthalt eine symmetrische Function von Gruppen in jedem Glied 
die Elemente von ¢ verschiedenen Gruppen, so heisst sie eine i-formige 
oder auch 7-theilige Function dieser Gruppen. 

Je nachdem eine solche in jedem Glied nur die Elemente von 
einer Gruppe, von zwei, von drei,..., von Gruppen enthilt, unter- 
scheiden wir demnach einformige,- eweifdirmige, dreiformige, . . ., r-formige 
symmetrische Functionen. 


So ist z. B. die in § 2 angefiihrte symmetrische Function 22,?,y, 
eine dreiférmige symmetrische Function. 


In der allgemeinen symmetrischen Function der Gruppen 
. J = Tat yf... >< aS oy . pele aa >< aft y Pi. 
bezeichne ich die Functionen 
he TE 2 ae. oe ” 
als Theile oder Theilfunctionen und demgemiiss die Zahlen 


= % TB tess Geet Bte s,s, GeatR+-::: 
als Theilgewichte derselben. 


Das Totalgewicht der Function J ist dann ausgedriickt durch 


Q =>)u- 


Alle symmetrischen Functionen, welche hinsichtlich der Theilgewichte 





= 
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9 9293 +--+ 4% tibereinstimmen, bilden eine Gruppe von lauter gleich- 
férmigen symmetrischen Functionen. 

Jede derselben kann einreihig, zweireihig,... und héchstens 
Q-reihig sein, wo @ das Gewicht dieser Functionen angiebt. 

Enthalt eine symmetrische Function der Gruppen in jedem Glied 
die Elemente von & verschiedenen Reihen, so heisst sie eine k-reihige 
symmetrische Function dieser Gruppen. 

Je nachdem eine solche in jedem Glied nur die Elemente von 
einer Reihe, von zwei, drei,..., Q@ Reihen enthilt, unterscheiden wir 
demnach einrethige, zweireihige, dreireihige, ..., Q-reihige symmetrische 
Functionen, 

In der symmetrischen Function J der Gruppen sollen die Zahlen 


P= yp a +---+a, p= B+ B,+---+ hi, 
a te aiid a lid 
als die Reihengewichte von J bezeichnet werden. 
Das Totalgewicht derselben ist dann auch angegeben durch 
Q = =p. 
Alle symmetrische Functionen, welche hinsichtlich der Reihengewichte 
Pi PoP3 +++ De 


iibereinstimmen, bilden eine Gruppe von lauter gleichwerthigen t-reihigen 
Functionen. 


Eine symmetrische Function, welche linear ist hinsichtlich der 
Elemente jeder darin enthaltenen Reihe, heisst eine primitive Function. 
Fiir eine solche ist demnach 


PHP =H = p— 1. 
§ 5. 
Die Elementarfunctionen der Gruppen und Reihen. Die einformigen 
Functionen. 


Eine symmetrische Function der Gruppen (1) in § 1, welche linear 
ist hinsichtlich der Elemente jeder Gruppe, ist eine Elementarfunction 
derselben. 

Fiir eine solche ist 

Hh HQu=l. 
Wir bezeichnen dieselben mit dem lateinischen Buchstaben a und 
die darin enthaltenen Reihen 
7 ee et eee Se 
durch untergesetzte Indices 1, 2,.... 
Eine solche ist beispielsweise 


DL L2Yg = Ayyo = YyLq%q + Yo Xz % + YX Xp. 








—————— 
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Stellen wir dieselbe zusammen, so erhalten wir: 


24, = 4, 
ZH,%o =A, DAY. =A, ZY Y. =A, 
DH, XyLy = Ay, DYpYoYs = Aqy2, F142, = Ayg5, 
LY, Yo %3 = Ag, U2, %_Hy = Aggy, AX, XyYy = Ayo, 


DY, 2o 23 = Aggy, 2%, Le%3 = yyy, DLyYoY¥s = Ay22, 
ZL, Yo %3 = Ay95- 


Diese Art der Bezeichnung ist sehr vortheilhaft, wenn das Gewicht 
einer solchen nicht zu gross ist. Ist dies der Fall, so mége eine 
Elementarfunction auch bezeichnet werden mit 


Bp, , po, psye0> = SH Ly «oe Lp, Ypres Ypt2 + + © Yprtps 2prtprtt +++ 


wo alsdann p, p.p,..- die Gewichtszahlen derselben hinsichtlich der 
Reihen x, y,4,..-. darstellen. 

In einem System von r Gruppen von je » Elementen ist die 
Anzahl der Elementarfunctionen dieser Gruppen 


o=("F")—1. 


Da sich jeder Elementarfunction eine bestimmte einférmige Func- 
tion, welche mit ihr gleichwerthig ist, eindeutig zuordnen lisst und 
umgekehrt, so sollen dieselben in iihnlicher Weise wie die ersteren mit 
dem deutschen Buchstaben a und die verschiedenen Reihen, welche 
eine solche enthilt, durch untere Indices bezeichnet werden. 

Beispielsweise ist nach dieser Bezeichnung: 


is SN 
Day" Ya? Z = Ayy2005+ 


Eine symmetrische Function der Reihen des Systems (1), welche 
linear ist hinsichtlich der Elemente aller Reihen, ist eine Elementar- 
function derselben. 

Wir bezeichnen dieselben in ahnlicher Weise wie die Elementar- 
functionen der Gruppen durch den Buchstaben b und die verschiedenen 
Gruppen, welche eine solche enthilt, durch untere Indices 1, 2, 3,... 

Kine solche ist beispielsweise angegeben durch: 


Dy Yy Sy = Yy 2 Lo $F 2,2, Yo + L,Y, 2. 


Der leichteren Uebersicht halber mégen hier einige derselben 
zusammengestellt Werden: 





Tez 
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Z2,=b,,... 
2ayy, =by, Sy, —b., Shy, —by,... 
DH, Ye, = 0444, VQ Ya%q = Do, Vz Y5%3 = ggg, -- 
Dh Yo 23 = bo95, Dy Yy%, = 534, DH, Yy eo = Oyo, 
ZX2Y3%3 = Oy53, VHzY, 2, = bg, Ws Yn 2 = Dy29, 
ZL, Y223 = Dy, 


Wie leicht zu sehen, ist die Anzahl dieser Elementarfunctionen 


ebenfalls 
oa (Pt*)—1. 
Es gilt deshalb: 


In jedem System von r Gruppen von je % Elementen, bezw. n Reihen 
von je r Elementen ist die Anzahl der Elementarfunctionen der Gruppen 
gleich der Anzahl der Elementarfunctionen der Reihen. 

Vergleicht man diese beiden Gruppen von Elementarfunctionen 
mit einander, so zeigt sich, dass im allgemeinen keine Function der 
Gruppen mit einer solchen der Reihen iibereinstimmt. Nur fiir den 
Fall eines Systems von rx Gruppen von je r Elementen ist eine 
Elementarfunction beider Gruppen gemeinschaftlich. Es ist die folgende: 

ZT, Yoks -. » We = Aigs...re 
Dieselbe ist somit eine doppeltsymmetrische Function. 


§ 6. 
Die identischen Beziehungen zwischen den Elementarfunctionen der 
Gruppen und Reihen. 


Alle symmetrischen Functionen der Gruppen, bezw. Reihen, welche 
in einander tibergefiihrt werden kénnen, indem man zwei Reihen, bezw. 
zwei Gruppen mit einander vertauscht, nenne ich symmetrische Func- 
tionen der Gruppen, bezw. der Reihen von gleichem Charakter. 

Addirt man alle symmetrischen Functionen der Gruppen, bezw. 
Reihen von gleichem Charakter, so ifindert sich eine solche offenbar 
nicht, wenn man zwei Reihen bezw. zwei Gruppen vertauscht. Eine 
solche ist somit auch eine symmetrische Function der Reihen bezw. der 
Gruppen und daher eine doppeltsymmetrische Function, 

Satz. Die Swmme der symmetrischen Functionen der Gruppen oder 
Reihen von gleichem Charakter ist eine doppeltsymmetrische Function. 

Kine solche kann somit einerseits durch die Elementarfunctionen 
der Gruppen, andererseits durch die der Reihen dargestellt werden. 
In Folge dessen kénnen wir zwei Reihen von identischen Beziehungen 
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aufstellen zwischen den symmetrischen Functionen der Gruppen und 
denen der Reihen. Die einfachsten Identititen dieser Art ergeben sich 
selbstverstindlich fiir die Summen der Elementarfunctionen. 
Bezeichnen wir diese Summen mit A, bezw. B und durch untere 
Indices, so sind beispielsweise die Summen ausgedriickt durch: 


As32 A A133 + Goq, + Gno3 + Ag34 + 332 ++ = Ajj, 
Bite + bits + Boo + Boog + bss1 + bs39 + a Bio. 


Wir erhalten somit die beiden Reihen, die vollstindig reciprok sind: 


I. Reihe. 
A, =} , 
es = 2b,b, — Xb,, 
A,, = 2b, 
Ay, = 2b, b,by — 5 Eby by, +5 2b»; 
1 3 yy 
Ay, = 3 = 5, bys — 5 Ad, 


an > 
Ajys — Dios 





Ajg3...; = ZDi23...4+ 


lI. Reihe. 

B, = 2a, 
og = 24,4, — ay, 

By, = 2a, 

By, == >> == 

1 = yyy — 5 Ay Ag, + 5 VA; 
1 By 

By. = 5 2G, 25 — FA A125 

By = Day; 

Bygz....4 = 2 0193...;- 


§ 7. 





Die Anzahl der Glieder von Elementarfunctionen. 
In diesem Paragraphen sollen einige Resultate iiber die Anzahl 
der Glieder von symmetrischen Elementarfunctionen ohne Beweis 


zusammengestellt werden, um dieselben im folgenden beniitzen zu 
kénnen, 
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1. Die i-formige primitive Elementarfunction 


’ 4193...4 = ZX, Yo2s5 oo OH 
besitzt : 


(1) t= (r—it1)(r—i+2)...-—1)r = ee 
Glieder. 
Leitet man dieselbe partiell nach den Elementen 2,2, ... 2, ab 


und bildet die Summe > oe so ist letztere offenbar eine (¢ —1)-férmige 
i 
1 


primitive Elementarfunction und angegeben durch: 


r 


da all ° 
(2) 2 Fat = (i$ 1) ass... 


Setzt man an Stelle der Elemente der verschwundenen Reihe x, x,...2, 
die Elemente einer andern schon in der Function enthaltenen Reihe, 
z. B. Y¥, Yo+++ Yr, 80 ist 





(3) ans y= 2 Geosa5..-i 
und entsteht eine i-férmige Elementarfunction dgoq4;...;, welche nicht 
mehr primitiv ist. 

Fallen in einer primitiven Elementarfunction k, k’, k’,... Reihen 
zusammen, so geht dieselbe in eine Elementarfunction von kik’! k’!... 
mal weniger Glieder iiber. 

2. Hine beliebige Elementarfunction dp,»,»,...p, von den Reihen- 
gewichten 

Pi Ps Ps - ++ Pi 
hat eine Anzahl t von Gliedern, welche ausgedriickt ist durch: 


v! 1 
(4) o Pilta!..-P,) @—Sp)!? 





wo 


2P) = Pit Po t+ Pst s+ + + i 
das Gewicht der Elementarfunction bezeichnet. 
Wenden wir auf dieselbe die Operationen 


0a 0a 
. oe, Dat 
an, so erhalten wir: 


Op, papas +4 
(5) a Om = (r— 2p, +1) ap,-1p.r--r% 


1 





= Oy, psps---D; 
(6) Pe hee (1+ Pe) Ap. —t peti pspe--P;* 
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Fallen in derselben zwei Reihen, 2. B. x und y zusammen, so geht 


; — , - 9)! ' . 

dieselbe in eine Elementarfunction von Purp 2) mal weniger Glieder 
e* oe 

tiber. 


Il. Abschnitt. 
Die Differentialgleichungen der symmetrischen Functionen. 
§ 8. 

Die Differentialgleichungen A,, A,, A.,... der mehrférmigen symmetrischen 

Functionen, welche durch Elementarfunctionen dargestellt sind. 

Ist 

J = Days. >< apy. ><+- + >< ati y? . ++ == ~(a) 

eine symmetrische Function ausgedriickt durch Elementarfunctionen 


g(a), so wird dieselbe auch noch eine Identitét bleiben, wenn man 
die Elemente einer Reihe, z. B. 


©, Ba Bye. Xe 
um dieselbe Grésse 4 wachsen oder abnehmen lisst und dabei die 


tibrigen Reihen y, y, 3... Yr} 2, 2: 23.++ Sr} +++ (als constant betrachtet) 
unverandert lasst. 


Die Function J geht mit Ueberfiihrung von 


Bey Bey Buys +9 Me 


Zt A, 2, +A, Hy +A,..., a fA 


in 

iiber in 
; od ad a a2 92 
I+i~ DE +3 21 jae + =a) +a ee+5 i 


Diese Gleichung kann nur bestehen, wenn die Coefficienten von 
4, 4*,... beiderseits einander gleich sind, d. h. wenn 


al. ae 

On, Ox,’ 

> — =~ > ao 
Ou? 0x? 


ist. 


Durch diese Gleichungen sind offenbar wieder symmetrische Func- 
tionen ausgedriickt. Von denselben bieten die Coefficienten von 
4?, 45,... nichts Neues dar, da sie nichts anderes als wiederholte 
Anwendungen der Operation 


Bina 


auf die Function J reprisentiren. 





| 
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Nun ist g(a) eine Function der Elementarfunctionen a; es ist 
deshalb 
de , S’9e YS) ae. 
da, oa On 


Ist nun @ eine symmetrische Elementarfunction von den Reihen- 
gewichten 


: Pi PoP3 +++ Diy 
also vom Gewicht 


p= =2P,—P ++: +P, 
sO ist >) oe ebenfalls eine Elementarfunction von den Reihengewichten 
i 
na 1, Poy Par ++ +> Pi 
und nach §7 angegeben durch 


= 04», »,.. “re 
Zz = es (r—p+1) Ap,—lpapy--pgo” 


1 


wo p das Gewicht der Elementarfunction dy, »,...p, bezeichnet. 
Wir erhalten somit als Differentialgleichung 


(1) Sz Po ane ee a ee 


Pi Po: 





Enthilt die Function J ausser der Reihe 


 VTTt 
noch die Reiben 


Ys Vos + + Gry By Be oss Bry eee 


so gelten offenbar noch die weiteren Differentialgleichungen 


6, Daa 


PiPoPs* 





Me — p+1) ap,p,—19,-- “Py? 


4p, Ds* 


9 
™ 4, -3H 0% “ae gE iat ts 1) p, pxp,—1---7; 





Dies sind dieselben Differentialgleichungen die ich in den Math. 
Annalen Bd. 43, pag. 247 nicht weiter ausgefiihrt habe. 

Setzen wir an Stelle der allgemeinen Elementarfunction dy, p,»,..-p; 
der Reihe nach die Elementarfunctionen vom Gewicht 1, 2, 3,..., 
so erhalten wir die folgenden Differentialgleichungen, denen jede 
symmetrische Function geniigen muss: 
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z= roe ve 1) {22 a, + 2% a, + 22 a,+4--+} 


+ (r—2) (22 Qin ay, + 22 to Bs eetess, 
(3) a r 2 + (r— 1) {52 - a, + 22 eat aeet 


+0 Ohi day + Zoe ayy + GoE ay + +} oe 





§ 9. 
Anwendung der Differentialgleichungen A, zur Ermittlung von 
symmetrischen Functionen. 


Ist J = g(a) eine gewisse i-férmige symmetrische Function vom 
Gewicht Q ausgedriickt durch Elementarfunctionen g(a), so ist offen- 
bar auch 


oF Yee Yl aa 
aa, da Oxy, 
eine 7-formige Function oder auch eine Summe von solchen ebenfalls 
ausgedriickt durch elementare Functionen. Ist die Darstellung dieser 
(a) durch Elementarfunctionen bekannt, so ist 
10 da 
V()=2 96 2 de, 
eine Identitat. 
Ist jedoch die Darstellung (a) der Function J durch elementare 
Functionen nicht bekannt, so kann man wenigstens den litteralen 
Theil derselben anschreiben, indem man alle méglichen mit J gleich- 
werthigen Producte 


A,, A,, As,-.., Ae 
von Elementarfunctionen bildet, und dieselben mit den Factoren 
es 
multiplicirt und deren Summe gleich der Function J setzt: 
J = 4, A, + 4,4, + +++ + de Ao. 
Wendet man hierauf die Operation an, so folgt 


od OA, da OAs da a 
am~* 2h aint Deak 
— oJ . Ws 
In dieser [dentitaét stellt nun offenbar >’ —— eine symmetrische 
Ox, 


Function oder eine Summe von solchen vom Gewicht Q@ — 1 dar. Ist 


die Darstellung (a) dieser Functionen durch elementare bekannt, so 
kénnen wir setzen: 


¥ (@) = =a, a +4, 1S amt 
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und erhalten hieraus durch Vergleichen der Coefficienten von gleichen 
Producten von Elementarfunctionen eine Anzahl von linearen Glei- 
chungen zur Ermittlung der Zahlen 4,, 4,,°..., 4¢. Genitigt hierzu 


, ‘ od . : od oJ 
die Operation >) 2— allein nicht, so kann ebenso By,’ _°* 
angewendet werden. 

Nach dieser Methode kinnen wir, mit den symmetrischen Functionen 


vom Gewicht 2 beginnend, zu sdmmilichen symmetrischen Functionen 
von beliebig hohem Gewicht gelangen. 
Man erhiilt beispielsweise 


2a? = hay? + aay, 
27 230, = 2a, = Lyra, + Ay(r—1) a. 
1 

Es ist somit 

2 = 2a,r + A,(r—1) 
wo 7 die Anzahl der Gruppen bezeichnet. 

Setzt man 

yea], so folgt a4,—1, 
r=Q, od. 2,... Aga —2. 
Es ist somit 
Fiir die Function 


Ziaey® = Ay a,8 Ag ay yy + Ag ayy, 
erhalten wir ebenso die Bedingungsgleichungen: 
3 = 34,r+4,(r—1), 
—6= 4r+k,(r—2), 
woraus fiir » = 0 und r—1 sich unmittelbar die Werthe 
A,=1, A-~=—3, A4,=—3 
ergeben, Es ist somit 


Sa? = a — 3a, ayy + 3ayy,. 
Setzt man 


Day? Yo = Ay Gy? Ay + Ag dy yy + Aga aya + Ayah 42, 
so folgen die Bedingungsgleichungen fiir eine beliebige Gruppenzahl r: 
is oJ 
a) fiir Da,’ 
1. 2Ayr + (A,+4,) (r—1) = 0, 
2. Agr + 4,(r—2) == 2. 
. od 
b) fiir ay? 
3. Arta (r—1l)=—= r—l1, 
4, As(r—2) + A,r = — 2(r—1), 
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aus denen man unmittelbar erhilt 

4,—0, 4,——1, 44=1, 4——1. 
Die Function ist somit ausgedriickt durch: 


a = _ 
Dy? Yo = A Aq pM, — Ayj2- 


8 10, 


Die Differentialgleichungen A,, A,,... der mehrférmigen Functionen, 
welche durch einformige Functionen ausgedriickt sind. 


Ist die Function 
= [(a) 
durch einférmige Functionen a,, 44, Gyo, 441) G42) --- ausgedriickt, 
so gelten offenbar auch die Gleichungen: 


Dba, 2s Ba Be eB? 
(1) Zs” Zin Yi => 7 da Se 


Nehmen wir eine allgemeine einférmige Function in der Form an 


+ p.Pi 9 Po py? 
Sai" yi* ei" 2S Ap, peps-*+9 


da 
>= “piPoPs ++ __ 
Ox, — = Pj Up,—1 pap, +--+ 
Die Differentialgleichungen (1) gehen damit iiber in 
esta ~ Sp—Lpaps+-s 
(2 Fi. =>) "i, Gy, poDs° 
Din Pi" 
—Sapr—1 pss 
our Sppepses , 


Bilden wir die Summe iiber die Functionen vom Gewicht 1, 2, 3, ..., 


so erhalten wir die ausgefiihrten Differentialgleichungen der ein- 
férmigen Functionen: 


so ist: 





of of af 
A, = >) 27 Ox, a r hy a yg + Oass Ug — Dass (yg a ee | 
3 si of of hi 
(3) + fe a + San Ge + .. Qio3 + 


+3 oe M12 + cobabees, 





a tn 





a s 











ro 


a 


RT 
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ot 
4, = 1. r of =z {oF a, +66 My +2 ae U3 +: : 
(3) +24 FF at PE ay + LF ary +--+} 


Se oe ee ee , 


Es leuchtet ein, dass sich diese Differentialgleichungen in der- 
selben Weise zur Darstellung von mehrférmigen Functionen (durch 


einformige) verwenden lassen wie die im vorigen Paragraph an- 
gegebenen. 


§ 11. 
Die Differentialoperationen Ay, 4:,... der mehrformigen symmetrischen 
Funetionen. 
Ist 
(1) J = 9(a) = f(a) 


eine i-formige symmetrische Function von beliebig vielen Reihen aus- 
gedriickt einerseits durch Elementarfunctionen g(a), andererseits durch 
einformige Functionen f(a) und ist 


Co es 


eine in J enthaltene Reihe, so wird dieselbe auch noch eine Identitit 
bleiben, wenn man die Elemente dieser Reihe um die Gréssen 


AW, Ade, As, -- 4 AYy 
wachsen oder abnehmen lisst, wo ~ von der Form sein mag 
y= xryher. 


Fiihrt man diese Substitution aus und entwickelt man nach Potenzen 
von Aw, so geht die Gleichung (1) tiber in die folgende: 


T+ ay eu tive Suet eta ye ytes 


welche nur bestehen kann, wenn die Coefficienten von A, A?,... beider- 


seits einander gleich sind. Es miissen deshalb nothwendig die Be- 
dingungen erfillt sein: 





oJ _ a9 
Oa, Y a Oa, Wi» 
Ce 0? 
(2) Bae 2 ag 


Von diesen Bedingungen geniigt die erste, da die folgenden nur wieder- 
holte Anwendungen derselben sind. 


Mathematische Annalen, XLV. 2 
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Da g eine Function der Elementarfunctionen ist, so erhalten wir 


Deu DF 2 mY 


Wir erhalten somit: 


@) 92,2 56D on 


Nun ist 
Dew De, Dn Dow 
Cat py — >) Vidas, set y= D> Vite, ete.; 
daher kann die Gleichung (3) auch geschrieben werden: 
(4) A= Dv + FD mt 2D mt 2D heat 
+22 D> ¥ Wy Xs -- a a YW, LY, +° 
Die interessantesten und wichtigsten Differentialoperationen erhalten 


wir hieraus fiir diejenigen Functionen ~, deren Gewicht G = 1 ist. 
Setzen wir beispielsweise y = y, so ist (vergl. § 7): 





ZY, = Aq, AY Hy = Ay, VY Y.=—2by, VY, Yoys = 3by9», 
ZW YoYsY4 = 4by099, ete. 
Wir erhalten an Stelle der Operation (4) die folgende: 
\) ad a 
(5) A= ta, a= ce “Has += Ayo °° , 
¢ a9 
+2 5 G9 + £° G22 ti F293 + 
$3 {FE yea tb pg treet oe dant tt. 


Vertauscht man hierin die Indices 1, 2, 3, ..., so ergeben sich un- 
mittelbar die Operationen: 
, & & a. a, . 
Ist @p,p,»,... eine Elementarfunction von den Reihengewichten 
Pr» Po» Py» -- +, 80 ist 


> =F Ps) Opt ect pres 
Es lisst sich daher die Operation (5) auch schreiben: 


6 we S#y=Da+m ) gap Ont peter 








t 
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Ist die Function 
J = f(a) 
durch einférmige Functionen a,, a4;) G2) 441, -.- ausgedriickt, so 
gilt offenbar auch die oe 


of aa 
(7) i == ae 
Ist die einférmige Function a von der Form: 
. Ap, pop... = Zap" yi , £7? 9 
so ist 


> =n, > v2 ; ‘y 


ebenfalls eine einférmige Function. Die Gleichung (7) kanau somit 
auch geschrieben werden: 
— > y,aPty a ee 


ON y 1 od 
(8) A? — i y= > hh: Oa 
Ist beispielsweise ~y = y, so geht diese Operation tiber in 


j {Dy Po Ds. 
. *, 
(9) A; = 2 oe = »>'p Pi 5a ~ Se—tprti ps ++) 


Pi PoP: 





oder, wenn man sie fiir die einzelnen itlaatiin Functionen ausfiihrt: 





y od 
A: = da," = icy otis 
9 ( oF of 
9 vi. OT ate 
(10) +2 Dan “2 + mand i22 + ae My23 + 


a4 6 G 
+ 3 { 2 ie oe Myy22-F °° : dc 


Enthalt die Function J die Elemente der Reihen 2,7,x,... nur 
in einer einzigen Theilfunction, so gestatten uns die Operationen (6) 
und (9) beliebige neue Reihen auf Kosten einer darin enthaltenen ein- 
zufiihren, oder auch das Gewicht einer Reihe auf Kosten einer andern 
zu vermindern und zwar in der Weise, dass die resultirenden Func- 
tionen unmittelbar durch Elementarfunctionen, bzw. einférmige Func- 
tionen ausgedriickt sind. 

Ausgehend von der Function 


o. 4 4 4 4 . - 10 
» ) %?y.? = — 3 417 Ang FO M2 Ay — 3 42 yy — 3 Me > Fr 20 
2 2 
— 3 %%122 — F F242 +; 43122 


erhalten wir unmittelbar mit Hilfe der Operation (6) alle tbrigen 
zweiférmigen Functionen: 


9* 
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2 2 2 4 5 
> 2 2 . 
4? Yn By = — Fy" og HF 4 G2Qy3 PF 4M Ayo — Fy yy i 
1 5 N i 
— F %12%43 1 F G11 423 — 5 41123 — 5 F243 


1 1 
— 5% M12 + F A123 


1 6 ‘3 ¢ 
Wy By Ynty = F {2A Ay Ayy + 2A, A, Ay, + 2G ots yy + 234, a4. 
n 
— 40, dy Ay — 40y yyy — Aya Ogq — Gyy Mogg + DAs An, 


/ — Ay Aggy — My Ay34 — Ay Ayn4q — By A493 + Ay234}- 


Ill. Abschnitt. 
Die Relationen. 


§ 12. 
I. Methode. 


Hat man r Gruppen 


Pr my % - 


, 


Py He Yq Bq - - 


Zo GeGe&..- 
von je » Elementen, so kénnen wir mit Hiilfe einer neuen Gruppe 


. F- @08 6 &. 
die Differenzen bilden: 


D, £-% y¥—Yy, 2—-%.. 
D, &—2%, Y¥—Y 2—%..- 
(1) . : 


D, &—Lp Y—Yr @—B... 


und dieselben als Elemente eines neuen Systems betrachten. 

Eine symmetrische Function dieser Gruppen andert sich nun nicht, 
wenn man irgend zwei der Gruppen P; und P, untereinander vertauscht. 

Jede symmetrische Function der Gruppen D ist deshalb auch eine 
solche fiir die Gruppen P. 

Daher werden sich die in den Functionen der Gruppen D auf- 
tretenden. Elemente der Gruppen P durch die Elementarfunctionen der 
letzteren ausdriicken lassen miissen. 
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Ist nun beispielsweise 
J = 2% — 4)" (Y — YyPt + >< (@ — 1 q)™ (Y — Yoo Kee 
>< (a — a,)*" (y — yp) s+ « 

eine r-férmige symmetrische Function der Differenzen D, so ver- 
schwindet dieselbe identisch, wenn die Gruppe P(xyz...) mit irgend 
einer der Gruppen P,, P,,..., P, coincidirt. 

Entwickelt man nach Potenzen und Producten von xyz... und 
driickt deren Coefficienten durch die Elementarfunctionen der Gruppen 
P aus, so wird J auf die Form gebracht werden kénnen: 


J = Saxe yr g=n vee A, DF aly =A g2n ot A, Deu y= Art g=n.. 
rss Ay 
= p(tyz...; a), 
welche homogen ist hinsichtlich der Reihen 
L By Bq +e Me 
9% 92 --- % 


und in welcher A,, A,,..., Ag die genannten symmetrischen Func- 
tionen der Gruppen P bezeichnen. 

Da nun die Function J identisch verschwindet, wenn eine Gruppe 
P; mit P zusammenfiallt, so gelten die Gleichungen: 


P(%, 4 %---5 a) =0, 
P(%_ Yo 2+. +3 @) =O, 


(Xr Yr Br. . .3 @) SO, 

welche addirt eine symmetrische Function der Gruppen P vom Gewicht 
Q=Za+ FB+--: 

geben 


(2) Z(H, Y, 2, +-.5 a) =O, 
welche identisch erfiillt ist. 

In derselben treten neben den Elementarfunctionen a noch ein- 
formige Functionen vom Gewicht Q@, 9—1, Q@—2,...,3,2,1 auf. 

Driickt man letztere durch Elementarfunctionen oder diese durch 
einférmige Functionen aus, so geht die Function (2) offenbar in eine 
Identitét, d.h. in eine Relation zwischen den Elementarfunctionen , bezw. 
einformigen Functionen der Gruppen P iiber. 

Nun sind die niedrigsten Relationen vom Gewicht r + 2; wir er- 
halten dieselben somit beispielsweise fiir das ternare Gebiet aus den 
y-férmigen Functionen der Gruppen 





| 
; 
| 
| 
| 
| 





22 Fr. Junxer. 


Pi £—-% ¥—Y¥ 
(¢a021,2,...79) 


Pe eed 


von den Theilgewichten 
4 
K=—2, @=2, GH KH Goel : 
Dieselben sind von der Form: 
2(a—a,)?(@#— 4)? (y— Ys) (Y—M) (25)... (4-2) = 7 
2(x— x4)? (w@—2_) (y—Y2) (Y—Y3) (@—%) .. . (w—2,) = 0, 
2 (a —%,)? (y—92)?(y — Ys) (w@—2) ++ (%@—2,) =0. 
Da die héchsten Relationen vom Gewicht 2r sind, so sind sie 
dargestellt durch r-férmige Functionen der Differenzen D von lauter 
gleichen Theilgewichten 
i= = Gg =?2. 
Eine solche ist beispielsweise von der Form: 
E(a—a,)? (@—a,)? (@—ay)? . .. (@— ay)? (y—das)?--. Yn)? = 0. 
§ 13. 
II. Methode. Differentialmethode. 
Liisst man in der Function 
J = Daft yf --: >< ay >< ++ >< afiyhe ... = p(a) = f(a) : 
die Elemente aller Reihen 7,2... . 25 YyYo- ++ Yr3 28+ ++ Srp ees 
um die gleichnamigen Gréssen z, bzw. y, bzw. z,... abnehmen, so 
geht dieselbe in eine symmetrische Function der Differenzen if 


L— Ly YY, @— 4B ..y 

L— Ly Y— Yo B— hy. 4 
(1) Ke ak Roe eo 
L—t YY 2—&.. 


iiber. Entwickelt man dieselbe mit Hilfe der Taylor’schen Reihe fiir 
mehrere Verinderliche nach Potenzen und Producten von 2, y, z, . 
so folgt: 


(2) + 2(@ — 4%)™ (y — yy)... “ — &.)" (y— yr... 
JSaey a 
n+ +S +4 da, 


+ a} Gan +22 Sete € 


— af D> Fit 30D aie te tte 


“+ 


gall 
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Lisst man nun der Reihe nach die Elemente wyz... mit den 
Gruppen 21 Y,%, +--+} LoYo@_ +++) +++) UrYre... zusammenfallen und 
addirt die erhaltenen Bedingungen, so geht die Function J in eine 
symmetrische Function der Differenzen 


Uy — Hy Y¥—Y2 % — %---) 
U, — Uy Yr — Ys 8 — By owes 


ma & h-hh aes 


iiber. Ist insbesondere die Function J r-férmig, so enthiilt jedes 
Glied Differenzen aus simmtlichen Gruppen (1). Es verschwindet daher 
eine r-férmige symmetrische Function der Differenzen (1) identisch, 
wenn die Gruppe zyz... mit irgend einer Gruppe 


Pi (2 Yi 2. . +) (¢ = Lf. e-° 7) 


coincidirt. Wir erhalten deshalb fiir jede r-férmige symmetrische 
Function von r Gruppen die Identitit: 


(3) 0=rp—{ Say Set Su e+ vot 
+f > or > a “> sent 


—a{ >a 3 eo, 


Ersetzt man hierin die einférmigen Functionen 
. 2 Dy 2 
ZH, VYj,.- +5 HP, Sxyy,, By?..., Sa’, Sa?y,,.-. 
durch Elementarfunctionen, so kann dieselbe im nichts anderes als in 
eine Relation zwischen den leteteren dibergehen. 


Setzt man an Stelle der Function g(a) die einformige Function 
f(a), so stellt die Identitit: 


(4) alt f+ >u> fet | 
+f D0 Diet? D> saint i ish 


unmittelbar eine Relation zwischen den einfoérmigen Functionen von 
y Gruppen dar. 

Durch die Differentialgleichung (4) ist die Darstellung der Rela- 
tionen auf diejenige der r-formigen symmetrischen Functionen zuriick- 
gefiihrt. 
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§ 14. 
| Die Differentialgleichungen der Relationen. 4 
l Da nach § 12 sich die Relationen durch die r-férmigen Functionen 


der Differenzen (1) darstellen lassen, so aindert sich eine solche nicht, 
wenn man die Elemente einer Reihe, z. B. 


B Bg he . 2. Be 

um dieselbe Grésse 4 wachsen oder abnehmen lisst. Ist daher 
g(a) =90 

H eine solche Relation, so geht dieselbe mit Ueberfiihrung von 


Ly Bghy os Me 
in 
| | ma, mtd, +a, 0.4 me HA 
tiber in 
/ é 22 e2 
| (1) O—9(a)+ a> +E So 


Da nun die Function g(a) unverindert bleiben muss, welches 
auch der Werth von 4 sein mag, so muss jede Relation der Differential- 
gleichung geniigen 


op 
ia 0. 
Enthalt die Relation ausser der Reihe 
By Bao» o Be 
noch die Reihen 
7 ae a ee 
so gelten noch die Differentialgleichungen ‘ 
ao _ 89 
52 = 0, > oe = 0, «+ 


Dies sind dieselben Differentialgleichungen, die wir in §8 fiir die 
symmetrischen Functionen aufgestellt haben. 
Sie lauten ausgefihrt: 


C7] 
b= > 5a iil (r—p+1) Ap, —1prr..cp, = 9; 











PiPaPs +++ Pj 
ao 
A,, = x —— {Pf = 1) ay, ».— pe =O, 
(2) 4 ? .. ( P+ ) PiPo—1p Pi 


wkd ep = = 
A, at 04», 10s Bi (r p + 1) Ap, pr Py—1... 25 = 0. 








Diese Differentialgleichungen stellen somit die nothwendigen Be- 
dingungen dar, dass eine Relation unveriindert bleibt, wenn man die 
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Elemente einer beliebigen Reihe um dieselbe Grésse wachsen oder 
abnehmen lisst. : « 

Ich bemerke noch, dass auch die Coefficienten von A*, 4°,... in 
der Gleichung (1) identisch verschwinden, da diese nichts anderes 


sind als 





0d, aA, 

Oat ’ 2 Oa? ? eee 

Wir sehen somit, dass die Bedingungen (2) nicht nur nothwendig 

sondern auch hinreichend sind fiir die Unveranderlichkeit der Relation 

@ gegentiber der Substitution 2, ++ 4, a, +4,... fiir v,,a,... 
2. Wie man mit Hilfe der Differentialgleichungen A,,, Ay,,, .. 

der symmetrischen Functionen eine gewisse Function selbst ermitteln 

kann, so ist dies in derselben Weise auch mit Hilfe der Differential- 

gleichungen (2) fiir die Relationen der Fall. 


§ 15. 
Allgemeine Formel der Relationen. 


Hat man rv Gruppen von je zwei Elementen, so lassen sich be- 
kanntlich*) die niedrigsten Relationen des terniren Gebietes aus der 
Identitit herleiten: 

(1) = (xY,) (€Y2) (@— 2)... (@— ar) = O 
oder aus 
@ gg — UV Y Ay, UY? yy 

— Biya, 20 Yydy. — Bary? ayy, 

a y399 — BHF Y Ais. + ey? aii 
7. =x arias 
+ o © @ «4nem 
+ (—ay {22? ao, — (r—1) eya,11 + rr) Yy? aor} = 0. 


Dieselbe liefert solche fiir jede beliebige Anzahl r von Gruppen vom 
Gewicht r + 2 und den Reihengewichten 


Py st, P, = 2. 


Da die Function auch fiir 2, 3, ...,*— 1 Gruppen identisch 
verschwindet, so liefert sie auch héhere Relationen fiir jede beliebige 
Anzahl r, von weniger als » Gruppen. Da sie ferner durch Anwendung 


der Operationen AY, Az, etc. in Relationen von beliebigen Reihen- 
gewichten tibergefiihrt werden kann, so kann sie als Ausgangsrelation 


zur Darstellung von allen méglichen Relationen gewahlt werden. 
——— ’ 


*) Vergl. den Aufsatz des Verfassers: diese Annalen Bd. 43, pag. 253 u. s. f. 


























26 Fr. Junxer. 


Will man nun von derselben ausgehend héhere Relationen fiir r — 1 

Gruppen herleiten, so gMiigt es alle diejenigen Glieder zu annulliren, 

welche r-férmige Elementarfunctionen enthalten. Auf diese Weise 

gelangen wir von der Relation fiir + Gruppen ausgehend zu einer 

Reihe von Relationen von gleichem Gewicht, welche den Gruppen 
r,r—1, r—2,... 3,2 


entsprechen. Die niedrigste Relation fiir » Gruppen wird sich deshalb 
auf die Form bringen lassen: 
Ry, = Ry Ay Oy? dy—a,2 Ag Gy Gy Arta $F 3 GQ? Gir, 0 
Hy G1 Gr—a,2 hy 9 Or—1,1 PE My M99 Ar,0 
wo R,_; eine Relation fir  — 1 Gruppen darstellt. 

Um die Coefficienten 4,4,4,, u,¥."@, zu ermitteln, bedenke man, 
dass ausser in den Gliedern der letzten Reihe der Identitiét (2) nur 
noch in den Functionen 

Zai, Say, Sai y,? 


r-férmige Elementarfunctionen vorkommen kénnen. Der Coefficient 
dieses Gliedes kann aber mit Hilfe der Summenformel von Herrn 











Macmahon*) 
— ! a 
wis tediiee EF > a ai yf 
Za—1)! = mm 
-_ a (— 1)74-1 a -_ aap, ae 
ermittelt werden. Wir erhalten: 
a, = (—1), 4,—=—(r—1)(—1y, 4, — "C= 1», 
2 

2 = (—1, m=r(—ly, B= 9?(—1y, 


und somit als Relation fiir r Gruppen vom Gewicht r + 2: 
_ 2 
R,=R-a+(— ly {(a,? ~~ = 1) Gr—2,2 — (a a, (r—1) —F dy.) Gr—1,1 
i'l 
+ (02 2D — ra) ah 


aus welcher successive simmtlicke Relationen des terniren Gebietes 
hergeleitet werden kénnen. Da man ferner mit Hilfe der Operationen 


Az, Ay, Az, ete. beliebige neue Reihen einfiihren kann, so kann sie 
zur Darstellung iiberhaupt aller Relationen beniitzt werden. 


*) Macmahon: ,,Memoir on Symmetric Functions of the Roots of Systems 
of Equations,“ Phil. Trans. vol. 181 (1890), pag. 487. 
* 


* gu Rees 
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§ 16. 
Zusammenstellung der Relationen des terniren Gebietes. *) 


Ich bezeichne im Folgenden die Relationen wieder mit lateinischen 
Ziffern , deren Werth unmittelbar die Gruppenzahl angiebt, fiir welche 
eine solche Giltigkeit besitzt und die Reihengewichte derselben durch 
untergesetzte Indices p,, bezw. p,. 


1. Fiir zwei Gruppen erhalten wir die Relation 
(1) Ly = A? Gag + yyy — Gy Ag Qyq — 404,42 + aia = O. 
Dieselbe ist vom Gewicht 4 und vom Grad 3 in den Elementar- 


functionen. 
Setzt man an Stelle der Elemente 2, y,; 7, y, des terniren Ge- 


bietes die homogenen Elemente “!, 4%; =, %, so geht dieselbe tiber 
“2 


in die homogene Relation: pie 

Qy IL». = Aly, O35 + yp si + igs C3 — Aggy Ayy — 4044 Ay9 M33 = 0. 
2. Fiir drei Gruppen sind die niedrigsten Relationen angegeben 

durch 

(2) I, = a TT, — 30444 (Gq? — 3 Ag) + 449 (2 A, Ay — 3a42) 

— Ay29(a,” — 3a,;) = 0, 
(3) LTT y3 = ay TD). — 3.999 (04? — 3.041) + A429 (2 a 4, — 3.42) 

— G42 (a.? — 3a.) = 0, 
welche vom Gewicht 5 und vom Grad 4 in den Elementarfunctionen 
sind. 

3. Fir vier Gruppen finden wir die niedrigsten Relationen: 

(4) IV, = 3a, III, + 2II1,, 
+ 644411 (Ba,” — 8ay9) — 3ay412 (3A, dy — 4442) 
+ 44129(3.a,? — 8a,,) = 0. 

(5) IV,, = 3a,III,, + 3a, III,, + 2 I1t;; 
+ 3.44442(3aQ? — 8 a2) — 404492(3A, 4, — 4042) 
+ 3ay299(3a,? — 8a,,) = 0. 

(6) IV,, = 3a,III,, + 2III,, 
+ 44492(3.a,? — 8ay9) — 3 A999 (3.4, A. — 4042) 
+ 6409 (3a,? — 8a,,) = 0, 


wo 

*) Ich habe diese Relationen theilweise schon in meiner IJ, Abhandlung, 
diese Annalen Bd. 48, angegeben, aber nicht in der vereinfachten- Form, in 
welcher sie hier zusammengestellt sind. 
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a 
4 


(TV) LTD gg = — Gy, Tg, — 34, yg yyy Bay y9044, + Oy Oy B29 : ( 
2 
— 2,41 Ayy2 — 9441 Oy29 + Faire = 0, 
(8) LTT 33 = — ayy TD gq 4 3.4 Gy Ay99 + My M42 G29 — Bj, Gy9 M442 ' 
Ft BA, Gy G44 Fy My2. M19 — 34.41 A129 
— 27441 G92 + 344424122 = 0, " 
(9) LD Tyg = — G2 LT, — 3204; Ag99 + 3A, 12 G99 + Bq M9 9 ( 
2 
— 2A, Mp9 499 — 9Gy99 M442 + Fain = 0 
Relationen vom Gewicht 6 fiir drei Gruppen reprisentiren. ( 


Betrachtet man die Relationen (4), (5), (6), (7), (8), (9), so 
zeigt sich, dass dieselben vom Gewicht 6 und die ersteren drei vom 
Grad 5, die letzteren vom Grad 4 in den Elementarfunctionen sind. 


4, Fur fiinf Gruppen erhalten wir die niedrigsten Relationen: 
(10) Vyp = 2a, IV, + 5IV 5, 
— BO 44111 (24? — 5a) + 6 Oy 4142 (44, 4. — 542) 
— 3444422 (24,? — 5a,,) = 0. 
(11) Vay = 2a,1V 4, + 2a, 1V53 + 51M45 
— 18 44549 (2 4g? — 5atgy) + 94 4499(404 G2 — 5ayp) 
— 94414290 (24,? — 5a,,) = 0. 
(12) V5, = 2a,1V., + 2a,1V;; + 51V5, 


— 18 Gy0999(2 a4? — 544) + 9 44999(40, G2 — 549) 
— 9As1122(2 4,” — 5 ayo) = 0. 


(13) V.; = 2a,1V,, + 51V,; 


— 30 Gy 9999 (2 a)? — 5044) + 6 Gy9999 (40, — 5 ayy) 
— 34j 199 (2 a? — 5 a9) = 0. 


wens 


In denselben geben 


(14) LV 59 == — yy LTT 59 + 644444 (Gy Gag — Aq Qyq 2 A499) 
+ 3 Gy 442 (Gp yy — 2442) — M492 (4, 4, — 6 ayy,) = 0, 
(15) LV 43 = — ay, TTT, — ayy TTT q, — 6 04444 (2 G22 — 6 99) 


Ht 3.4449 (2 Ay Byg — Gy By) Ay 499 (FG, Ay, — Ay Byy — 6 449) 
— 34 299(G1 44, — 6a44,) = 0, 

(16) LV gq = — Gy. LTT,3 — Gy, TIT 3. — 6 9999(44 44, — 6 441) 
Ht 3B Ayn 99 (2 Gg yy — Hy M2) + M4499 (5G, Ag — By By. — 6 Ayy9) 
— 3dy412(42 Gq — 6 dy29) = 0, 
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(17) LV 95 = — Agg TTT y3 4 6 gy (Gq. G44 — My Byq $F 2 A449) 
+ 3.A4 999 (G4 Gq — 2 A192) — Gy499 (gGq9 — 6 Ayo) = O 
die Relationen vom Gewicht 7 und vom Grade 5 fiir vier Gruppen an. 


5. Die niedrigsten Relationen fiir 6 Gruppen sind vom Gewicht 8 
und vom Grade 7 in den Elementarfunctionen und angegeben durch: 


5 

(18) VIg. = 3% Vso + Vox + 30 Gy31111 (5? — 12 a9) 
— 10 Gig4y442 (By Gy — Ge 9) 2 Gy 44409(5 a,” — 12.44.) = O. 
5 5 1 

(19) VI,3—= 3% Vis + 3 %2 Vso + V3 + 20 Gy14412 (Gag? — 12 9) 
— 16 445420 (5 ay @p—6 yy) + 6 Gy 44992 (5 04? — 12.4.) = 0. 
xa 10. 

(20) VI, _ V4 vs V4; + Vu 
-‘ ‘anima, — 12a.) — Sa ssaza 9 a — 6a) 
= MGumaOes' — 12 a,,) = 0. 

(21) VI3, = ; a, Vi +; 3 1 Vos + Vas + 20 4y00299(5 04? — 12.44) 
— 16 Ay 40999 (5, Gy — 6 yy) + 6 444999 (5 Gy.” — 12 digg) = O. 


(22) V1y= = ay V. 25 + Vog + 304209992 (5a,? — 12.441) 
— 104j 29992 (5. a; @a— 6442) + 2449999 (Say? — 12 ayo) = 0. 

Hieraus ergeben sich unmittelbar die Relationen ftir 5 Gruppen vom 
Gewicht 8 und vom Grade 6 in den Elementarfunctionen : 
(23) Ven = — 3.44, 1V 4, + 5 1V gy 

— 80 Gy1414 (By Gag — 3a_Ay_ + 5A429) 

— 124444 (BaQQy, — 5 Ay42) + Vey 5 490 (Ay Oy — 543) = 0. 
(24) Vs, =— 3a,,1Vy. — 3.a,,1V5, + 5IV;, 

— 644442 (15a, Gag — Da,ay. + 5 ayo) 

Ht 3044422 (3. A, ay. — 2lagay, + 254442) 

Ht 27 Ay 3090 (4 41 — 50441) = 0. 


(25) Vu = —; a,,IV., — 34a,,1V5, — 5 Ao21V 4. 

Ht 54 A 41442 (G2 G29 — Fag») 

— 9441129(9 a Gag — 3a G1. — 5aj29) 

+ 54Aj 0999 (4, Oy, — 5 441) 

— 943299 (9 aq, — 3a, Gy. — 5ay42) = O. 
(26) Vs, = — 3a.1V_, — 3a2,1V35 + 5IV 55 

— 6 G59999(15a,.4,, — 9a, Ay. + 5ay12) 

+ 3.44999 (3Gy M42 — 21 Ay gy + 25 yp) 

H 27 y1429 (Gy 22 — 5Ay99) = 0. 
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(27) Vg = — Bay. Voy + 61V 46 


— 30 Ay990(3.42441 — 3G, Ay. + 5a449) 
— 12 Gy9999(3A y2—5 Gy22) + 9G41229(2 Ga2— Fano) = 0. 


Setzt man hierin die fiinfformigen Elementarfunctionen gleich Null, 
so finden wir fiinf weitere Relationen fiir 4 Gruppen vom Gewicht 8 
und vom Grad 5: 


(28) IV 6. 


(29) IV;s 


(30) IV,, 


(31) IV5, 


(32) IV 2g 


= yy, LTT, + 20444; TD. 

Ht 2 yisy (— @ Qy99 2 Gy yy — 404422) 

— BA, 549 (Gy yyy — 2A y 442) FH Ay y29 (4 O44 — 8Aq411) = 9, 
= Ayy9 TTT, + 44, LI Dy3 + 204412 Lye 

+ 6 aygss (— Oy G9 + Gy AyQ9 — 444222) 

— Ay 349 (2 Gy Bya9 — Aq A442 — 44422) 

— Ay409 (BG, A444 — Ay My 42 — 444442) 

Ht 3 Gy 909 (4; O11 — 844141) = 9, 

= 2 Gyo LTT 5 + 2 yyy TLD y3 + 4.04492 LD» 

H+ 6 Gy 141 (G2 Gang — 8 Gy 999) $F 34442 (G2 Ay92 — 4; Ay99 — 2 Ay999) 
— Ay 499 (@y 499 + Ge By 42 — 8 44 29) 

Ft Bay 200 (Ay Oy 12 — 4.42 A444 — 2 A444) 

+ 6 Ay992 (A A441 — 8 444;) = 9, 

= Ayo TTD y3 + y99 TTT, + 2 Gy209 LD» 

+ 6 Ay999(— Gy A444 By M442 — 444449) 

— By999 (2 Gy Q4 49 — Gy M92 — 4.44499) 

— A439 (5Ay Ay99— Ay A492 — 404009) 

Ht 3.A4442 (Gy G99 — 8 Gy00) = 0, 

= Gog, TTT y3 + 2 dy299 LT y9 

TH 2 igy92 (— Gy O49 +2 Ay Ay 99 — 444122) 


— Bj 999 (Gy Gy99 — 2 Ay 992) M4499 (G2 Goo — 8 Ag999) = 0. 


6. Fiir 7 Gruppen erhalten wir 6 niedrigste Relationen vom 


Gewicht 9 


und vom Grade 8, von denen drei angegeben werden sollen: 


(33) VI1I;. = 3a, VIg + 7 VI. + 3004414432 (64 dg — 70,2) 


— 10 Gy 444429 (B ay? — Tyy) — 210 dy 444444 (QQ? —T ag) = 0, 


(34) VIIq3 = 3a. VIgo + 3a, VIgg + 7 VIqs 


— 1504444 1442(3 A,” — T yg) 50 4444499 (6 4; 42 —T a4.) 
— 80 04111222 (3a,7—Ta,,) = 0, 
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(35) VII;, = 6a, V1, + 3a, Vy, + T Vis, — 200 A414 14192 (3.42?— Tay2) 
1204441 1222 (6. ay dp —T 2) — 120 4342999 (3.A,;>—Tay,) = 0. 
Hieraus ergeben sich fiir 6, bezw. 5 Gruppen die Relationen vom Gewicht 


a) 


9 und vom Grad 7, bezw. 6: 


(36) Vj, = — 2a, Vso + Vie + 30 Gy s1111 (2 @y Gq2 — 24 4.3 Ay 29) 
t 10 Gy44442 (2 Ay Q44 — 3.4439) 
— 2 Gy14192(2 @ Gy, —94,4;) = 9, 
(37) Ves = — 242 Veg — 204, Vgg + Veg — 30 Gy 14141 (2 Ay Gy —9 atg99) 
+ 104441412(6 a @y9— 4a, yp + 3.4490) 
— 2 hy y1 492 (2 Gy Ayy— 18.4 ayy +21 A449) 
— 6 434020 (2 a, G1 —9 4444) = 0, 
(38) VI54 = — 4442 Vs2 — 4042 Vag —2 4, Vzq + Vue 
— 40 dy 44142 (2 4, Ayo — 94999) 
HF Bay s1192(14 a, Ayo — 6 dg yy — 3 Gy 99) 
ft 24.04 44922 (4g 443 — yy. — 3.4449) 
— 24.A419992 (2a, 44, —9a44,) = 0, 
(39) Vag = Oy, LV gp — 104444, LL» 
10 hy 4 444 (44 Gy92 —2 4g @ 49 +5 499) 
H+ 6 yy 442 (2 dy 443 —5 Gy 449) 
— 3.43490 (4 A444 — 1044441) = 9, 
(40) Veg = Qyy2 LV gn + 443 LV 33 — 10444442 Lo. 
ft 30 44411 (Gy a99 — By A492 —5 4099) 
— 204 1442(— 5 ay Ay 99 + 4.Gy G44 + 5.4 402) 
HE BAy 4499 (Ty Oy 44 — Oy yy — 10.4449) 
— 9G 44990 (4 4414 — 104444) = 0, 
(AL) Vi5g = 2A y29 LV 49 + 2a 121 V 95 + 411 LV 24 — 2004 4490 LL 0 
— 60 44141 (@24992—10 A999) | 
H 6.044412 (5 Gy Gyo — M422 — 544209) 
— 2044199 (— Tay 499 — Gp M449 +40 4490) 
Ht 18 44209 (3 Gy 444 — @ A442) — 36 Gyp990 (Gy 443 —10 4441) =O. 
7. Ueberblicken wir die oben erhaltenen Relationen, so finden wir 
fiir zwei Gruppen eine Relation vom Gewicht 4, fiir drei Gruppen 
zwei vom Gewicht 5 und drei vom Gewicht 6, fiir vier Gruppen drei 


vom Gewicht 6, vier vom Gewicht 7 und fiinf vom Gewicht 8; all- 
gemein fiir r Gruppen 
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ry — 1 Relationen vom Gewicht r + 2, 


r ” ” ” r+3, 
r + 1 » ” » r + 4, 


2r—3 ” ” ” 2r, 

zusammen also 
1 
C=; (r—1) (8r—4) 
verschiedene Relationen, welche, wie ich friiher (diese Annalen Bd. 43) 
gezeigt habe, durch 
=(r—1) (r — 2) 

Identitaiten zusammenhingen miissen und daher nur 


_ #(r—1) 
Se 


$S=—6—T 





unabhiingige Relationen reprisentiren. 

Ferner fallt in die Augen, dass die simmtlichen Relationen fiir 
zwei, drei, vier, fiinf Gruppen die Elementarfunctionen im Grade 
drei, bezw. vier, bezw. fiinf, bezw. sechs enthalten; ebenso besitzen 
siimmtliche Relationen fiir sechs Gruppen die Elementarfunctionen im 
Grad sieben und demnach sdimmtliche Relationen fiir » Gruppen die- 
selben im Grade r + 1, 


Setzen wir an Stelle der Elemente x, y die Verhiltnisse =, z der- 


selben zu einer dritten Grésse ¢ und demnach an Stelle der Reihen 


yy Hay eye - ey Urs Yr Yor Yar + + +9 Yr 
die folgenden 


% wy % > © Ye Ye Yr 


’ 8, °s? & & 8? 9 5? 
so geht jede Elementarfunction der ersteren in das Verhiltniss zweier 
r-formigen Functionen der drei Reihen 


. + ee Se . eee Se eee 
iiber. 


Beispielsweise geht fiir vier Gruppen die zweiférmige Function 
ZX, Yq tiber in A995 2 Agg93- 
Fiihren wir an Stelle jener Elementarfunctionen diese Verhialtnisse 
in die Relationen ein und multiplicirer wir mit dem Nenner a” %__ 
333---3 
durch, so wird jede derselben in eine homogene Function vom’ Grade 
y+ 1 von nur r-formigen Elementarfunctionen verwandelt. 


. 








Ld 
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Betrachten wir daher die drei Elemente 2; y; 2; einer Gruppe als 
die homogenen (Dreiecks-) Coordinaten eines Punktes oder einer geraden 
Linie in der Ebene, so gilt der Satz: 

Zwischen den r-formigen Elementarfunctionen 


DU Le oe Upy By Le os Ye, BH Le o ~- Yr-1Yr3 - s+} 28 By... Mp 
der Coordinaten eines Systems von r Punkten oder Geraden in der 


Ebene bestehen re—) unabhiingige homogene Identititen vom Grade r-+-1. 


IV. Abschnitt. 
Die Bedeutung der Relationen fiir eine terniire Form +" Grades. 


§ 17. 
Die Bedingungen der Zerfallbarkeit einer terniren Form. 


Die ternire Form rv‘ Grades 
f(zyz) =0, 
deren Coefificienten 
Bos Gry Gey - 09 Me 


sein sollen, besitzt bekanntlich 
‘ 1 
o= (7S) 502) 040) 


Glieder. Dividirt man mit dem Coefficienten Gz des letzten Gliedes 
durch und setzt z= 1, so lisst sich dieselbe auch auf die Gestalt 
bringen: 


(1) fr Sano + aaaaty +--+ art ay +l, 
in welcher 


Ao a, Gy_2 
aro =—, Gr—1,1 —=—,°°*°, ay = 41,0 => 
a; a, ag 


me —— Ag—1 
» mW ye —— 
, ag 


die ("$*) —-l= or unabhingigen Coefficienten einer allge- 


meinen ternéren Form bezeichnen sollen. Sind diese Coefficienten 
nicht gegeben, so ist bekanntlich die gleiche Anzahl von Bedingungen 
nothig, um dieselben ermitteln zu kénnen. 

Zwischen den Coefficienten von f bestehen im allgemeinen keine 
Identititen. Stellt man an die Form f jedoch irgend welche Forderung, 
beispielsweise, dass sie in niedrigere Formen zerfallen soll, so wird 
dieselbe erfiillt werden, wenn zwischen den Coefficienten von f gewisse 
identische Beziehungen bestehen. 


Mathematische Annalen, XLV, 
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Hat man zwei Formen f,,, bezw. f,, vom Grade r,, bezw. r,, so 
besitzen die letzteren 


7(7% + 3) 12(%2 + 3) 
——, ae. 


und das Product derselben demnach 
(7 + 3) ¥2(72 + 3) 
Ne oS 
unabhangige Coefficienten. 


Soll nun die Form f, in die beiden Formen f,, und f,, zerfallen, 
sO muss 


(2) fr =f fre 
und 

rent, 
sein. 


Denkt man sich das Product /,, . f,, ausgefiihrt, so miissen noth- 
wendig die Coefficienten der gleichen Potenzen und Producte von 2, y 
in Gleichung (2) beiderseits iibereinstimmen. Dadurch erhalten wir 


r(r+3 . ° eos , . 
- ) Gleichungen zwischen den Coefficienten der drei Formen /,, 


fry fro, aus denen die der beiden letzteren, deren Anzahl oben an- 
gegeben ist, auf 


— rir+3) ltr +3) (v2 +3) 
(3) s= — a oon —_ . 


3 = : (9? —#,°—#,7) 


verschiedene Arten eliminirt werden kénnen. Die s Eliminations- 
resultate, welche man auf diese Weise erhilt, enthalten nur noch die 
Coefficienten von /f, und stellen offenbar nicht nur die nothwendigen, 
sondern auch die hinreichenden Bedingungen dar, dass dieselbe in die 
beiden Formen /,, und f,, zerfallt. 

Ebenso finden wir, dass die Coefficienten von /, 


$s= 


nie 


(7? — r,? — r,? — 1?) 


(wo r=r,+7r,+7, ist) 


Bedingungen geniigen miissen, wenn die Form f, in drei niedrigere 
Formen f,,, f,,, f;, bezw. vom Grade r,, 7r,, 7, zerfallen soll. 
Allgemein gibt 


® palm erinin sw 


wo 
rm DN 


1 





'e 
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ist, die Anzahl der Bedingungen an, welche néthig ist, damit eine Form 
f in ¢ Factoren f,,, f;,, -- +, f,, zerfallt. Soll die Form f, in lauter 
lineare Factoren zerfallen, so muss deren Anzahl gleich r sein, Setzt 
man daher ; 
t=—=r 
und 
7S =H —1, 
so geht die Zahl s tiber in 
§ == ; (r2?—r) = rr), 
eine Zabl, die mit der der Relationen im terniiren Gebiet iibereinstimmt. 
Es lisst sich zeigen , dass dieselben eben die Bedingungen reprisen- 
tiren, dass eine Form r' Grades in ¢ lineare Factoren zerfillt. 
Da eine lineare ternire Form 


zu+yv+i1 
dureh zwei Coefficienten « und v bestimmt ist, so enthalt ein System 
von v solechen Formen 


9, =a2u,+yr,+1, 
Jz FLU, + Y% +1, 


Ir = 2u, + yr, + 1, 
sowie auch das Product gerselben 
G = 9; 9293 +++ Gr 
nur 2r unabhingige Groéssen 
(5) U1 V15 UqUo5 0» «3 UrUr. 

Dieses Product aindert sich nicht, wenn man die Coefficienten u;v; und 
u,v, zweier Factoren vertauscht; es ist somit eine Function der i Gruppen 
U4 013 UgV_} Ug Vs3 -. .5 UrUr 
von je zwei Elementen. Da es auch eine lineare Function hinsichtlich 


jeder derselben ist, so lisst es sich durch die Elementarfunctionen 
dieser Gruppen darstellen. Bezeichnen wir die letzteren mit 


bro} Dr—ajr5 Dr—a,25 « « «5 Dy, be, 
deren Anzahl rer) ist, so kann das Product G auch geschrieben 
werden: 
G = 2" bro + a yb,-1,1 + v—*y?bp_92 + +++ + 2b, + yd, + 1. 
Soll nun dasselbe mit der Form f, identisch sein, d. h. soll die 


letztere ebenfalls in r lineare Factoren zerfallen, so miissen nothwendig 
die Gleichungen erfiillt werden: 





3* 
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b-o = aro, 


by—1,1 = Gr—1,1; 





(6) | 
b, =, 
(5, = a2) 


deren Anzahl P t 7” — 1 ist. 


Da nun die Coefficienten b als Elementarfunctionen der Gruppen 


th : : 3 
—») identische Relationen untereinander 


8 


r\ 

U,V, 3 UyVo3*+ +} Uv, durch — 

verbunden sind, so muss dies unter der Voraussetzung der Bedingungen 

(6) nothwendiger Weise auch fiir die Coefficienten a von f der Fall sein. 

Ist dies fiir die letzteren der Fall, so reduciren sich die en —1 
Gleichungen (6) auf 


‘' + * ss. : 
2 2 


unabhangige Bedingungen, welche geniigen, um die Groéssen 
16,015 UVa}. -5 UrUr 

und damit auch die r Linearfactoren 

zu, + yy, +1, cu + yv,+1,..-.,27u,+ yv,+ 1 
‘ ‘ . — ‘ ‘ : -  r(7 —1) 
in eindeutiger Weise zu ermitteln. Wir sehqg somit, dass die rr - 
Relationen zwischen den Elementarfunctionen von r Gruppen von je 
zwei Elementen nicht nur die nothwendigen, sondern auch hinreichenden 
Bedingungen sind, dass eine ternire Form r' Grades in r lineare 
Factoren zerfallt und erhalten den Satz: 


Jede ternire Form re Grades zerfallt in r lineare Factoren, wenn 
thre Coefficienten 


Gro» Ar—-1,1,) +++) Ay, A, 
r( 


r—1 ° oe ‘ 
den — : ) Relationen geniigen, welche zwischen den Elementarfunc- 


tionen der 2r Coefficienten von r solchen Factoren bestehen. 


§ 18. 
Ermittelung der Linearfactoren einer zerfallbaren Form 7°” Grades. 


Sind die vorgenannten Bedingungen der Zerfallbarkeit der Form 
fr = Gro 2" + ayia ty +--+ +a,r7+ a,y+ 1 
erfiillt, so bleibt noch die Aufgabe zu lésen, die Linearfactoren 


ru + yv;+ 1 


selbst zu ermitteln. 
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vw 


Nach dem vorigen Paragraphen miissen alsdann die symmetrischen 
Functionen der Gruppen 4, 0,; %)0.3 ..+3 Uv, mit den Coefficienten 


von f tibereinstimmen, d. h. es miissen die rire) Bedingungen erfiillt 


werden : 
DU; Ugg - + + Ur_1 Up = Arg, 
DU, Ug Ug os» Up—1 Vp = Ap—11) 
(1) DU; Ugg . . + Vp—1 Ur = Ar_9,25 
> ” )) s .. == 
a; Vy Vg +. + Ur—1 Ur Aor» 
Zi Uys. Ur—1 = Ar—1,05 
ZU, Uy.» » Ur—2 Ura = Ar—a,1, 
(2 ZU, Uy = Ay 
ZU, Vo = Mh, 
2; Vp = M9, 
by aus 
Zu =, , 
2; = Ay . 





Da jede symmetrische Function von r Gruppen auch eine solche fiir 
y—1 Gruppen, z. B. fiir u.v,; u,¥5; ...; Uv, ist und eine solche 
héchstens (r—1)-formig sein kann, so sind die Elementarfunctionen 
dieser Gruppen unmittelbar in den Gleichungen (2) enthalten. Wir 
kénnen dieselben direct durch die Coefficienten a und die Elemente 
u,v, der r'® Gruppe ausdriicken und erhalten, indem wir mit den 
Elementarfunctionen vom Gewicht 1 beginnen: 


ZU, =a, — U4, 

ZV, = MH, — 4; 

ZU, Us = Gy, — AU, + Uy,’ 

DUy Vy = Ayo — 2,0, — A, + 2u,%,, 
(3) ZV, Vs = Ay, — Ay V, + %’, 


Dy Uy + ++ Uy = Aro — Ar—1,0Uy + Gr—2,0U,? — +++ + (—1)"u,”. 





Die in Klammer befindlichen Elementarfunctionen sind vom gleichen 
Gewicht. Von diesen ist je die erste binir und allgemein enthalten in: 


Dlg Uy ++ Ui41 = Ai,o — Ai-1,0% + Ai-2,0U,? — +++ + (—1)fu,f. 
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Diese geniigt, um alle tibrigen Functionen vom gleichen Gewicht zu 
ermitteln, indem wir den Process 


OD UeU F 
a:—>)- es aks 1— Dia ~- mthe 


mehrmals auf dieselbe thes 

Setzen wir die Werthe der in Tabelle (3) enthaltenen symmetrischen 
Functionen von ry — 1 Gruppen in die Gleichungen (1) ein, so erhalten 
wir r+ 1 Gleichungen, welche linear hinsichtlich der Coefficienten 
von f, sind und die Elemente der Gruppe u,v, im Grade r bezw. 0; 
im Grade r — 1, bezw. 1; r — 2, bezw. 2;...; im Grade 0, bezw. r 
enthalten. 

Dieselben sind angegeben durch 





ur —a,w-' + a,,w-? —---+ (—1)a,9 = 0, 
ru’—tvo— (r—l1)a, wv + (r—2)a,, 020 — - -. 

(4) — A," + ay. ? — ayy. + ee + (— 1) ans = 9, 
vw —a,v— + Ao, 0°—* — *2 ae ba= 1)" do, = 0. 


Da man dieselben Gleichungen auch erhilt, wenn man irgend welche 
yr — lL unter den r Gruppen 4, 0,3; U.%);...3 %,v, eliminirt, so miissen 
die gemeinschaftlichen Werthe der Gleichungen (4) eben jene r Gruppen 
sein. Bezeichnet man die erste der Gleichungen (4) mit , so ist 
leicht zu sehen, dass von derselben alle tibrigen durch mehrmalige 
Anwendung der oer 


°=% oo . J 
A; Py + fF a, + 2% t+ 5a. A121 ° 
hergeleitet aalities kénnen. 


Die Bedingungen (4) sind nichts anderes als die r-formigen sym- 
metrischen Functionen der Differenzen 


U—U;,, V—V13 U—Uy, VU— VQ} U—Ug, V—V53. . 
und dargestellt durch 

2(u—u,) (u—u)... (U—u,) = 0, 
Z(u—uU) (uU—u,)... (v— v,) = 0, 


-} U— Uy, U—0, 


(5) 


2(v —%) (vo —%) ... (U—2,) = 0. 
Aus diesen Gleichungen ist emiiatine ersichtlich, dass die Bedingungen 
(4), mit denen sie identisch sind, nur durch die Gruppen 


Uy Uy 3 Ua a5. . 05 Up, 


befriedigt werden. 
Da die erste der Gleichungen @ * binir und vom Grade r in u, 
so erhalten wir die Elemente u,u,.u;...t, als die r Wurzeln der- 
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selben. Ebenso liessen sich die Elemente v,v,v,... 0, als die r 
Wurzeln der letzten der Gleichungen (4) ermitteln. Nach Auflésung 
dieser beiden Gleichungen re" Grades wiirde man jedoch vor der Frage 
stehen, welche Wurzeln derselben zu einer Gruppe u,v; zusammen- 
gehéren. Diese Frage liisst sich umgehen, wenn man an Stelle der 
zweiten Gleichung r'*" Grades die zweite Gleichung in (4) beniitzt, 
welche linear ist in v und daher unmittelbar diese Grésse in Function 
von u liefert. 

Um die Coefficienten u;v; der linearen Factoren xu; + yo; + 1 zu 
ermitteln , hat man demnach nur eine Gleichung r” Grades*) 


g=Sw — aw +a yw? —---+ (— 1) ao = 0 


aufeulésen. Die zu einer Wurzel u; derselben gehdrige Grosse v; ist 
dann unmittelbar ausgedriickt durch: 


a 
ao tt in + Fe 
ou 
a,uz—* <~ Oyu + G2, > aed 
a Dew +¢— De 


Ist uns beispielsweise die Form dritten Grades 
f = 625 — a? y —182y3—8y’?+ 1l2z?+6c2y—6y’?+627+3y+1=—0 


gegeben, so erhalten wir zur Ermittelung der Coefficienten wu, w, u,, 
0, V_v, der Linearfactoren xu; + yv; + 1 die Bestimmungsgleichungen: 
uw — 6u? + llu—6=0, 

—— 38u® — 6u—1 
1 Su? — 12u-+ 11’ 
welche aufgelést geben 


u=2,9,—1; u& =—1,5,——2; u=—3, v»,=—4., 


*) Dass zur Ermittelung der Linearfactoren einer zerfallenden Curve ret Ord- 
nung die Aufligung einer einzigen Gleichung 7" Grades geniigt, hat Herr Gordan 
in folgender einfachen Weise bewiesen: Bezeichnet man mit &, 7 zwei beliebige 
Punkte im Dreieckscoordinatensystem, so ist ein Punkt der Verbindungslinie der- 
selben angegeben durch §-+ 47 und die Schnittpunkte dieser Geraden mit /. 


durch 
E+ Ain, E+ Aon, -- +5 &+ an; 
wo 
Ay, de, tn 09 A, 
die Wurzeln der Gleichung rte" Grades 


sind. Die Tangenten in diesen Schnittpunkten sind die Geraden, aus denen die 
Curve besteht, 
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Diesen Werthen éntsprechen die Linearfactoren : 
2a+y+1, «—2y+1, 34+4+4y+1, 


deren Product mit der Form / iibereinstimmt. 


§ 19. 
Die ternire Form 2°" Grades. 
Die ternire Form 
fy = 4,2? + a, ry + ayy? + a," + ay +1 
zerfallt in Linearfactoren, wenn ihre Coefficienten der Bedingung 
geniigen: 
Tyg = 042 yy + ,2A,, + 13 — 4044 Gy — A, Gy Ayn = O. 

Schreibt man die Form / in den urspriinglichen Coefficienten 

f= 4,2? + 2a,.ry + 24302 + Ay? + Zag, y42 + ay52, 


wo die Binomialcoefficienten beibehalten sind, so ist diese Bedingung 
auch ausgedriickt durch: 


|, G42 Ms | 
= 2 2 2 
= — | gy gg Ayg | =A 1423 Ayo Aig + M33 B12 — Ay | Ay Ugg — 2 yy Ay3 Boss 
G3, G39 O33! 


welche vom dritten Grad in den Coefficienten von f ist. 
Die Linearfactoren sind dann ang2geben durch: 


ee lg eal ag , me — Gin Gan) 
x (a,; +V a3 — ay, ays) +y (a,, +V ass — Aq G33) + 33, 


x (a, —Va; —= Oy ys) +y (ay, —V as — A diss) + ays. 


§ 20. 
Die zerfallende ternire Form dritten Grades. 
Die ternire Form 
fy yyy 2* Hy 9B? Y + Ay ry? + dy» y® + f, = 0 
zerfallt in drei lineare Factoren, wenn die Bedingungen erfiillt sind: 
III,, = 0, III,, = 0, 
IiI,, = 0, ITl,, = 0, III,, = 0, 
welche nach § 16,7 nicht unabhangig von einander, sondern durch 


zwei Identititen verkniipft sind und daher nur drei unabhiingige Be- * 
dingungen reprisentiren, wie es sein soll, 


Nehmen wir die ternaire Form /, in der gewéhnlichen Gestalt an: 
3 p2 2 3 
fy, = yyy B* HE yah? Y A AyqQY® + Agana y® + Ay432?2 + Ayo Tye 
2 oat 2 3 
HF gg Y°2 PF Ay3g% 2" + ogg Y 2? + Ag352°, 
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so sind diese Bedingungen angegeben durch: 


TTT 59, = — 433 L425 — A555 {+ 3 A411 (3 ass — 333 A093) 
— Gy12(2 A133 A933 — 3 403 Ay33) 
++ A402 (aiss — 3.413333) } = 0, 
TIT yg; = —— ag3 LD y9, — A535 {3 go (diss — 344134333) 
— Gy 99(2 G33 G93 — 3A123 A335) 
+ (149 (35 — Bars ys3)} = 0, 
TTI 9g = = 4443 LD 95, + A395 {— 3453 G03 141 + 3 Gog3 A103 yyy 
+ G133%113%22 — 9 A414 M22 A333 
— 24930413442 + Baia Msgs} =0, 
ITT 334 = — A425 LT g95 + A333 {3435 A113 Fy99 + 3 Gogg A034 41 
+ A133 123 F122 + G33 4123 Arie 
— Bay 35 G95 M12 — 3 ag5 A113 % 20 
— 27 444 G99 A533 + 3A 12.A 429 As33} =9, 


TTT yy4 = — G93 LT q95 + ag33 ior 3 dogg 1443 M992 + 3Ay 334193 Gooe 
+ G23 93412 — Dayo Gy 12 Bagg 
> 2 
— 2.433 99329 + 3 aise Gy33} = 0, 
wo 
Tyo, = 3334903 -+ ag _ Ayo, — 4a Aga, + i284 
225 = 91334903 233 443 133 4933 A493 113 %23 U3 A123 A333 
ist. 
Dieselben sind simmtlich vom 4'* Grad in den Coefficienten von /. 
Bezeichnen wir die Linearfactoren mit 


xu; + yv,+1, (¢=1, 2, 3) 
so erhalten wir die Elemente der Reihe u,u.u, als die Wurzeln der 
cubischen Gleichung: 


uw — a,uw? + ay,u — ay, = 9 
und die Elemente der Reihe v,v,v, unmittelbar aus: 


Gg 4? — Aygt,; + Aye 
3u? — 2a,U; + ayA 





i= 


§ 21. 


Die ternire Form 4' Grades: ° 


fy M144 UF yyy BY H Ay y222?Y? + A220 LY? + Aarr0¥* + fy = 0 
zerfallt in lineare Factoren , wenn ihre Coefficienten den Bedingungen 
5. Grades geniigen: 





42 Fr. JunKer, 


IV,,*) =0, IV;;*)=0, IV, =09, 

IV,*) = 0, IV,3*)=0, 1V, =0, IV, =0, 

IV,,*) = 0, IVs3*)=0, IVy*)=0, IV33=0, IV. = 0, 
von denen nur sechs als unabhingige zu betrachten sind. Dieselben 
sind simmtlich vom 5'" Grad in den Coefficienten von f. 

Nimmt man die Form f in den urspriinglichen Coefficienten an, 


so sind beispielsweise die mit *) bezeichneten Bedingungen ausgedriickt 
durch: 


IV ia.14 = 3 A1393 ITIs,2.11 + 2 As333 ITI3s,2,10 
+ 2333 {64441 (3 a3ss3 — 8 Ao093 A3338) 
— 344 442(3. 44533 F2333 — 441293 F333) 
+ 3122 (3 aisss oa 8 44435 43333) } = 0, 
IV 33,14 = 3 i339 ITTo3.11 a 3 Gog95 ITT s,0.11 aa 3333 ITTIs,3,10 
+ sss {3 4112 (3 aasss — 8 dgo33 3333) 
— 444199 (3.1393 Go333 — 444293 F333) 
+ 3aj220(3 ais33 — 8 as133 Gis3s3) } = 0, 
IV5,2,13 — = 1133 ITIs,2,11 
+ 3333 {6ay111 (1333 Ge233 — Gogg %1233 + 2 1203 Gags) 
+ 344442 (Gog33 M1133 — 21193 A333) 
— Fy 492(41333 44133 — 844143 3333) = 0. 
IVi333 = — 4033 ITT s,2,11 — Ay433 ITI23,11 
+ aisss { — 60414142393 F293 — 6 Goo05 @sg38) 
+ 344442(2 A435 F253 — F393 41253) 
H+ Gy 122 (5 dog33 4133 — 4133341253 — 6 4425 49333) 
— 344202(41333 441333 — 644113 3333) } = 9, 
IV 6212 = 4443 LT3,9,11 + 20;; 5; Le,2,12 
+ aisss {+ 2 5111(— A333 F225 + 2 doggg @1423 — 444499 M3935) 
— 304442 (@o333 41113 — 2 1412 gags) 
Ht A4322 (44333441113 — 84444143333) } = 0. 
IV 53,12 = 4123 ITI3,9,11 + 44443 P0D93,11 2 4442 TI2.2,12 


2 
° + assss {6 dasss (— 4333 F203 + Gogg3 F223 — 3202 G33) 


— Gy419(2 04393 223 — Gog93 %1123 — 444422 Mg993) 


— A442 (5 Ggg33 G1 4143 — M4393 41123 — 444142 43333) 
H+ 344299 (41353 M1113 — 843111 G33) } =0, 
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LV 44,12 = 2 Gy 993 TTTs,9,11 + 204495 P0Do,3,11 + 444409 Te,2,12 
+ A333 {6 44111 (@os33 2008 — 82292 G33) 
+ 3.44442 (2993 %1223 — 444333 2223 — 21299 A333) 
— 3392 (1333 41225 + Fogg 41123 — 84412243333) 
+ 3 y000 (41383 U4 123 — 42333 Fy113 —- 24442 Fy383) 
+ 6 Ay999 (41933 44113 — 8 4111 4333) } = 0. 


Die iibrigen Bedingungen erhalten wir hieraus unmittelbar durch 
Vertauschung der Indices 1 und 2. 

Die mit Z7I311; [ZJo3,113 L7Is210; [113,310 bezeichneten Ausdriicke 
geben die Bedingungen der Zerfallbarkeit (von ¢ ./, in f,) einer Form 
dritten Grades an, geschrieben in den entsprechenden Coefficienten 
von fj. 

Die oben erhaltenen Bedingungen sind zusammengenommen sym- 
metrisch hinsichtlich der Indices 1 und 2. 

Vertauscht man daher in denselben die Indices 1 und 3, bezw. 
2 und 3, so resultiren zwei weitere Systeme von Bedingungen, deren 
Verschwinden ebenfalls die Zerfillbarkeit der Form f, nothwendig 
verlangt. 

Erfiillen die Coefficienten von f, die angegebenen Bedingungen, ° 
so ergeben sich die Coefficienten u,, u,, u,, 4%, der Linearfactoren: 


ru +yu+1 
als die Wurzeln der biquadratischen Gleichung: 
4 3 2 
Asya? — Ayg3g U°  Ayygg 6? — Ayy yg - Ayyyy = O. 


Der zu einer dieser Wurzeln gehdrige Coefficient v; ist alsdann 
angegeben durch: 


Aggg3U;> — Ayys9%;? + Ayy25%; — Anite 


Vi = -- - - - . 
4 Ag593U> — 3 Gyg99 6? + 2G4193; — Ais 





§ 22. 


Die Bedingungen der Zerfallbarkeit einer quaterniren Form. 


Stellt 
2 
f (xyzt) =0 


eine quaternire Form +" Grades dar, so besitzt dieselbe bekanntlich 
(” $ °) Glieder und demnach (’ t 7 — 1 unabhingige Coefficienten. 
Die Gleichung derselben liisst sich deshalb auf die Form bringen: 


(1) fH4r902" + arrow ty +---+ae+ay+ae+1—0, 
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deren Coefficienten entsprechend den Potenzen und Producten von 
(xyz) bezeichnet sind, denen sie angehdren. 

Soll dieselbe in zwei Formen vom Grade r,, bezw. r, zerfallen, 
so miissen ihre Coefficienten durch 


i ¢ , F; 1 ‘ P 

@ = ($)—(P) (Cf?) 1-1 rey 
+r? —r,? — 2,’ 

identische Beziehungen untereinander verbunden sein, die man in 

ihnlicher Weise erhilt, wie die analogen in § 16. Ebenso findet man 

allgemein, dass eine quaternire Form r'" Grades f, in 7 Factoren 


? 
fry frns +++) fr, zerfallt, wo r= > r, ist, wenn zwischen ihren Coef- 
1 


t é 
if. 3 
Deke oe MP catia - 3 __ 2 
il) Siit)+r >" r, 
1 1 


Beziehungen bestehen, tiber deren Gestalt noch nichts bekannt sein 
diirfte. 


Zerfallt die Form f, in x lineare Factoren, so ist 


ficienten : 


=r, =: +7, = 1, 
womit diese Zahl iibergeht in 
r(r—1) (+7) 
s= ; : 


die Anzahl der Relationen zwischen den Elementarfunctionen von 7 
Gruppen des quaterniiren Gebietes. 
Bezeichnen wir mit 


I, = TU, + yr, + ew, +1, 
Jo = LU, + yv, + ew, + 1, 


Ir = LUy + Yr + 20, + 1 
yr lineare Factoren, so stellt deren Product 
G = 9, 9o-++Gr 
eine in eben diese Factoren zerfallende Form 7‘ Grades dar. Dasselbe 
ist eine symmetrische Function der Gruppen 


(3) Uy V1 Wy} Ua V2 Wo3 Ug V3 Ws; -. -5 Ur Vr Wr. 

Da es auch eine lineare Function hinsichtlich der Elemente jeder dieser 
Gruppen ist, so kann es linear durch die Elementarfunctionen derselben 
b+,0,05 bp—1,1,03 bp—2,1,13 - . +3 Oy, bg, bs, 

dargestellt werden. 





i 
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Soll die Function f, mit diesem Product identisch sein, d. h. soll 
dieselbe ebenfalls in x lineare Factoren zerfallen, so miissen die Be- 
dingungen erfiillt werden: 


ZU Ug ees Up © =Ar0,05 DU gee Vp = Op—1,1,03.- +5 DW, WoW, = 00,73 
DU Ug» + Up—1 = A100} 2 Uy Uy... Ur—1 = Ar—2,1,03-.- 

(4) rage ee 
au =H} 20, =A; 2, =4s, 


deren Anzahl (” t °) — 1 ist. 


Da nun die symmetrischen Functionen der Gruppen (3) durch 
, r(r— 1) (r+-7) 
s= “ae — 


identische Relationen verbunden sind, so miissen, wenn die Gleichungen 
(4) bestehen sollen, nothwendig dieselben Bedingungen auch fiir die 
Coefficienten von /, erfiillt werden. Ist dies der Fall, so reduciren 
sich die Gleichungen (4) auf 


(’ > *) nn } — T2—OOFS ay 
3 6 al 


unabhingige Bedingungen, die als solche hivreichen, um die 2 Elemente 
UV, Wy Wy Vy Wo}. 0} Up Vp Wy 


und damit auch die Linearfactoren selbst eindeutig zu ermitteln. Das 


r : r(r—1) (r-+7) . : . 
Verschwinden von *- ak te al Beziehungen zwischen den Coefficienten 


von f von der Form der Relationen des quaterniiren Gebietes stellt 
daher die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dar, dass eine 
quaternire Form r'" Grades in r Linearfactoren zerfillt. 
Wir erhalten somit den Satz: 
Jede quaterndre Form r” Grades zerfillt in r lineare Factoren 
von der Form xu; + yvi + 2w;+ 1, wenn thre Coefficienten: 
Gr0,0) Fr—1,1,05 ++ +5, Ag, Ay 
die 
r(r—1) (r+7) 
ine ene 


. (unabhiingigen) Relationen zum Verschwinden bringen, welche zwischen 
den Elementarfunctionen der 3r Coefficienten dieser Factoren bestehen. 
Sind die Bedingungen der Zerfallbarkeit erfiillt, so kann man die 
Linearfactoren xu; + yv; + ew; + 1 selbst in abnlicher Weise ermitteln 
wie die betreffenden fiir terniire Formen. 
Bildet man die 3r Differenzen 


U—U, V—V,W— YG 








(6) 
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und die r-férmigen symmetrischen Functionen derselben: 
Z(u—u,) (wu —u,)...(u—4,), 
=(u—u,) (u—u,)...(v— o,), 
(5) 2(u—u,) (u—u,)...(w—w,), 





2(w—w,) (w—w,)... (w—w,), 


so verschwindet jede derselben identisch, sobald die Gruppe wvw mit 
irgend einer Gruppe u,;v,;w,; zusammenfillt. Die 3r Coefficienten u;v; 2; 
der r Linearfactoren lassen sich somit als die gemeinschaftlichen Werthe 
der gleich Null gesetzten Functionen (5) betrachten. Da dieselben 
lineare symmetrische Functionen der Gruppen u;v;w; sind, so lassen 
sie sich durch die Elementarfunctionen b derselben ausdriicken. Ersetzt 
man die letzteren vermége der Bedingungen (4) durch die Coefficienten 
von f, so erhalt man die Elemente u;v;w; ais die gemeinschaftlichen 
Werthe des Systems von r + 1 Gleichungen: 


gp =w — au + aw — --- + (— 1)" ar 0,0 ~ 
ru vy —(r—1)a, uv + (r—2)a,, wo —--- — a,w—'+a,,u? —--- = 0 


ru’—w—(r—1)a,w— w+ (r—2)a,, w- 8 —---—a,w’—! + a,,0 2 — +--+ = 0) 





w" — a,w—' + a,,w"* — --+ +(—1)'ao0,, = 0) 


von denen die drei ersten zur Bestimmung der Elemente u;v; w; geniigen. 
Die erste derselben ist binar und liefert unmittelbar als Wurzeln die 
Elemente u,u.u,...u,. Da die beiden andern hinsichtlich » und w 
linear sind, so ergeben sich die zu einer dieser Wurzeln u; gehdrigen 
Elemente v; und w; direct aus: 





r—1 r—2 r—3 
~ Ag; — Ayn,” + Aygt; ~ —--- 
t tl r—2 =e" — B ? 
ru; — (r—1)ayu; ~ + (r—2)ayuz ~ —--: 
r—1 r—2 r—3 
Ag — Ags + My36; ~ —--- 
v= -——.-- 





rus? — (r—1)a,ul—* + (r—2)ayuz—* —--- 


Die quaternire Form zweiten Grades 
f Say, 2? + Ay tY + Ag LZ — Aggy? + Aggy y% + A332” 
+ a,2 + ay + a,2+1 
zerfallt in zwei lineare Factoren, wenn die drei Bedingungen erfiillt sind: 
TT 434 = 4,7 gg 2g yy — 44, G93 — A, yg — My Ay Ayy 
+ 244.03 = 9, 
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TI 94 = Gy? Ay3 2 Gy 3 yg — 4G y9 Ay3 — Ay Ay Ay3 — Ay My Ayn — 2 Ayp Ag =, 
ee ee i = 
TT 5. = 4g? yy + 2 Ay Ay Ay3 — 4 Agg yy — My Ay Ay3 — Ay Ay Mpg + 2 gy Ay, = 0. 
Schreibt man die Form in den gewodhnlichen Coefficienten, so lauten 
5 3 
diese Bedingungen: 
— 
TT 444 = it Gog 2 ing gy yy — 444 O yy Gyg — Ay4 yy yy — Ayy gy yo 
€ 
+ 2ay2A3 44 = 0, 
2 ‘ 
TT 9, = Gea Ay, 2 Gy 4 gq Ayg — 4gg My Ay3 — Gy 4 Ay4 Ag — yy Ag Myo 
+ 2 a4, do3 44, = 0, 
—— ‘ 
TT 19 = G34 Gyn + 244 Ay 4g3 — 40igg Oyy Ayo — Ay Ag4 Qyg — Ay 4 Ay yg 


+ 2 dog 43 4,, = 0. 


§ 23. 
Die Bedingungen der Zerfallbarkeit einer Form »*” Grades von beliebig 
vielen Variabeln. 

Nach den Erérterungen in den vorhergehenden Paragraphen leuchtet 
ein, dass die Bedingungen der Zerfillbarkeit einer Form r' Grades 
f(ayz...v) von  Variabeln zyg...v oder von (n-++-1) homogenen 
xyz...vw in lineare Factoren , 

Loe +yBiteyt-+>+ou+1 
(¢ = 1,2,3,...,%) 
ebenfalls an das Verschwinden der Relationen zwischen den Elementar- 
functiouen der Gruppen 
a Bry, --+%, 


Oy By Yo +++ Tey 
(1) Vea ; 


Ge Be Pr oo. Sp 


gekniipft ist. Diese Bedingungen sind ebenfalls vom Grade r + 1 in 
den Coefficienten von f. 


Da die Zahl der Elemente des Systems (1) xm und die der Ele- 


mentarfunctionen (’ Tt ") — 1 ist, so ist die Anzahl dieser Bedingungen 


angegeben durch: 
s—("t*) —rn—1. 


Sind diese Bedingungen erfiillt, so erhilt man in derselben Weise wie 
oben die Elemente 


Oly Oy oso Op 
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durch Auflésung der Gleichung r‘*° Grades: 
uv — aw + aw — ---+ (—1)"a, = 0 
und die zu einer dieser Wurzeln a; gehérigen Elemente 
Bes Pay oo 09 Se 
aus 
PI Ris. ae 


all lon vl 
ror — (r—1)aa% * 4 (r—2)a4,07-*—-.- 


—1 r—3 
oni — Ago — tame — 





ro “1 _ (r—1) a, af + (r—2)ay07- ae, 


Pe 1 r—8 
+ Oy 9% i + ay, i eit tele 


% => —— _ —_—_——__— 


ro pHa 24 (r—2)ay,07 ee 





Die quinire Form 2. Grades 
fo S12? + a. ay + ay0e+ +--+ a, 4+ ay + a,2-+a,¢+1 
zerfallt in lineare Factoren, wenn die drei Bedingungen dritten Grades 
| 


889) Fy by 
Pp &y ty 
Sin hy tp 
By Mp &y 
Fey sly 
Fey Shy 
8 Fly 


Fp 8py hp 


| 
Thay 2 |—1| }—1|—1)-1) 2 —4| 2 





bo 








ILin mai 3 prey ary Sper 2 |-4) 2 
= 
| 


4 


Tix, | - 1|—1| 2 | 2{/—1/—1| 2| 2 








und die vier Bedingungen vierten Grades, von denen nur eine an- 
gegeben werden moge, erfiillt sind: 


LT 4445 = + Gy yyy + (a)? — 4044) (dg Qgy + 3 Qo4 + Gy Ay) 
— 2G, (Ay Ay yy Ay Ay Gy3 + Bg Qy yy — By Q gq — yy yy — M4 Mp3) 
ft 2 (G2 G43 O44 + As Qy2 Gyq + Oy Ayn M3) = 9. 
Die tibrigen JJ,,,,, ZD,4o,, ZZj:,4. erhalten wir hieraus durch Ver- 
tauschung der Indices 1 mit 2, 3, 4. 
Da zwischen den ersten drei die lineare Identitit besteht: 
Thin + Ti + in = 0, 
so reprisentiren sie auch nur zwei unabhingige Bedingungen. Die 
Zerfallbarkeit der Form f, ist demnach an das Verschwinden von sechs 
unabhingigen Bedingungen zwischen den Coefficienten derselben 
gekniipft. 
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§ 24. 


Die in y gerade Linien, » Punkte zerfallende Curve r** Ordnung, 
bezw: r** Classe. 


Die Erérterungen des § 17 lassen sich unmittelbar auf die Geometrie 


der Ebene iibertragen. 
Bezeichnen wir mit 


U, 15 


Uy Vo, 


U, Uy 
die Coordinaten ‘von r 


Geraden 
i> Jo, oy = +9 Gr 


Xs Yi5 
Be Ves 


Ur Yr 


Punkten ~ 
Fu Passe gevegie 


der Ebene, so sind deren Gleichungen angegeben durch: 


zu, +yv, +1—0, 
LU, + yv, + 1—O0, 


LU, + yo, +1 — 0. 
Das Product dieser 
y Geraden 
G = 919093 . + - Gr =2' by 
+ a—tybaiii +> +0, 
+ boy — 1, 
stellt alsdann eine in 
y gerade Linien 
zerfallende Curve 
rer Ordnung 
dar. 
Soll nun eine andere Curve 


rer Ordnung 
(r) 


f(xy) —_ yo 2" + y—1,10"—1y 4- owe 


+ 4,0 + ay +1 


Mathematische Annalen, XLV, 


uty + vy, + 1—=0, 
tat, + vy, + 1 = 0, 


Ut, + vy, +1l=—dO. 
y Punkte 
P om P, FP, P, “ee fF, == U" Gro 


+ wlvari11 +++ fa,u 
+a,v+1—0, 


y Punkte 


vie Classe 


yer Classe 
(r) 


p (wo) = bow" + b4,1. 0-10 +. 


+bu+bo+1 


4 
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ebenfalls in 


y gerade Linien | yr Punkte 
zerfallen, so miissen offenbar ihre Coefficienten: 
Gry Gr—1,1) - + +» By Be | Brey Orta) «+ oy Ops Og 
mit den Coefficienten des Products 
9i92-++Gr | P, P,...P, 


iibereinstimmen, d.h. es miissen die ("S$ *) — 1 Bedingungen erfiillt sein: 


b,o0 = ArO 


b,—1,1 = Ar-1,15 


(3) | 


b, = a1) 





b, = Mo. 


Da nun bekanntermassen zwischen den symmetrischen Functionen der 
Coordinaten der 

y Geraden | ry Punkte 
sel identische Relationen bestehen, so muss dies nothwendig auch 
fir die Coefficienten von f der Fall sein, Alsdann reduciren sich die 
Gleichungen (3) auf 27 unabhingige Bedingungen, welche hinreichen, 
um die 2r Coordinaten 


6,013 Ua Vos. 2 25 Upp HVo3 LeYo3 - - +3 BeHer 
der » Geraden der » Punkte 
| 
Pas Gar >> +2 He | ae eee 


eindeutig zu ermitteln. 
Es gilt deshalb der Satz: 
Jede Curve r'* Ordnung, bezew. r Classe, zerfallt in r gerade 


Linien, bezw. r Punkte, wenn ihre Coefficienten den : (r—1) Re- 
lationen geniigen, welche zwischen den Coordinaten von r Geraden, 
bezw. r Punkten bestehen. 
§ 25. 
Die in r Ebenen, bezw. r Punkte zerfallende Fliche v** Ordnung, 
bezw. 7" Classe, 
Auf den Raum iibertragen lautet dieser Satz: 
Hine Flaiche 
ret Ordnung rer Classe 


{(r) (r) 


| = 


p(uvw) = 0 


f[(xyz) = 90 
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zerfallt in 
y Ebenen ry Punkte 
Lu; + yu, + 20; + 1 | ux +vy+wea+1 
(¢ame1,2,3,...,1%) 
wenn ihre Coefficienten 
Gr0,03 Ur—1,1,05 ++ +5 3 G5 Ay | br,0,03 by—1,1,03 ey bi; db, ; b, 


den 
¥(r—1) (vr +7) 
ee) $ -_——— 


identischen Relationen gentigen, welche zwischen den Elementarfunc- 
tionen der Coordinaten 
dieser Ebenen | dieser Punkte 
bestehen. 
Erfiillen die Coefficienten der Flachengleichung diese Bedingungen, 
so berechnen sich die Coordinaten 
Uy Ug Us os» Up | Ly Uo Ly s+. My 


als die Wurzeln der Gleichung 7" Grades 


uw —awota wot: | a —bart+5b,a? —- 
+ (—1)"a,,0.0 = 0 + (—1)'b,.0,.0 = 9 
und die zwei zugehérigen Reihen: 
Uy V2 Vy +++ Ury 41 Y2Y3 +++ Yrs 
W, W, Wa. -. Wr, By By By... By 


unmittelbar aus 





dg tj *— ay? ays > —--- | bears? — byez? + dy? —:-- 

he — ere ee ee — ee 
ru, —(r—l)a,u;, “+-- | ra, —(r—1) a, +: 

dg; — ayy; ays; —-"- | by xj —* —Dygaty* +d yg0j? — >> 

w,;= —— a |i —— 0 
: ruy—t —(r—1)auy—* +... oh: Cen rap—* —(r—1) bap? +--- 

§ 26. 
Identititen zwischen den Elementarfunctionen eines Punktsystems in 
der Ebene. 


Sind uns r gerade Linien 
9i>9o2x939++99 Gr 
in der Ebene mit den Coordinaten 


Uy Vy, U_Vq, Ugg, o + oy UrYy 
4* 








| 
| 
1 
| 
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oder den homogenen Coordinaten 
Uy, Wy, Uy V_Wy, Ug V3 Ws, o + 0) Ur Vp Wy 
gegeben, so sind dieselben bekanntlich dargestellt durch 
g, = xu, + yv, + 1—0, 


J. = LU, + yr, + 1—90, 


Gr = LUy + YU, +1=0. 
Das Product derselben 
9 


(2) G=(eu,+yv,+1) (wu.tyv,4+1)...(cu,+yv,+1) = 0 
stellt gleich Null gesetzt offenbar eine in eben diese geraden Linien 
zerfallende Curve r'** Ordnung dar. 

Da die Function (2) sich nicht aindert, wenn man zwei Gruppen 
des Systems 
91% %, 


Jz Uy V2, 


(3) 


Gr Uy Vp 


mit einander vertauscht, so ist sie eine symmetrische Function dieser 
Gruppen. Da sie ferner jede derselben linear enthilt, so kann sie 


auch als lineare Function der Elementarfunctionen dieser Gruppen 
dargestellt werden. 


Bezeichnen wir dieselben mit dem lateinischen Buchstaben b 
und setzen 
au,=b,, Zv,—bd,, 
DU; Uy = b,,, 2U,%=—d,, Dv,v, =], 


bx 4 — , . == 
ZU Uys = 5i,,, LU, U,V; = 0,1; 


so geht die Function (2) tiber in: 

(4) GH919293-- + Gr = Ub, + ay by_-1,1 +--+ 2b, + yb, +1, 
wo die Anzahl der Coefficienten b,, b,1,1,..., b;, 6, gleich der Anzahl 
der Elementarfunctionen der + Gruppen (3) ist. Diese Zahl ist, wie 


wir wissen 
r+2 
o=( a )-1. 


Da die Curve G sich aus den x Geraden 


919293 +++ Gr 
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zusammensetzt, so geht ihre Gleichung in eine Identitit tiber, sobald 
sich der Punkt g(wy) auf einer dieser Geraden bewegt. Insbesondere 
wird sie auch eine solche bleiben, wenn derselbe mit einem der Schnitt- 
punkte dieser » Geraden zusammenfiallt. Die Zahl der letzteren ist 
nun 
(r—1) 
$=. 


Bezeichnen wir dieselben mit 
ae a 
so bestehen offenbar die Gleichungen identisch: 
G(x,y,) =0, 
G (22 Yo) = 0, 


G(x, y.) = 0. 
Addirt man dieselben, so ist auch die Summe: 
> Wat | 
(5) ay G(x, y,) = 2x,"b,,0 + La,"-y, ba +--+ + a,b, 
+ Zy,b, +s =—0 
eine Identitét, wo nun 
Za, BH,—y,,.--, 4, Ly, 


die siimmtlichen einférmigen symmetrischen Functionen des Systems 
der Punkte 


Pia, 

P, %_ Yo, 
(6) 

Py Xs Ys 
vom Gewicht r, r — 1, r — 2,...,3, 2,1 reprisentiren. Die Coordi- 
naten 2; und y; dieser Punkte P; lassen sich leicht berechnen. 

Liegt der Punkt P; auf den Geraden 
Ja(Uavs) =O und ga (ta vs) = 0, 
so ist offenbar 
Lita + Yive +1 —0, 


Xi Ue’ a Yi Ve’ +. 1= 0, 
woraus folgt: 


(7) 22 Ys? 1 —= vg — Vg : — (Ug— Ua) ? Ua Vp’ — Ua’ Vp 
oder wenn wir mit 2;, bezw. w,, wy homogen machen: 


Li: Yer By = (VgZWy) : (Wyta’) : (Ua Vp’). 
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Damit gehen die einférmigen Functionen der Gruppen P tiber in 
ee (U1 — M9)” “te as Pt U)" (Uza—%) 
8) 2" (rey0)” ” 2" w = (tu, Ug)” . : 
av a on ae 
>" => (Uy Vp) ? = n= (ty Ve) 


Fiihrt man diese Werthe in die Gleichung (5) ein und multiplicirt 


letztere mit dem Nenner (u,v,)" durch, so enthialt dieselbe die Coor- 
dinaten 


(v; — vx), (Ue — Ue), (Uivx) 
homogen vom Grade r. 
Wir unterscheiden nun folgende Fille: 


1. r ist eine gerade ganze Zahl. 
Ist r eine gerade Zahl, so aindern sich die einférmigen Functionen 
Za", B2,"1y,, 2. +, S2,, DY; 
nicht, wenn man zwei der Gruppen 
U4V13 Wyo} Uy Vg}. 25 Urdy 


vertauscht, Eine solche ist somit auch eine symmetrische Function 


dieser Gruppen. Jede der einférmigen Functionen kann somit durch 
die Elementarfunctionen der Gruppen 


hy Vy Ua Voy so oy UrUr 


ausgedriickt werden. Wird dies ausgefiihrt, so enthilt die Identitiit 
(5) nur noch Elementarfunctionen der Gruppen wv; sie ist somit eine 
Relation zwischen den letzteren. 

Die so erhaltene Relation ist vom Totalgewicht 2r und hinsichtlich 

der Reihen 
th; Ug ty... Urs 0, U,V3... UF 
vom Gewicht r. 

Da nun, wie ich gezeigt habe*), fiir r Gruppen nur eine einzige 
Relation vom Gewicht 27 und den Reihengewichten p, =r, p, =r 
existirt, so muss diese identisch sein mit der in den Math. Annalen 
Bd. 43 angegebenen Relation R,,—0. Wir haben somit den Satz: 

Zerfillt eine ebene Curve r“” Ordnung in r gerade Linien, so ist 
die Bedingung, dass dieselbe durch die Schnittpunkte derselben hindurch- 
geht, dargestellt durch eine Relation vom Gewicht 2r zwischen den 
Elementarfunctionen der Coordinaten dieser Geraden. 


*) Diese Annalen, Bd. 43, pag. 258 und f. f. 





n 
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or 


2. r ist eine ungerade ganze Zahl. 
Ist r eine ungerade Zahl, so sind die Functionen 
Za, 20 *H, ... 
alternirende Functionen hinsichtlich der Gruppen 
Pas Wa Gas - - op Ue, 


d. h. sie indern ihr Zeichen, wenn man zwei dieser Gruppen vertauscht. 

Um auch fiir diesen Fall die Bedingung (5) durch die Elementar- 
functionen der Gruppen wv ausdriicken zu kénnen, bilde man das 
Quadrat von YG(x,y,) =0 

} 2 [Yerl p.2 
(9) [2G (a, y,)P = [Aap b?+--- 
e 2h 2LIADe D Yy.)2 h2 = 
+ (2a,) b,? + 22a, Dy, b,b, + (Zy,)? b,? +b=0, 
dann ist jede der einfoérmigen Functionen 
r]2 1p r—1,, 12 : 1 se 
[2ai] ’ [2a v1] ree (2u,)?, Ba, Dy,, (Zy,)? 
eine symmetrische Function der Gruppen.wv. Die Function kann 
somit durch die Elementarfunctionen derselben ausgedriickt werden. 
Die so erhaltene Relation ist vom Gewicht 4r und hinsichtlich der 
Reihen wt, ... Ur} VyV2.-+U¥, je vom Gewicht 2r. Da nun, wie wir 
wissen, keine Relationen vom Gewicht 47 vorhanden sind und die 
héchsten das Gewicht 27 besitzen, so muss die Bedingung (9), voraus- 
gesetzt, dass sie durch die Elementarfunctionen der Gruppe wv aus- 
gedriickt ist, in das Quadrat 
2 
Rh, =0 

zerfalien. 

Die Bedingung, dass eine in 7 Gerade zerfallende Curve durch 
die Schnittpunkte dieser Geraden hindurchgeht, ist somit allgemein 
ausgedriickt durch das identische Verschwinden der Relation 

R,, , = 0. 

Dem obigen Satz steht dualistisch gegeniiber der folgende: 

Zerfillt eine Curve vr” Classe in r Punkte, so ist die Bedingung, 
dass dieselbe die Verbindungslinien derselben enthilt, ausgedriickt durch 


eine Relation zwischen den Elementarfunctionen der Coordinaten dieser 
Punkte. 


§ 27. 


a) Zwei gerade Linien. 
Bezeichnen wir mit 


7, = xu, + yr, + 20, =9, 
Jo = XU, + yr, + ew, = 0 
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zwei gerade Linien mit den homogenen Coordinaten ,v,w,, U.V_ We, 
so stellt das Product 

(1) 912 = 27Dyy + LY dy, + L2dy3 + Y* bog + yeby3 + 2b, = 0 
einen in zwei gerade Linien zerfallenden Kegelschnitt dar. 

Diese Gleichung verschwindet identisch fiir jeden Punkt der beiden 
Geraden g, und g,. Bezeichnen wir deren Schnittpunkt mit P,(2,y,), 
so gilt insbesondere die identische Gleichung: 

(2) ay? Dyy XY yo HE Yy? Da ©, d,s + Y, 2,095 + #47 bsg = O. 
* Da der Punkt auf den beiden Geraden. liegt, so ist auch 


Uy + yy, + 2,0, = 0, 


Wy Uy Yj, V2 + 2,0, = 0, 
woraus folgt: 


Hy 2 Yy 2 By = (0, Wy) = (Wz My) + (My V2). 
' Setzt man diese Werthe in die Gleichung (2) ein, so folgt: 


(0, W2)? Dyy + (0, Wy) (Wy My) By, + (w, U2)? Doo + (04 Wy) (Uy V2) dys 
+ (W, Uy) (4, Yq) bog + (ty V2)? gg —= 0. 
Ersetzen wir hierin die Producte der Klammern durch die Elementar- 
functionen der Gruppen 40,3; U)%, so geht die Bedingung (2) 
iiber in: 
TI yy = 0,7 byq + B,2b, — by by dy. — 404 Dog + Dis = O. 


D.h. Die Bedingung, dass der in 2 Geraden zerfallende Kegel- 
schnitt durch den Schnittpunkt derselben hindurchgeht, ist dargestellt 
durch die bekannte Relation vom Gewicht 4: II,, = 0. 


b) Drei gerade Linien. 


wy + YY + 1, 

LU, + yr, + 1, 

rus + yds +1 
schneiden sich in drei Punkten 2,y,, %,¥,, %,y,. Die Bedingung, 
dass die in 3 Gerade zerfallende Curve 3' Ordnung durch dieselben 
hindurchgeht, ist somit ausgedriickt durch: 
C1) fy Ogg Say? H dy yp BH,Py, FD j99 Bary yy? + bo99 Dy, + ++: 

+ b, 2a, + b,2y, + 1 = 0. 

Driickt man nun die Coordinaten der Schnittpunkte 2,y,, 2Y., 23 Ys 
durch die Coordinaten der schneidenden Geraden aus, so sind Yz,°, 
2x,*y,, ete. alternirende Functionen der letzteren. Dieselben gehen 





“H 
e 
fe 


" 
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in symmetrische Functionen dieser Coordinaten tiber, wenn man die Be- 
dingung (1) quadrirt. Driickt man dieselben durch Elementarfunctionen 
aus, so zeigt sich, dass diese Bedingung in das Quadrat von 


ITI; —— bio LT5» + 3D, by; Doo + by Di» Bio — 3b, Boo Di 19 
+ 3 dy boqb 44, + by bio Di 42 a i 3b, Di1 D420 


— 27141099 + 304120122 = O 
zerfallt. 


§ 28. 
Die in x Ebenen zerfallende Flaiche rv” Ordnung. 
Bezeichnen wir mit 
UV, W135 My Vo Woj .. . Ure Wry 


die Coordinaten von + Ebenen 


e, = amy, + yr, + 20, +1, 
by = Hy + yr, + 200, +1, 

(1) bes te Ae a he & 
Cy = LUp +. yo, + ew, + 1, 
so stellt das Product derselben 
(2) E= &6,°°*& = x" by.0,0 aa x’ y by—-1,1,0 + eae 
eine in » Ebenen zerfallende Flache rv‘ Ordnung dar. Diese r Ebenen 
schneiden sich bekanntlich in 


nent SPF x 
a Ke = (3) 


Punkten, die wir mit 
Py(@,Y121)) Po (%2Yo%2), + + 0» Ps(%syses) 
bezeichnen wollen. 

Die Gleichung dieser Fliche (1) verschwindet identisch, sobald 
die letztere durch einen der s Punkte P,, P,, ..., P, hindurchgeht. 
Entsprechend diesen s Punkten erhalten wir somit s identische Glei- 
chungen, welche addirt die Hauptidentitiit geben: 

(3) Zaibroo+ Dai Yybr1,1,0-+ +++ Ba, by + Ly, b+ 22,b,-+8 =0. 

Nun lassen sich die Coordinaten 2; y; 2; der s Punkte 

BF (ow 1, 3, B, 24454 


aus je drei der Gleichungen (1) berechnen. Wir erhalten beispiels- 
weise fiir die Coordinaten des Schnittpunktes der drei Ebenen ¢,e,¢, 
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; 
| v, WU, u, | “| u,v, 1) | a vo, w, 
Hi ys? er l—=— |1 vw, w,):— fe 1 w,): — |, v2 1) 2) u, v, w, 
11 vs Wz | ius 1 wy! is V; 1| jt, vs Wz | 


=— (1 v, ws): — (1 wy, uy): — (1 uy 05) 2 (Uy Vy We). 
Damit gehen die einférmigen Functionen 
Zui, Tai *y,, . 


da aw OF >y “(10,105)” 


a! (Uy Ug)” 
r—1 (10:00; "ed. (1, Us) 
= (— ] = 
a aon ( y “a (ty V_Ws)” , 


Ist nun r eine gerade Zahl, so andert sich eine solche nicht, wenn 
man zwei der Gruppen 


iiber in: 


Uy Vy Wy 3 Uy Vy Wey 2 2s Ur Vp Wy 


mit einander vertauscht. Jede symmetrische Function der Gruppen 
P, P,...P, von gerader Gewichtszahl ist somit auch eine symmetrische 
Function der Gruppen 


Uy Vy Wy3 Ug Va Way © oy Ur Ur Wr 


Driicken wir daher die ersteren durch die Elementarfunctionen der 
letzteren aus und multipliciren in Gleichung (3) mit dem Nenner 
(u,v, 3)” durch, so geht dieselbe in eine Relation vom Gewicht 3r 
zwischen den Elementarfunctionen der Gruppen wvw tiber. 

Zerfillt eine Fliche r** Ordnung in r Ebenen, so ist die Be- 


dingung, dass dieselbe durch die (5) Schnittpunkte der letzsteren hin- 
durchgeht, dargestellt durch eine Relation 


R,,+,¢ = 0 


vom Gewicht 3r zwischen den Elementarfunctionen der Coordinaten 

dieser + Ebenen. . 
Ist r eine ungerade Zahl, so ist das Quadrat der Identitit (3) 

eine symmetrische Function der Gruppen uvw. Ist dasselbe durch die 

Elementarfunctionen der letzteren ausgedriickt, so findet man, wie in 

§ 26, dass dieselbe das Quadrat der Relation 


Riv? 








darstellt. 


Cara wg 
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V. Abschnitt. 


Darstellung von mehrformigen symmetrischen Functionen durch 
einformige und elementare fiir eine begrenzte Anzahl von Gruppen. 


§ 29. 
Die symmetrischen Functionen fiir eine unbegrenzte Anzahl von Gruppen. 


Hat man eine gewisse i-férmige Elementarfunction a;, so lisst 
sich derselben offenbar in eindeutiger Weise diejenige einférmige 
Function 4; zuordnen, welche mit ihr gleichwerthig ist und umgekehrt. 
Jedem Product von Elementarfunctionen wird daher auch ein gleich- 
werthiges Product von ebensovielen einférmigen Functionen in ein- 
deutiger Weise entsprechen und umgekehrt, So kénnen wir beispiels- 
weise die Functionen ; 

DL, WyYy2_ = Ayyg UNA DH? Ye, = Ay195 
und die Producte 
AyoQ345 UNA Ayo M345 
einander zuordnen. 

Jedem Product von ¢ Elementarfunctionen a,, aj, d,..., bezw. 
einférmigen Functionen Qo, a, g,.-. von den Gewichtszahlen q,,q.,q3)--- 
lisst sich ebenfalls eine bestimmte i¢-férmige Function, deren Theile 
mit den Functionen 


Be,» Bea» Buy +s. DOBW. Ug,, Ags gy >> 


gleichwerthig sind, eindeutig zuweisen und umgekehrt. Diese ein- 
deutige Beziehung zwischen den mehrférmigen symmetrischen Func- 
tionen und den gleichwerthigen Producten von Elementarfunctionen, 
bezw. einférmigen Functionen kann offenbar nur stattfinden, wenn die 
Gruppenzahl r beliebig hoch gedacht wird. Fiir eine unbegrenzte Anzahl 
von Gruppen gelten deshalb die Satze: 

1. Die Anzahl der Elementarfunctionen ist gleich der Anzahl der 
einformigen Functionen. 

2. Die Anzahl aller gleichwerthigen Producte von Elementar- 
functionen von den Reihengewichten p, p.... pz ist gleich der Anzahl 
aller mit denselben gleichwerthigen Producte von einformigen Functionen 
von denselben Reihengewichten. 

3. Die Anzahl aller gleichwerthigen symmetrischen Functionen von 
den Reihengewichten p, p,... ze ist gleich der Anzahl der mit den- 
selben gleichwerthigen Producte von Elementarfunctionen, beew. ein- 
formigen Functionen. 

In Folge dizser Beziehungen sind wir in den Stand gesetzt, 6 ver- 
schiedene Tabellen construiren zu kénnen, in welchen je eine Art dieser 





| 
| 
| 
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Functionen durch die Vertreter einer anderen ausgedrtickt ist. Ich 
verweise indessen auf meine zweite Abhandlung in diesen Annalen 


Bd. 43. 


§ 30. 
Die symmetrischen Functionen fiir eine begrenzte Anzahl von Gruppen. 


Ist die Anzahl der Gruppen eine bestimmt gegebene, z. B. 7, so 
entspricht wohl jeder einférmigen Function vom Gewicht 1, 2,3,...,7 
eine bestimmte Elementarfunction vom Gewicht 1,2,3,..., 7; aber 
jeder héheren einférmigen Function, z. B. 


Za", Saiy,, Sat*y,,... 


Jisst sich keine Elementarfunction mehr zuordnen, da alle r+ 1-, 
y+2-,... und mehrfoérmigen Elementarfunctionen identisch ver- 
schwinden. Jedem Product von einférmigen Functionen, in welchem 
eine solche vom Gewicht r+1, 7+ 2,... enthalten ist, lisst sich 
demnach auch kein gleichwerthiges Product von Elementarfunctionen 
zuweisen. 

Hieraus fliesst unmittelbar der Satz: 


Die Anzahl aller gleichwerthigen Producte von einformigen Func- 
tionen ist grésser als die Zahl aller mit denselben gleichwerthigen Producte 
von Elementarfunctionen, wenn die Anzahl der Gruppen r, fiir welche 
dieselben gebildet sind, kleiner ist als das Gewicht Q dieser Producte. 

Bezeichnen wir die gleichwerthigen Producte von einformigen 
Functionen mit 


, A,, A;, ie | Wi, , 
die der Elementarfunctionen mit 
Mis Bigs Bigs «+ 9 Mey 


so ist, wenn 


r<Q, 
auch 


i, < 4,. 
Sind die einférmigen Functionen q durch elementare a ausgedriickt, 
so erhalt man durch blosse Multiplication die +, Beziehungen: 


YU, = a, A, + B, A, + +++ + 6,4i, 
1) A, = a, A, + B.A, +--+ + 6,4;,, 


Wi, — @;, Ay + Bi, Ay + Alte: + 6;, Aj, ; 
wo a,$,y,... litterale Zahlen sind, die sich bei der Multiplication 
ergeben. 





F 


Be pes 
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Da i, >i,, so kénnte man aus je i, dieser Gleichungen die 


. . a 
Producte A in Function der %& linear ausdriicken und zwar auf (3) 


 Artert. 


Multiplicirt man dieselben mit den Factoren 4,, 4),.- +) 44, wnd 
addirt, so erhalten wir eine Gleichung von der Form 


(2) Ay My, $ AQUM, + +--+ ALA, 

= Daa, Ay + 2B,A, A, + +++ + Bo, A, Ay. 
Um hieraus ein Product A, in Function der 2% zu ermitteln, setze 
man dessen Coefficienten ZA, = 1 und diejenigen aller iibrigen 


Producte A gleich Null. Wir erhalten alsdann ein System von i, 
Gleichungen 


ZA, “= 0, 


=A, 6, = 0, 





(3) ' 
2A,x%, = 1, 
21,6, = 0 


zwischen 7, Unbekannten 4, A,.... Aj. 

Da i, > i, ist, so lassen sich auch nur ¢, derselben in Function 
der i,— i,— 4 iibrigen linear ausdriicken. Bezeichnen wir die 
letzteren mit 1,, 1,,..., y, so lisst sich das Product A, auf die 
Form bringen: 

(4) A, =% +19, -++--+4.%. 
Da nun dasselbe fiir eine bestimmte Gruppenzahl r nur einen be- 
stimmten Werth annehmen kann, so muss dies auch fiir die rechte 
Seite der Gleichung (4) der Fall sein. Dies ist aber, weil die Coeffi- 
cienten J,, 1,,..., J. willkiirlich sind, nur méglich, wenn 
(5) LO, +40,+:---+4.%.=0 
ist. Die Function (5) stellt somit eine « — 1-fach unendliche Schaar 
von gleichwerthigen Relationen 

Dy, Pa, + + 0 Py 
dar. Dieselbe kann offenbar dazu dienen, die Gestalt der Function A, 
nach Belieben zu veriindern. 

Als Beispiel seien die Functionen von den Reihengewichten 


P= P= 2 


angefiihrt, die fiir 2 Gruppen gebildet werden mégen. Da das Gewicht 
derselben 4 ist, so miissen alle Producte verschwinden, in denen 
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3-férmige und 4-férmige Elementarfunctionen enthalten sind. 
erhalten die Tabelle: 
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Tabelle L. 

a,? a," Ay? gg | 4 i ye| a,; | y4 App 
4? Oy" 1 | | 
M4? Moo 1 |}—2 | 
+S Fe a Py E = ae 
aja,)-1] | |—3} | | 
a3 1 —2 | 1 
cs 
My Ui a9 1 j—1|—1) | 
Mae} 2 |  |—1ij—1) | 
{499 1 —5| 5 5 ; | ; 


Da hierin die Zahl der Functionen 2% diejenige der 











A 


um drei iiber- 


steigt, so muss jede der letzteren auf die Form gebracht werden kénnen: 
A =1,%, + 1,9, + 1,9%;, 
wo ,, ®,, ©, drei von einander unabhiingige identische Relationen 
zwischen den einformigen Functionen a reprasentiren. 

Fiihrt man die Rechnung durch, so erhilt man die folgende 
Tabelle, in welcher diese Relationen unten angefiigt sind. 


Tabelle II. 





























2 | 
4? 09" | 4” ge | a4 a9 | Mg? 014] Ayo | re | Oy Qyge | Me Myi2] Uis22 
a, a, l | 
‘ 1 a | 
A," Ay 2 | 3] 
14,44) 1 |—-1 | | | 
. 1 | i | | 
By O44 2 me) 
a, l i—s 1 | 
11 i = 4 tf 
a he ‘tee | @ 
®, 1 |—1| -2| | 2 | 
———j—__}|____|___ i |__| 
o, 1 }—2/—1 | 2 
a — = —_ - — —— {_———$__—_3j—_____— —— 
®, 1 —4|—4/—4 2] 1 4 | 4 |—6 
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§ 31. 


Die Producte der Elementarfunctionen ausgedriickt durch die gleich- 
werthigen Producte der einformigen Functionen. 


Stellt man umgekehrt die Producte A durch die Producte % der 
einférmigen Functionen dar, so erhalten wir die i, Gleichungen: 


A, = @,U, + BU, +---+47,%,, 


A, = a, %, + BU, +---+7,%,, 
(6) ey 


A;, = a; U, we BA, oe alii + 7, Ay, ; 


aus denen die Functionen Y%, da 7, > 4, ist, durch die Producte A 
nicht unmittelbar ermittelt werden kénnen. . 

Da aber eine solche Darstellung doch méglich sein muss, wie wir 
in Nr. 2 gesehen haben, so folgt auch hieraus, dass zwischen den 
Functionen 2 eine Anzahl Relationen bestehen muss, die gleich oder 
grésser als i, — 7, = ist. Sind diese bekannt, so lassen sich auch 
mit Hilfe derselben die Producte 2% auf diesem Wege durch die A 
linear ausdriicken. 


§ 32. 
Die symmetrischen Functionen ausgedriickt durch Elementarfunctionen 
und umgekehrt. 

Stellt man direct durch Multiplication die Producte % durch die 
symmetrischen gleichwerthigen Functionen S,S,...S; dar, so erhalten 
wir die weiteren Gleichungen: 

U, = aS, + BS, +--+ + 6,&, 
(7) A, = a8; + B.S, + +--+ 6S, 
Ws, = a;,8, + B,S,+ +--+ 6,8). 


In diesem Fall ist k << %,, da alle v-férmigen, r-+-1-fdrmigen etc., 
symmetrischen Functionen fiir r Gruppen identisch verschwinden. 
Bildet man daher die Summe 


ZA, U, = LA, a, 8, + ZA, BS, +--+ + ZA, 6,S,, 


so werden wir zur Ermittlung einer Function S, die & Gleichungen 
erhalten 
















®, dienen kénnen. 


Pp, = 2, 
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- 
LA, &, 


DA, B; 


- oun 
ZA, tT, 


21,6, 


Tabelle III. 


zwischen den ¢ Unbekannten 4, A, ... Aj. 


Fiir das oben angegebene Beispiel 


Da i > k ist, so werden wir wieder k derselben durch die iibrigen 
i — k =u linear ausdriicken und in Folge dessen die Function S, auf 
die Gestalt bringen kénnen: 


S,= 9, + 1, %, + 1, ®, 5 elas Pu; 


wo 9,,%,,..., wieder jene gleichwerthigen Relationen in Nr. 2 
sind. Es leuchtet ein, dass dieselben zur Umgestaltung der Function 


Pp, = 2 


erhalten wir fiir zwei Gruppen die weiteren Tabellen: 




























a Py? [LEY Ye Yr XyHy}) LY" | LyY, LeYo 

a,7 a," 1 2 | 2 1 4 
4? oe 1 | 2 | 
My Ay wa 1 1 1 2 
tema ———s 
My” yy l 2 1 

e a5 1 2 
rm ey Ee 
My Uy 29 1 l 
ls lis ge . 1 rs? 
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Tabelle IV. 
































04209” | 0,2 Qoe | 4 Mg M42 | Mg? C14 a2 44 Moe | 0) Aree | GoM | Asses 
ay? yy? | | | 1 
17 Ys Yo | | ik Eel 
9,7 Xi X- a ee ee ru 4 - ee 
42 Yo? | 1 | a 
5 Ys Yo |}; [bal £2 Foe 
o, | on | | 2 | 2 
a 4 re ee ee ee 
a T It? |) eo Te 
o, cee ee “feta lala —6 


§ 33. 
Die Producte der Elementarfunctionen ausgedriickt durch die mehr- 
formigen Functionen und umgekehrt. 
Driicken wir schliesslich die Producte A fiir r Gruppen linear 
durch die Functionen S aus, so erhalten wir 7, Gleichungen: 


A, = «8, + BS, +--+ + 6,8:, 
| A, = 01S, + ByS, + +--+ 6,5, 
(8) te es 
hn tefl, -& Sel, «++ + gh, 
wo S,, S,,..., Sy dieselben symmetrischen Functionen sind, wie 
in § 32, 

Da bei unbegrenzter Gruppenzahl die Zahl der Functionen S 
gleich der Anzahl der Producte A ist und die ersteren also linear 
durch die letzteren ausgedriickt werden kénnen, so miissen sich die- 
selben auch aus dem System (8) ermitteln lassen. Dies ist aber nur 
moéglich, wenn 
, 2k 
ist. 

Wir erhalten somit den 

Satz: Die Anzahl aller gleichwerthigen symmetrischen Functionen 
ist gleich oder kleiner als die Anzahl aller mit denselben gleichwerthigen 
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Producte von Elementarfunctionen, wenn die Anzahl der Gruppen, fiir 
welche dieselben gebildet sind, grésser (gleich) oder kleiner ist als das 
Gewicht dieser Functionen. 


Nehmen wir nun an, es sei 


1=—k+u, 
so kénnen wir auch in diesem Fall die Summe bilden 
“J — Y 2] ’ yy Q i Se 
21, A, = S, DA, a, + 8, 24,8, + 
und werden zur Ermittlung irgend einer Function S ein System von 
i, linearen Gleichungen zwischen nur k Unbekannten erhalten. Wir 
kénnen deshalb auch in diesem Fall wieder & derselben durch die 
i, — k = w iibrigen linear ausdriicken und deshalb auch jede der Func- 
tionen S auf die Form bringen: 
S= Yo + uy, + l,¥, 5 eed lu Pus 
eine Gleichung, die nur bestehen kann, wenn die Functionen 
¥, ¥,..+4, 
identisch verschwindende Relationen zwischen den Elementarfunctionen 
der Gruppen 
P,P, ...P, 
reprasentiren. 
Wir erhalten auf diese Weise gleichwerthige Relationen von den 
Keihengewichten 
Py P2--- Pe 
der Functionen S und haben somit eine weitere Methode zur Dar- 
stellung der Relationen fir eine bestimmte Gruppenzahl gewonnen. 
Fiihren wir diese Betrachtungen praktisch an dem vorgefiihrten 
gen p 5 
Beispiele durch, so erhalten wir die zwei weiteren Tabellen: 


Tabelle V. 














! 
2 LP yy? 1 LP Y; Yo | yi'a2,| Pye? | Uy Yi%eYeo 
a, a," 1 2] 2 a a 
Ay? Ao» 1 | = 
ug 7 | | 
| 9 
Ay Ay Ay» 1 |} 1 , | 2 
a," ay, | 1 | 2 
a2 | 1 | 2 
12 
s eich |- 
Ay Goo ime. 
| | 
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Tabelle VI. 
































G2 ag® | Ay? Gye | Ay Gy yp | Og? yy a; | 41 Age 
ie Sint 2/4 2 | 2 
aay yy" ow tos tbe ike >? fF 
| | | 
ay 2 | 1 1| 2 
2H? Y1 Yo i ¢ tana 
ras. @ : a! Ent L5 ia 
| 4 | 2 1| 2 
by 2 eines ae be ae cna | <u 
OG 3 | 3 3 3 | 3 
| 
4 4 4 1 | 10 
1 2 2 ' Pn 4 
2a," y; —3| 3 | 73 3 
iio. oo ris & ; 
Yi %2Yo 3 | wre 3 : 
| | | . 
Ip, | } a }—1] 1] 1 | —4 
| ! 


VI. Abschnitt. 


Die kanonischen Formen der r-formigen symmetrischen 
Functionen. 


§ 34. 
Anwendung der Relationen zur Vereinfachung des Ausdrucks fir eine 
y-formige Function. 
Ist 
y= Tait ye —— >< ay? yf? eee Seer >< an” yf oe (a) 


eine r-formige symmetrische Function von den Theilgewichten 


G=a+P+-:-- 
(¢—=1,2,3,..., 7) 


Q — 24 ’ 
so kénnen in der allgemeinen Darstellung dieser Function alle még- 
lichen Elementarfunctionen auftreten , deren Gewicht gleich oder kleiner 
als Q ist. 

Fiir die Gruppenzahl r bestehen nun, wie wir wissen*), Relationen 
vom Gewicht r+ 2,7-+3,..., 2r. Bezeichnen wir von denselben 
alle diejenigen, deren Reihengewichte gleich oder kleiner als die Reihen- 
gewjchte p, p. p, ... pz der Function J sind, mit 

18 FP: Po Pa- +> Pi 

*) Siehe Math. Annalen, Bd. 43: Abhandlung II des Verfassers. 


und dem Totalgewicht 


v 
‘ 
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und multipliciren dieselben mit gewissen ganzen Functionen der 
Elementarfunctionen 

VY, V2 Ya ++ Vi, 
deren Reihengewichte die entsprechenden Reihengewichte von 9, 9,... 9; 


zu den Reihengewichten p, p, ... pr der Function J erginzen, so stellt 
die Summe 


ZA PY, = 4, DY, + AGoh. + °° > + AiQidi. 
eine mehrfach unendliche Schaar von gleichwerthigen Relationen von 
xy Gruppen dar, aus welcher durch Annahme bestimmter Werthe fiir 
die Parameter alle méglichen speciellen Functionen hergeleitet werden 
kénnen. 
Da die Summe ZA, 9, ¥, fiir + Gruppen identisch verschwindet, 
so gilt auch die Gleichung 


J, = p(a) + ZA, 9, %. 

Da ferner die r-formige Function J fiir weniger als + Gruppen 
selbst identisch verschwinudet, so muss dies auch fiir die rechte Seite 
der Gleichung 

J = (a) 
der Fall sein. Dies tritt nun selbstverstiindlich fiir alle Glieder von 
g(a) ein, welche r-férmige Elementarfunctionen enthalten. Be- 
zeichnen wir die Gesammtheit derselben mit g,(a) und die der tibrigen 
mit @,—1(@), so ist 
9 (4) = 9, (4) + Hr-a(@). 

Da fiir r — 1 Gruppen die Function J sowie g,(a) identisch ver- 
schwindet, so muss g,:(a) eine Relation fiir » — 1 Gruppen sein. 
Da nun jede Relation von r Gruppen auch fiir jede Anzahl 7 von 
weniger Gruppen verschwindet, so lassen sich alle Relationen von 
ry—i1, r—2, r —3, ... Gruppen aus denjenigen von » Gruppen 
herleiten. Setzen wir deshalb in 24,q,%, alle Glieder gleich Null, 
welche r-férmige Elementarfunctionen enthalten, so bleibt eine Schaar 
von Relationen fiir r— 1 Gruppen iibrig, in welchen simmtliche 
speciellen gleichwerthigen Relationen fiir diese Anzahl von Gruppen 
enthalten sind. Insbesondere werden wir auch durch Annahme ge- 
wisser Werthe fiir die unbestimmten Coefficienten 4 in 24,9,%, die 
Relation @,_1(@) erhalten kénnen. 

Da die Coefficienten der gleichen Glieder der Functionen g,-1(a@) und 
24,9,¥, fiir x Gruppen identisch sind mit denen fiir r—1 Gruppen, 
so werden wir dieselben so bestimmen kénnen, dass in 


J = 9(a) + 24, 9,4, 
simmtliche Glieder verschwinden, welche keine r-férmigen Elementar- 
functionen enthalten. 
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Von den Functionen g(a) und 2A,q,y, bleiben alsdann nur noch 
Glieder iibrig, in welchen r-férmige Elementarfunctionen auftreten. 
Die Function g(a) lasst sich somit mit Hilfe der Relationen auf die 
Form bringen 

J = 2(a,-b-¢,...), 
wo in jedem Gliede r-férmige Elementarfunctionen neben den iibrigen 
enthalten sind. 

Es gilt deshalb der 

Satz: 

Jede r-formige symmetrische Function von r Gruppen, fiir welche 
gleichwerthige Relationen bestehen, lisst sich mit Hilfe derselben auf 
eine (kanonische) Form bringen, in welcher jedes Glied mindestens 
eine r-formige Elementarfunction enthilt.*) 

Es leuchtet ein, dass eine derartige Form eine viel einfachere 
Gestalt besitzt als die Function g(a). Als Beispiel seien’ die Func- 
tionen angefiihrt: 

ZH, Y, 2, tgs = H(A), 

DH, Y; Sat, Uy = Y(a), 
welche in der allgemeinen Darstellung (a) bezw. (a) 33 beazw. 28 
Glieder besitzen. 

Sollen dieselben nur fiir drei Gruppen gebildet werden, so kann 

man sie mit den Relationen: 
TT, = 2t, U2, Y32,, 
Th, = Bax, y; Sty Uy 
combiniren 
2H, Y, 2 tu, = p + 4,11, 
ZL, Y; Fotos = Y + wT, + wT. 
Man erhalt dann mit 
41 1- = 
die einfachen Formen: 


BH, YM ty uy =3 {(a, hy — yy) Mggs, (44 Gg — M43) ggg + (Gy Mg — yg) Oy45, 
+ (44; — M45) A125} 
a: 5{(a, Oy — yy) @yg5-+ (Gy 3 —Oy5) Gog yb (Ay @y—Ay4) Ay 35+ (Gy A; — Ags) Oy 354 
+ (a3 @y—G54) A425-+ (as ,—A35) A124} 
ZL, Yy Zo by Uy =; { 44 Ga55 Ff Gog M435 F a5 M34 + M5 Ay 4} 


1 
— 75 {423% 145 1 M43 e452 1345 + M4 F195 F O35 V24 + M4; A495}. 
*) Eine Ausnahme machen die r-férmigen Functionen vom Gewicht r+ 1, 
4. B. Dy Px_%,... ar, da fiir dieselben keine gleichwerthigen Relationen existiren, 
sowie alle diejenigen Functionen, welche sich linear durch dieselben darstellen 
lassen. 
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Wir sehen somit, dass gewisse r-formige symmetrische Functionen 
mit Hilfe der Relationen auf eine einfache Form gebracht werden 
kénnen, mit welcher sich viel leichter operiren laisst als mit der fiir 
eine unbegrenzte Anzahl von Gruppen geltenden allgemeinen Form 
derselben. Da man praktisch (in der Geometrie und in der Algebra) 
meistens doch nur mit einer endlichen Anzahl von Gruppen zu thun 
hat, so wollen wir die so vereinfachte Form einer r-férmigen sym- 


metrischen Function als kanonische Form derselben bezeichnen und 
definiren : 


Die kanonische Form einer r-formigen symmetrischen Function ist 
eine solche (ganze) Function der Elementarfunctionen, in welcher die 
r-firmigen im hichstmiglichen Grad homogen auftreten. 

Nach den vorstehenden Erérterungen lisst sich jede r-formige 
symmetrische Function, fiir welche gleichwerthige Relationen existiren, 
auf eine Gestalt bringen, in welcher jedes Glied mindestens eine r-formige 
Elementarfunction linear enthilt. 

Es lasst sich nun auch zeigen, in welchem Grad dieselben héchstens 
vorkommen kénnen (aber nicht miissen). 

Ist die r-férmige symmetrische Function von der Form: 


, go q 
J = Taf yfz? ... w,’ = y(ar) 


von den Theilgewichten q,q,q@3 .-- Gr, unter denen das Gewicht q; 
der Reihe ¢,¢, ... ¢ das kleinste sein soll, so kénnen in der kano- 
nischen Form g derselben alle méglichen Producte von r-férmigen 
Elementarfunctionen auftreten, deren Reihengewichte die Reihen- 
gewichte der Function J nicht tiberschreiten. Wenden wir auf 


J= 9 (ar) 
die Operation A, des §9 g; — 1-fach an, so gehen die Functionen 
J und @ iiber in solche, welche linear sind hinsichtlich der Reihe 
t,t,t,...t.. Da die erstere aber noch r-férmig ist, wenn auch ein 
Theilgewicht g; = 1 geworden ist, so muss @ in eine Function wy iiber- 
gehen, welche linear ist hinsichtlich der r-férmigen Elementarfunc- 
tionen, Kine weitere Anwendung der Operation A,, bewirkt, dass die 
Function J in eine (r — 1)-férmige Function iibergeht, welche als 
soleche keine kanonische Form mehr zuliisst. In Folge dessen muss vor 
der letzten Anwendung von A, in der Function y mindestens ein Glied 
vorhanden gewesen sein, das nur eine einzige r-férmige Elementar- 
function enthielt, in der die Reihe ¢,¢,¢,...¢, auftrat. Dieses Glied 
der Function ~ kann nur durch (q; — 1)-malige Anwendung von A, 
héchstenfalls aus einem Glied der Function m hervorgegangen sein, 
welche g; r-férmige Elementarfunctionen als Factoren enthielt, in 
denen die Reihe ¢,t,...¢, je linear auftrat. Da tiber die Anzahl der 
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n y-férmigen Elementarfunctionen in den andern Gliedern von @ nichts 
n ausgesagt werden kann, so folgt: 

ir Die kanonische Form einer r-formigen symmetrischen Function 
m von den Theilgewichten 9,943 --+Qr, unter denen q; das kleinste sei 
a) soll, kann die r-formigen Elementarfunctionen hochstens im Grade q; 
in homogen enthalten, 

a- 

id 


Die r-formigen Functionen von lauter gleichen Theilgewichten. 
- § 35. 
Die r-formigen Functionen von den Theilgewichten g = 7. 
re Ist 
3%, Ai Gy Bo a, Br 
n, J, = Say yi + + + <A Yb? ++ <> 7 ><hr Yr oe 


re — : . , ; 
, eine r-formige symmetrische Function von den Theilgewichten 


se ae: eee 
so lisst sich jeder Theilfunction derselben, z. B. av“ty’‘ 2’... von den 
Reihengewichten «;, B;, 7;,... eine bestimmte r-férmige Elementar- 
function von denselben Reihengewichten, z. B. de,,y,... eindeutig zu- 
ordnen und umgekehrt. Demgemiiss entspricht auch der symmetrischen 


“ Function J, eindeutig das Product 
n Ae, By see X< Deen 30 e+e Se Ces 8; Lie «eee Ga, Bp see 
n- ae = 

yon nur r-formigen Elementarfunctionen. 

Jeder andern mit J, gleichwerthigen r-férmigen symmetrischen 
5 5 5 
Function von den Theilgewichten yr lisst sich ebenfalls ein solches 
5 

n Product von r-férmigen Elementarfunctionen zuweisen und umgekehrt. 
e Wir erhalten somit den 
n Satz: Die Anzahl aller gleichwerthigen r-formigen symmetrischen 
r- Functionen von lauter gleichen Theilgewichten r ist gleich der Anzahl 
c- aller mit denselben gleichwerthigen Producte von r-formigen Elementar- 
ie functionen. 
Is Bezeichnen wir diese Anzahl mit 6, die gleichwerthigen 7-formigen 
or symmetrischen Functionen mit 
d ’ 
‘ B,., Bay Bp e+ 4 & 
d und die entsprechenden Producte mit 
bts 
. Pir Por Par ++ Po, 
? 
n so kénnen wir auf dem Wege einfacher Multiplication die Producte » 


durch die Functicnen § ausdriicken. Wir erhalten die 6 Gleichungen: 
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gp, = a, 8, + 6,8,+---+6,8,, 
9, = «8, + B.S, +-+-+ 6,85, 


Qo= gS; + BoS, + rae + GaSe, 
wo a, B, y, ... litterale Zahlen sind, die sich bei der Multiplication 
ergeben. 
Multiplicirt man diese Functionen der Reihe nach mit 
a ee * 
und addirt, so folgt: 
Ay Dy Ag. Het eGo = ZA, a, 8, + 2A, BS, + +--+ 2d, 6,8. 
Um hieraus eine Function S, z. B. S, in Function der Producte » 
zu erhalten, setze man den Coefficienten von S, 
2A,4, = 1 
und die Coefficienten aller iibrigen Functionen S gleich Null. Man 
erhalt auf diese Weise ein System von o linearen Gleichungen 
ZA,a, = 0, 54,8, —0,..., ZA,x, = 1,..., 24,6, = 0, 
aus welchem die Factoren 4 eindeutig ermittelt werden kénnen. 
Wir erhalten somit den Satz: 
Jede r-formige symmetrische Function von gleichen Theilgewichten 
&eQem*+ eg er 


besitzt eine ganze homogene kanonische Form von nur r-formigen 
Elementarfunctionen. 


Sind die Theilfunctionen einer solchen symmetrischen Function 
einreihig, d. h. ist J, von der Form 
r= 2H Yo By"... W/ = a9, + BO, +79; +-°-, 
so lasst sich hieraus durch Anwendung der Operation 


) od 0 7 ' 
A= Denn? Dente Dnt 

jede weitere symmetrische Function vom Gewicht r? ausgedriickt durch 
eine solche kanonische Form herleiten. 

Da folgende Beispiel, in welchem die dreiférmigen Functionen 
von den Theilgewichten 

1=2=%=3 

und den Reihengewichten 


Py = Po = Ps = 3 
auf die kanonische Form gebracht sind, soll den obigen Satz illustriren. 
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§ 36. 
Die v-formigen symmetrischen Functionen von den Theilgewichten 
d= === "Sr. 


Sind die Theilgewichte der r-férmigen symmetrischen Function 
1 Pi 2 Po 2s or 
T= Dat yh... >< ay... >< +++ oc atryPr... 


wieder simmtlich einander gleich, aber von r verschieden, so lisst sich 
einer bestimmten Theilfunction kein Product von r-férmigen Elementar- 
functionen mehr eindeutig zuweisen und umgekehrt. Doch liegt auch 
fiir diesen Fall die Frage nahe: Lassen die r-férmigen symmetrischen 
Functionen von lauter gleichen Theilgewichten allgemein eine ganze 
kanonische Form von nur r-férmigen Elementarfanctionen zu? 

Um dieselbe beantworten zu kénnen, wenden wir uns zu den 
primitiven r-formigen Functionen von gleichen Theilgewichten g. Diese 
lassen sich als die allgemeinsten Functionen dieser Art betrachten, 
da wir aus ihnen durch Coincidenz von Reihen alle wenigerreihigen 
Functionen herleiten kénnen. Liisst eine solche eine kanonische Form 
irgend welcher Art zu, so folgt aus diesem Grunde, dass dasselbe 
auch fiir alle wenigerreihigen Functionen von denselben Theilgewichten 
der Fall sein muss. 

Ist 
(1) J = LH, Y, ++ + DK Sol + + + K+ + + DS Y-Y, 
eine primitive 7-férmige Function von den Theilgewichten 


2 Qe eo ee, 
so enthilt dieselbe +.7, verschiedene Reihen von Elementen. Die 


letzteren gestatten nun (’ ss verschiedene r-formige primitive Ele- 


mentarfunctionen zu bilden. Diese lassen sich wiederum zusammen- 
stellen zu 
1 (rrp! 


o=s 1\r 
a* (ei) 


verschiedenen primitiven Producten von je 7, r-férmigen Elementar- 
functionen. Wir erhalten somit den Satz: 
Die Anzahl aller gleichwerthigen primitiven Producte von je r, 
y-formigen Elementarfunctionen ist 
1 (rr)! 
2 Gan —. EE. 
( ) r,! (x!) 
Nun lasst sich jeder r-f6rmigen Function von den gleichen Theilgewichten 
y, ein Product von r r,-férmigen Elementarfunctionen eindeutig zu- 
weisen und umgekehrt, Somit ist die Anzahl dieser gleichwerthigen 
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Producte gleich der Anzahl aller gleichwerthigen r-formigen sym- 
metrischen Functionen. Die Anzahl der ersteren erhilt man nun 
offenbar aus der Formel (2), wenn man die Zahlen r und r, vertauscht, 
Wir erhalten somit: 

Die Anzahl aller gleichwerthigen primitiven r-formigen Functionen 
von den Theilgewichten 7, ist 


1 rr,)! 
Vergleichen wir die Zahlen 6 und t mit einander, so finden wir fiir 
lL r=r,...6=T, 

Z FP. SES, 

3. rr, ...6>- 

Im ersten Fall ist der im vorigen Paragraphen aufgestellte und 
bewiesene Satz enthalten. Fiir die beiden andern Fille aber gilt: 

Die Anzahl aller gleichwerthigen Producte von r-formigen Elementar- 
functionen ist. grisser bezw. kleiner als die Anzahl aller mit denselben 
gleichwerthigen r-formigen symmetrischen Functionen von gleichen Theil- 
gewichten v,, je nachdem diese Zahl grisser oder kleiner als die Gruppen- 
zahl r ist. 

Nun lasst sich jedes Product von r-férmigen Elementarfunctionen 
durch blosse Multiplication als eine Summe von gleichwerthigen 
y-férmigen symmetrischen Functionen von gleichen Theilgewichten 
darstellen. Bezeichnen wir die ersteren mit 


Ay, Ay, Agy + +5 Mey 
S,, 8,, 8;,..., Se, 
so erhalten wir die Beziehungen: 
A, = «, 8, + B, 8, +e +t S:, 
A, = «,8, + B,8,+ rset, Sz, 


die letziteren mit 


Ag= 0&8, + B.S, + a” + 1,S;. 
Multipliciren wir dieselben mit den Factoren 4,, 4,,..., 4, und 
addiren, so erhalten wir die Summe: 


2A, Ay = 8, Bd, a, + 8, 2A, B, + +--+ SLA, t,. 


Um hieraus eine Function S, zu ermitteln, setze man deren Coef- 
ficienten 2A,%, = 1 und diejenigen aller tibrigen Functionen 


ZA,a, = 0, BA,B, =0, ete. 


Alsdann erhalten wir ein System von t linearen Gleichungen 
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ZzA,a, = 0, 
ZA, B, = 0, 
2A,%,=1, 
ZA,t, = 0, 


zwischen 6 Unbekannten 4, A, ... dg. 
Die letzteren kénnen nun ermittelt werden, sobald 
eS 4. 
Fiir den Fall t < o ist die Bestimmung derselben offenbar nicht méglich 
und damit ist auch die Darstellung der Function S, durch r-formige 
Elementarfunctionen ausgeschlossen. 

Ist jedoch t > 6, so kénnen wir 6 der Unbekannten durch die 
iibrigen + — 6 =w linear ausdriicken. Bezeichnen wir die letzteren 
mit S,,S),..-+, 8, 80 laisst sich der Function S, die Gestalt geben: 

S, = 9) + 3,9, + 5,9, +---+ 5,9%,. 
Da nun die Function S, fiir jeden speciellen Werth der Elemente der 
ry Gruppen P, P,...P, einen bestimmten Werth annimmt, so muss 
dies auch fiir die rechte Seite der Fall sein. Dies ist aber, weil 
S$, ... 5, Willkiirliche Gréssen sind, nur méglich, wenn 
819, + 8,9, +--+ + 5. =0 
eine « — 1-fach unendliche Schaar von gleichwerthigen Relationen 
®,, O,, .. +5 Op 
reprasentirt, welche zu weiterer Umgestaltung der Function 9, ver- 
wendet werden kénnen., 

Wir erhalten somit den 

Satz: Jede r-firmige symmetrische Function von lauter gleichen 
Theilgewichten q, = q. = +++ =, lasst sich als ganze Function von 
nur r-formigen Elementarfunctionen darstellen und zwar auf unendlich 
viele Arten, wenn q; > r ist. 


~” 


§ 37. 
Reduction der r-formigen Functionen auf die kanonische Form. 


In § 34 haben wir gesehen, dass gewisse r-férmige symmetrische 
Functionen eine bestimmte einfache Darstellungsweise zulassen, die 
wir als kanonische Form derselben bezeichnet haben. Wir wollen im 
folgenden eine Methode entwickeln, nach welcher dieselben auf die 
genaunte Form gebracht werden kénnen. 
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Ist 
J. as Da% yP ah ro yl Tit <.r aor yr oe 9 (a) 
eine 7-férmige symmetrische Function von den Theilgewichten 
q = % +6, +---; 
J = a, + B,+---, 


*) 


G= a+ pi+--- 
das kleinste sein soll, so kénnen in der kanonischen Darstellung offenbar 
alle méglichen v-férmigen Klementarfunctionen vorkommen, deren 
Reihengewichte gleich oder kleiner als die entsprechenden Reihen- 
gewichte 


unter denen 


Pi PoP3 +++ Pe 
der Function J sind. Ebenso werden auch alle méglichen Producte 
vou v-formigen Elementarfunctionen auftreten kénnen, deren Reihen- 


gewichte zusammen die Reihengewichte von J, nicht tiberschreiten. 
Bilden wir daher alle méglichen Producte 
1 U2. U3.+- Ur 
dieser Art von 7-formigen Elementarfunctionen, so lisst sich zu jedem 
derselben noch eine Gruppe von Producten von Elementarfunctionen 
angeben, deren Reihengewichte die correspondirenden Reihengewichte 
von w zu den Reihengewichten p, p,... pr ergianzen. 
Bezeichnen wir diese bezw. mit 
a? eee 
Fan Day Gays 


fis Jk hx, ae # 
so erhalten wir die mit der Function J, gleichwerthigen Formen 
Vili» Udi, Viky,--. 
Yolo» Y2Joy Vola, ++. 


Wiles Vide, Valx,...; 
deren Anzahl s sein mége. 
Bezeichnen wir dieselben mit 
Megs Big Bg» <4 Be 
so liisst sich jede derselben offenbar durch einfache Multiplication als 
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eine Summe von r-férmigen mit J, gleichwerthigen symmetrischen 
Functionen S,, S,, S,,... darstellen, unter denen auch die Function 
J, selbst auftreten wird. 

Da jedes der Producte A g; r-férmige Elementarfunctionen ent- 
halt, so leuchtet ein, dass auch die Theilgewichte dieser Functionen 
I offenbar simmtlich gleich oder grésser als gq; sein miissen. 

Ist die Anzahl dieser Functionen gleich ¢, so erhalten wir dann 
die s Gleichungen: 


A, = oS, + 8, 8,+---+ 6,8, 


(1) A, = a8, + B, 8S, +-+++ 6,8, 


A, = a, 8, + 8,8, + ---+ 6,8, 
a; Bi yi... 6; (¢== 1, 2, 3,..., 8) 


einfache Zahlen sind, die sich bei der Multiplication ergeben. 
Ist nun 
Saft, 


so lasst sich hieraus jede der Functionen S direct durch die Producte A 
ausdriicken. 
Wir erhalten 


, A oo 0G 
fh, Se ), 2 A 
wo 
A = (a, By 73 - - - 5s) 
ist. 

Das folgende Beispiel wird das Verfahren erliutern: 

Hs sollen die dreiférmigen Functionen von den Reihengewichten 


P, = 3, Pp, = 1, Pp, = 1 


fiir drei Gruppen auf die kanonische Form gebracht werden. 
Wir erhalten als Producte y, f, g,... 
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und demnach fiir die Functionen A die Tabelle 














S, 8, S; S, 8; S, 8, S, 
e/2/8//2/ 8] | € 
x J 8 & > | & > RQ 
~{|2(F/s/F(F) 4) s 
slalel| |e] ee] |e 
A, 00 | | cf. a ae 
‘ iii | ~ | —— y oe a 
a Sea | 
ve 23 Bad | nd ; | 
A, a; As Bak. Peres 
A112 =o | | . ——|— 
A, Gis | | | | l | 1 | 1 
A, {a,a| 1} Jala 1) 1 
A513 ; Se ee 
A, My. | | 1 1 | 1 
A, a? |1{}1)1 2/2/|2| 
B13 = eee . orm onan 
A, ayy | | | 1 | B13 | 


Ermittelt man hieraus die Functionen S, so erhalten wir die weitere 
Tabelle: 














Gis A412 | A113 Aes 
a ar eae cei aa vp 
Ag Az | Gog | 4,3 | Gig | Ay,Ay | At a; | ay 
| | | | 
s,|—2|—2 —1/+1/—1] 1] 1 |-2 
S,;—1); 1 1 | —1 
oe - | 
—— eee a | — os ai ——— 
at a tn 
a } _ =e | | 
| —— i. 
y | 1 1 1 | 1 
S; =7 tm 2 | | 3 
|——— ——---| -—— |— 
’ 1 , 7 1 r-¥ 
Se my | 3 —s | 3° 
' Be is See me 
= | 
S; | 1 
| | | 
| 1 Tet re | 1 
v | | 
“} {-a} | a | 2 | [73 
' 
i | | 
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Ist jedoch ¢ >, so lassen sich nicht alle Functionen S durch die 
Producte A ausdriicken. Maultipliciren wir in diesem Fall die Glei- 
chungen (1) mit den Factoren 4,4,...4,, und addiren, so folgt: 


2) Sa, Ay = S, ZA, + 8,24, By + +++ + SBA, 6. 
1 


Soll nun eine Function S, durch die Producte A ausgedriickt werden 
kénnen, so miissen offenbar die ¢ Gleichungen bestehen: 


( ZA,a, = 0, 
24,8, = 0 


? 


3 oe ee 
(3) 2A,x, = 1, 








z1,6,=0, 


wo 2A,x, den Coefficienten von S, in Gleichung (2) angiebt. 

Da nun ¢>s ist, so kann man aus s dieser Gleichungen die 
Factoren 4, 4,...4, ermitteln. Geniigen nun die aus den s Gleichungen 
gefundenen Werthe derselben auch den ¢ — s iibrigen Gleichungen, 
so ist die Bestimmung der Function S, als ganze Function der Producte 
A miglich. 

Wie wir friiher (§ 34) schon gesagt haben, ist dies fiir alle Func- 
tionen S nicht der Fall; insbesondere auch fiir diejenigen nicht, welche 
entstanden sind durch Producte A, in denen f/f, g, h,... Elementar- 
functionen sind. 


Beispiel. Um die v-férmigen Functionen von den Reihen- 
gewichten 
A=, Pp=1, pp=l 


auf die kanonische Form zu bringen, erhalten wir die Producte 


| vy fh} | 
a _ ——|—— 

| | se] 
| Ar—2,1,1| My" | ayy | 





@r—1,1,0 | 42) Ayo | 


und die 
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Tabelle I. 
. 8; S, 3 4 S; 8, 8; Ss Sy 
4 | wz ‘ rs s & 
Ptlelelel alti eles 
lel al al él tl é¢lélele 
=> | a | a 8 | 3 J | a 3, 
Pp) Sel ele;e] sie a) 
Fr izels | Si 21Z 121 eis 
si T] FP) el elel ele] 
l | | 
a? | 11 1] 1 | |} 2] 2 | 2] 2 
Gr —2,1,1 |I-———| = Ee Ee — “i ee - 
Ay, | 1 | 1 s | 1 
a See — = SS EE 
| 
[a4 1 1 | 1 1 1 
Ar—1,0,1 5 "y ‘tom : re 
12 Bae ee 
A, As | 2 | | sy 1 1 
ay —1,1,0 cna RAR Mail ——_|—_—_|—_—__|- 
dh, } a} af 
[243 | 1 | | 4 
ay, 0,0 \ —_—— _— 
> vs i, ly 
, | az, | | | 
? Multiplicirt man diese Gleichungen mit den Factoren 
C 
7 or 
7 so erhilt man als Coefficienten der Functionen S die 9 linearen Be- 
: ziehungen: 


. . * 
2. i tiie 

; 3. a, +4, = 
4. 4,+4,+1,— 
5. 24,+4,— 


6 M4448 44, 

7. 21 +h td thm 

8. As tata, + a= 

9% 2A +4, +4, +4, +4,+4 +4, +4, = 
von denen die entsprechende von S, gleich 1 und alle tibrigen gleich 0 
zu setzen sind. 

Ermittelt man in den hieraus sich ergebenden 9 Systemen von 
linearen Gleichungen die Functionen 4, 4, ... 4, aus je 8 derselben, 
so zeigt sich, dass dieselben nur fiir die Functionen S,, S,, S,, S, und 
S, auch der 9" Gleichung geniigen. Die Functionen S,, S,, S; und S, 


Mathematische Annalen, XLY,. 6 
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kénnen somit nicht allgemein durch die Producte A linear dargestellt d 
werden. 


Wir erhalten demnach fiir die ersteren die 








al I 
Tabelle II. 
91,1 | %p~-1,0,1 a,_11,0 a, 0,0 V 
—_—_— —- ——_—_ — —_ -_——. 
a, | a a,a ay a,a a Ag tt a 
i il “se 2 ae | 13 | 2“3 23 d 
l : -e 
Ee,*4,...%-1%| 1 |—2|/—1| 1 |—1] 1 | 2 |-2 1 
Ca ee | | 1 |;-1 —1/; 1 
ieee wees ioe cue ; 7 
Hy 2,%_--- Yr | | | 1j;—-1!1\— 1 
—— EE — ja | —_ = — = — - = — - 
| | 
L,Y, 8, Le... Le 1 |-—1 
LY Vz Yo Xz 0-H | | | | 1 


Ist s >¢t—t-+ wu, so lassen sich ¢ von den Factoren 4 durch 
die w tibrigen linear ausdriicken. Dadurch erhalten wir fiir S, eine 
kanonische Darstellung 


8S, = % +1, + LO, +-->+1.%,, 
in welcher /,,1,,..., 1, willkiirliche Zahlen sind. Da nun S, fiir jeden 


speciellen Werth der Elemente der Gruppen einen bestimmten Werth 
annehmen muss, so kann dies nur der Fall sein, wenn 


1%, +4,0,+---+4.%,=0 
eine «# — 1-fach unendliche Schaar von gleichwerthigen Relationen 
®,, ®,, ®,, se ee ”, 
reprasentirt, 
Da sich jedem der Producte 


f, 9s hy-.. 
von Elementarfunctionen eine bestimmte mit ihr gleichwerthige sym- 
metrische Function eindeutig zuordnen liisst und umgekehrt, so werden 
wir auch an Stelle jener Producte diese Functionen setzen diirfen. 
Bezeichnen wir dieselben mit 

1, %, D, . +.» 


Ms Ny Po + +5 


so erhalten wir auch an Stelle der Producte A die Producte 


Mi Vy, MY, MY ++; 
My Yo, Ny YWo, PoWy +. oy 
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die wir mit B bezeichnen wollen und deren Anzahl demnach auch 
gleich s ist. 

Diese geben ausmultiplicirt offenbar die namlichen symmetrischen 
Functionen 

8, 8, 8,...8, 

wie die Producte A. 

Wir kénnen somit auch die Functionen S auf dieselbe Weise durch 
die Producte B ausdriicken, wie dies fiir die Producte A der Fall war. 
Wir stellen dieselben in zwei weiteren Tabellen zusammen: 


Tabelle III. 
































| 5, | 5, | |S, S | S.| 8; 8, | S, 
{ 2a, 2, | ae ji {aja 1 
Gy —2,1,1 ——|—_|—_—_|_—_—_|—_— 
[sx | 1 Ja}. | | 
ZX; Yo | -— 4 ) fala 
Gr—1,0,1 z — ri ss ne ae - —|-—— 
We ors st WO Gok BM he Oe OS 
— \ | | | jajaja 
Gy — 1,1,0 a |. ae ea —- 
.. .mavusne SS 
Ens; | | | | [| 1 
Ar,0,0 a omens 7 = } | . = 
ne | 4 
Tabelle IV. 
G,_9.1,1 @, _1,0,1 | 4-1,1,0 | a,0,0 





a, | — | SN, 
ZX, 2_| Dx,? | 24 Yo| 20s Y, | Za ba] 2 ary 2 | Ziyi %| yi 2 























me Ftt i ia 
St of | tt | fet 
8, a 43 Es 
s| | | | Bat 








Da nun die Beziehung zwischen den Functionen/,g,h,... einerseits 
und den m,”,p,... andererseits eindeutig ist und umgekehrt, so ist 
auch die Anzahl der Producte A gleich der Anzahl der Producte B. 

6* 
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Da ferner die Functionen f, g, h,... sich durch Multiplication 
linear durch die Functionen m,n, p,... ausdriicken lassen, so kénnen 
wir auch umgekehrt die A selbst linear durch die Functionen B 
ermitteln. 

Es ist 


A “,B,+6,B,+---+2,B,, 
A, = «,B, + 6,B,+---+1,B,, 


A, =«,B,+ 6,B,+-+---+1,B,, 
woraus wit die Producte B in eindeutiger Weise linear durch die B 
erhalten kénnen. Da die Darstellung der Functionen S durch die 
Functionen B sehr einfach ist (man hat nur das Product von zwei 
symmetrischen Functionen zu bilden), so wird man zuniichst mit Vortheil 
die S durch die Producte B ausdriicken und diese nachtriglich durch 
die A ersetzen, um die kanonische Form zu erhalten. 


Urach, im October 1893. 








Von 


A. Hurwitz in Ziirich. 


§ 1. 


Ueber die Reduction der biniren quadratischen 


Die Farey’schen Polygone. 





Formen. 


Bezeichnen x, y, 2 homogene Dreieckscoordinaten, so durchlauft 


der Punkt 


(1) Z2iy:e=m1:—A:h2 


einen Kegelschnitt K, wenn A die reellen Zahlen von — co bis ++ co 
annimmt. Jedem besonderen Werthe 4) von 4 entspricht ein ‘be- 
stimmter Punkt dieses Kegelschnittes, und wir wollen diesen Punkt 
Der Einfachheit halber midge 


kurz als den ,,Punkt A,“ bezeichnen. 
die Coordinatenbestimmung so getroffen 
werden, dass der Kegelschnitt K ein 
Kreis ist und dass die Punkte 0, 1, co 
mit den Ecken eines dem Kreise K ein- 
beschriebenen reguliiren Dreiecks zu- 
sammenfallen. (Vgl.Fig.1). Wir werden 
nun in diesem Paragraphen eine Reihe 
von Definitionen und Sitzen aufstellen, 
die sich auf diejenigen Punkte des 
Kreises K beziehen, welche rationalen 
Werthen von 4 entsprechen, 
Definition 1. Die Verbindungs- 


=\ 
/ =% 

/ w\ 
/ % 


on 
7~ \ 

\ 

\ 


Fig. 


1. 


\ / F 
Y= 


IN 
fg 
’ \ 
\ 9m 
Y Ne 
4/ \ 
iS 9 ~\ 
ok. ek - 3 
4\ 
1 \ 
| \ : 
\ oO /* 
fe 
/® 


ee: | 


ee . r s§ LZ * 
linte eweier Punkte = und 5» Wor, U, 8, V ganze Zahlen bezeichnen, 


soll eine ,,Elementarsehne“ des Kreises K heissen, wenn rv—su=--1 ist. 


‘ — , 0 
Hiernach werden beispielsweise, da Om: 


die Sehnen 


01, loo, «0 


Elementarsehnen sein. 


? Ll=;, 


1 


Co = 


= 
3 ist, 


Definition 2. Hin dem Kreise K einbeschricbenes Dreieck soll 
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ein ,,Elementardreieck“ heissen, wenn jede Seite des Dreiecks eine 
Elementarsehne ist. 

Beispielsweise wird das Dreieck Oloco ein Elementardreieck sein. 

Im Anschluss an diese Definition beweisen wir den 

Satz 1. Jede Elementarsehne ist Seite von zwei Elementardrei- 
ecken, die auf verschiedenen Seiten der Sehne liegen. 


: . r s§ : : . 
Es sei 6 eine Elementarsehne, = und ~ seien ihre Endpunkte, so ist 


rvu—su=e=+l, 
Soll nun 7 der dritte Eckpunkt eines Elementardreiecks sein, dessen 


beide andern Eckpunkte - und : sind, so muss 


po —gs—4,—+1, 
pu—qr=a&=—+1 
sein. Hieraus folgt, durch Auflésung nach p und gq, 
ep = &r — &S, 
éq = &,U — & 0, 
also entweder 7 — = ts oder ? —"—*. Jeder dieser beiden Briiche 


q U—v 
liefert in Verbindung mit den Briichen - und - auch thatsiichlich ein 


Elementardreieck. Da ferner die Punkte - und : durch die Punkte 
foe un nd ~ > harmonisch getrennt werden, so aii die beiden tiber 
_, der Sehne o méglichen Elementardreiecke zu 
| verschiedenen Seiten der Sehne o. Damit ist 
der Satz 1 vollstaindig bewiesen. Beiliufig sei 
, pe noch bemerkt, dass man jedes der beiden iiber 
/ “ail NY der Sehne 6 méglichen Elementardreiecke aus 

dem anderen durch eine einfache geometrische 
\ / Construction ableiten kann, da die Verbindungs- 


* +s r+s r— 8 : 
es linie der Punkte pn as oer durch den 


U 
Fig. 2. Pol der Sehne o geht. (Vgl. Fig. 2.) 
Es soll sich nun darum handeln, ein anschauliches Bild von der 
Gesammtheit aller Elementardreiecke zu gewinnen. Zu dem Ende 
stellen wir zuniichst folgende neue Definition auf: 


So 
™~ 





as 
&-v 


sf 








Definition 3. Man betrachte alle rationalen Zahlen -, deren 
Ziihler und Nenner absolut genommen die positive ganze Zahl n nicht 


tiberschreiten. Die entsprechenden Punkte : des Kreises K bilden die 
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Ecken eines dem Kreise einbeschriebenen convexen Polygones P,,, welches 
das n Farey’sche Polygon genannt werden soll. 

So ist das erste Farey’sche Polygon P, das Viereck oo, — 1,0, 1; 
1 


>? 


das zweite Farey’sche Polygon P, das Achteck oo, —2, —1, — 
3 
9? 
welcher die Seiten des Polygones P, 
stark ausgezogen sind.) 

Wir ergiinzen diese Definition noch 
dadurch, dass wir als ,,nuiltes‘* Farey’- 
sches Polygon P, das von den Punkten 
oo, 0 gebildete Zweieck einfiihren. Es 
gilt dann allgemein der 

Satz 2. Die Parameter der auf- 
einanderfolgenden Ecken des ne" Farey’- 
schen Polygones P, bilden die n* 
Farey'sche Reihe.*) 

Aus den Eigenschaften der Farey’schen Reihen geht nun hervor: 

Satz 3. Jede Seite eines Farey’schen Polygones ist eine Elementar- 
sehne und wmgekehrt: jede Elementarsehne ist Seite eines Farey’schen 
Polygones. 

Den zweiten Theil dieses Satzes kénnen wir noch niher pricisiren. 
Niimlich: 

Satz 4. Wenn in der Reihe P,, P,, P.,... das Polygon P, das 
erste ist, unter dessen Ecken sich beide Endpunkte der Elementarsehne o 
finden, so ist « eine Seite des Polygones P,. 

Hieran kniipfen wir den Beweis des folgenden Satzes: 

Satz 5. Das n Farey’sche Polygon (n>0) setat sich gerade aus 
denjenigen Elementardreiecken zusammen, deren Eckpunkte sich unter 
den Ecken des n™ Farey’schen Polygones befinden. 

Oder anders ausgedriickt: 

Die Elementardreiecke, die sich aus den Ecken des n” Farey’schen 
Polygones bilden lassen, bedecken dieses Polygon einfach und liickenlos. 

Fir den Fall m = 1 ist dieser Satz offenbar richtig, da das Polygon 
P, sich aus den beiden iiber der Sehne co0 méglichen Elementar- 
dreiecken co, 0, 1; co, 0, — 1 zusammensetzt. Wir brauchen also nur 
zu zeigen, dass der Satz fiir das Polygon P,4; gilt, wenn wir seine 
Giiltigkeit fiir das Polygon P, als schon bewiesen voraussetzen. Nun 
setzen sich die Elementardreiecke, welche aus den Ecken des (n--1)' 
Polygones gebildet werden kénnen, zusammen 


0, 


1,2 u.s. w. (Vgl. Figur 3, in 








Fig. 3. 


*) Vergl. die Abhandlung des Verfassers: ,, Ueber die angeniiherte Darstellung 
der Zahlen durch rationale Briiche“ (diese Annalen Bd. 44, pag. 417). 
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1) aus denjenigen, bei welchen nur Ecken des n'‘" Polygones zur 
Verwendung kommen und diese bedecken nach Voraussetzung das n'° 
Polygon einfach und liickenlos ; 

2) aus denjenigen, bei welchen auch Ecken des (n+ 1)'*" Polygones, 
die nicht schon Ecken des n'™ Polygones sind, zur Verwendung ge- 
langen. Ist C eine solche Ecke, so liegt dieselbe zwischen zwei auf- 
einanderfolgenden Ecken A und B des n' Polygones, mit welchen 
zusammen sie ein Elementardreieck CAB bestimmt (Satz 3). Da nun, 
nach Satz 4, CA und CB die einzigen Elementarsehnen sind, deren 
einer Endpunkt mit C, deren anderer Endpunkt mit einer andern 
Ecke des (n-+-1)'" Polygones zusammenfillt, so ist CAB das einzige 
Elementardreieck, welches C zur einen Ecke hat. 

Die zweite Kategorie von Elementardreiecken besteht also aus 
Dreiecken, die sich auf gewisse Seiten (AB) des n' Polygones auf- 
setzen. Offenbar entsteht das (n+ 1)'* Polygon, indem wir diese 
Dreiecke zum x‘ Polygone hinzufiigen, woraus der zu beweisende Satz 
hervorgeht. 

Aus dieser Betrachtung folgt zugleich der 

Satz 6. Ist in der Reihe der Farey'schen Polygone P,, P,, . 
das Polygon P,, das erste, unter dessen Ecken sich die drei Eckpunkte 
A, B, C irgend eines Elementardreiecks befinden, so sind diese Eck- 
punkte A, B, C aufeinanderfolgende Ecken des Polygones P,. 

Lassen wir die ganze Zahl n iiber alle Grenzen wachsen, so nihert 
sich das Polygon P, immer mehr dem Kreise K an. Aus dem Satz 5 
ergiebt sich daher der 

Satz 7. Die Gesammtheit aller Elementardreiecke tiberdeckt das 
Innere des Kreises K einfach und liickenlos. 

Die von der Gesammtheit aller Elementardreiecke gebildete Figur 
stimmt im Wesentlichen mit derjenigen iiberein, die in den von 
Herrn Fricke herausgegebenen Vorlesungen Felix Klein’s iiber 
elliptische Modulfunctionen*) mitgetheilt wird. Herr Klein hat diese 
Figur aus der der Theorie der Modulfunctionen zu Grunde liegenden 
Figur abgeleitet. Umgekehrt kann man die letztere und ihre Higen- 
schaften aus der ersteren ableiten. 


§ 2. 
Geometrische Darstellung der biniren quadratischen Formen. 


Wir ordnen nun der bindren quadratischen Form 
(1) f= (a,b,c) =az?+ 2bay+ey* 
denjenigen Punkt zu, dessen homogene Coordinaten a: 6: c sind. 


*) Leipzig 1890, Bd, I, 8.239. Vergl. auch die Bemerkungen am Schlusse 
der vorliegenden Arbeit. 
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Es entspricht dann jeder Form ein bestimmter Punkt. Umgekehrt 
entsprechen irgend einem Punkte (a, 6, c) die unendlich vielen Formen 
(2) eax? + 2obay + ocy’, 
wo @ jeden beliebigen reellen Werth erhalten kann. 

Wenn die Determinante D der Form (a, b,c): 


(3) D =b*? — ac 
verschwindet, so kénnen wir 4 so bestimmen, dass 
(4) a:b:e=m1:—A:2 


ist. Es entspricht also einer Form mit verschwindender Determinante 
ein Punkt 4 des Kreises K. 

Umgekehrt entsprechen nach (2) dem Punkte 4 des Kreises K die 
Formen 
(5) ox? — 2eacy + ed?y’ = e(e—Ay)?. 
Man zeigt ferner leicht, dass eine Form /f, durch einen Punkt im 
Innern oder ausserhalb des Kreises K geometrisch dargestellt wird, je 


nachdem ihre Determinante D negativ oder positiv ist. 
Dies vorausgeschickt, betrachten wir eine beliebige lineare Trans- 


formation ; 

L= aL ) 
© ®) yap bay" 
Durch dieselbe geht die Form (1) in die Form 
(7) fS=fHa'e?+ 2 avy +ec'y”? 
liber, wo 


a’ = ae + 2bay + cy’, 
(8) : bb = aap + b(ad + By) + cd, 
¢ = ap’ + 2bBd + cd? 
ist. Es wird demnach durch die Transformation S jedem Punkte 
(a, b,c) ein bestimmter Punkt (a’, b’, c’) zugeordnet, und ein Blick 
auf die Gleichungen (8) lehrt, dass die durch diese Zuordnung ver- 
mittelte Umformung der Ebene eine Collineation ist. Wir wollen 
diese, der Transformation S entsprechende Collineation ebenfalls mit 
S bezeichnen. Bei der Collineation S geht der Kreis K in sich itiber. 
In der That werden die Formen (5), welche dem Punkte 4 des Kreises 
K entsprechen, durch die Transformation S in die Formen 
, , , "\79 9 , d1 — “ 
olax -+ By’ — A(ya’+ dy’)? = e(a—ya)? (x ~~ So e y’') 
iibergefiihrt. Dem Punkte 4 des Kreises K entspricht also vermége 
der Collineation S der Punkt 4’ des Kreises K, wo 
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a 6i—B ‘ 
(9) pve 
a» SS 
ya +a 
ist. Die Peripherie des Kreises K wird also durch die Collineation S 
projectiv auf sich selber bezogen. Schneidet irgend eine Gerade g den 
Kreis K in den Punkten 4, und 4, und sind 4,’ und 4,’ die diesen Punkten 
beziiglich entsprechenden Punkte, so wird in der Collineation S der 
Geraden g die Verbindungsgerade g’ der Punkte 4,’ und A,’ entsprechen. 
Hiernach leuchtet ein, dass die Collineation S durch die projective 
Beziehung des Kreises K auf sich selber schon vollstindig bestimmt 
ist. Und dieser Umstand bringt es mit sich, dass wir die Transfor- 
mationstheorie der biniren quadratischen Formen auf das Studium der 
projectiven Beziehungen des Kreises K auf sich selber (also auf das 
Studium der Formen mit verschwindender Determinante) werden griinden 
kénnen. *) 
Durch die projective Beziehung (9) sind die Coefficienten a, B, y, 0, 
der Transformation S nur ihren Verhiltnissen nach bestimmt. Wir 
wollen aber zwei Transformationen 


» mo ,_ (a, B 
seas 5) uals (7 y) 


als nicht verschieden ansehen; wenn 

a:B:y:d=a': Pix’: I 
ist, und diese Festsetzung hat zur Folge, dass die projectivische Be- 
ziehung (9) die Transformation S vollstindig bestimmt. 

Fiigen wir hier noch eine Bemerkung hinzu, die sich auf das 
Vorzeichen der Determinante ad — By der Transformation S bezieht! 
Wenn 4 von — oo bis + oo wiichst, so wird der Punkt 4 gerade die 
Peripherie des Kreises K beschreiben. Den Sinn, in welchem dies 
geschieht, wollen wir den positiven Durchlaufungssinn des Kreises K 
nennen, Wenn nun der Punkt 4 den Kreis K im positiven Sinne 
durchliuft, so wird der nach (9) entsprechende Punkt 4’ den Kreis K 
gleichzeitig durchlaufen, und zwar ebenfalls im positiven Sinne, wenn 
ad — By positiv ist, dagegen im entgegengesetzten (negativen) Sinne, 
wenn ad — By negativ ist. 

Zur Erleichterung der Ausdrucksweise werden wir iibrigens weiter- 
hin, sofern kein Missverstiindniss zu befiirchten ist, sagen ,,der Punkt 
(a, b, c) oder allgemeiner irgend eine Figur /’ gehe durch die Trans- 





*) In gleicher Weise wird man der Transformationstheorie der cubischen 
Formen die projectivischen Beziehungen einer Raumcurve 3. Ordnung auf sich 
selber u. 8, w. zu Grunde legen kénnen. Vergl. iibrigens die allgemeinen Aus- 
fiihrungen am Schlusse der Arbeit, 
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formation S in den Punkt (a’, b’, c’) bez. in die Figur F” iiber“‘, wenn 
die Collineation § den Punkt (a, b, c) bez. die Figur F in den Punkt 
(a’, b', ce’) bez, die Figur F’ iiberfiihrt. 


§ 3. 
Die ganzzahligen linearen Transformationen der Determinante 1. 


Wir verstehen von jetzt ab unter einer Transformation S stets 
eine solche, deren Coefficienten a, 8, y, 0 ganze Zahlen der Determinante 


ad — By=—1 


sind. Durch eine Transformation S gehen die Endpunkte =, = einer 

Elementarsehne nach (9) in die Punkte ROE ST tee, RE ee. 
au— yr av—ys 

Die letzteren bilden wieder die Endpunkte einer Elementarsehne; denn 


es ist 
(au—yr) (—Bv-+8s) — (avo—ys) (—Bu+ér) 
= (ad—By) (us—vr)=—=+1. 
Somit besteht der 

Satz 8. Durch eine Transformation S geht jede Elementarsehne 
wieder in eine Elementarsehne iiber. 

Und hieraus folgt unmittelbar der 

Satz 9. Durch eine Transformation S geht jedes Elementardreieck 
wieder in ein Elementardreieck tiber. 

An diesen Satz kniipft sich sofort die Frage: Giebt es Trans- 
formationen S, die das Dreieck A in das Dreieck A’ iiberftthren, wo 
A und A’ irgend zwei Elementardreiecke bezeichnen? » 

Wir betrachten hier zuniichst den Fall, wo A’ das Dreieck 01ca0o 
ist. Die Ecken des Dreiecks A seien die Punkte p, q, 7, so sind 


B B+ vet a 


P=p I=y4e Ty 

drei aufeinanderfolgende Glieder einer Farey’schen Reihe (Satz 6). 
Eine Transformation S, welche A in das Dreieck 01oo iiberfiihrt, 

muss nun die Punkte p,q, r in irgend einer Reihenfolge in die Punkte 

0,1, 00 tiberfiihren, Da aber bei jeder Transformation S der positive 

Durchlaufungssinn des Kreises K wieder in den positiven Durch- 

laufungssinn tibergeht, so kommen nur die drei Zuordnungen 


P,Q T\, (49% P\, (7% Pr Y 

0, 1, a7’ \0, 1, 7’ Aaje- 
in Betracht. Diesen drei Zuordnungen entsprechend erhalten wir die 
Transformationen 
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y a, B —6, «+ B ’ a+B6B, ae 
- aoe a)” 7 (<3: y+ 6)? —— (40. —— 
welche das Dreieck A in das Dreieck O1loo iiberfiihren. Da jede 
dieser Transformationen eine andere Ecke des Dreiecks A in den 
Punkt oo iiberfiihrt, so kénnen wir den Satz aussprechen: 

Satz 10. Jedes Elementardreieck A ldsst sich durch eine einzige 
Transformation S so in das Dreieck 01co iiberfiihren, dass eine be- 
stimmte der Ecken des Elementardreiecks in den Punkt oo tibergeht. 

Den drei Ecken eines Elementardreiecks entsprechend giebt es so 
drei Transformationen (10), die dasselbe in das Dreieck 0100 tiberfiihren. 

Sind nun A und A’ irgend zwei Elementardreiecke, S’ eine der 
drei Transformationen, die A’ in das Dreieck 01loo iiberfiihren, und 
bezeichnet S eine Transformation, durch die A in A’ itibergeht, so ist 
klar, dass durch die zusammengesetzte Transformation SS’ das Dreieck 
A in das Dreieck 0lco tibergeht. Daher ist entweder SS’ = S, oder 
SS’ = S, oder SS’=S,. Hieraus folgt, dass es drei Transformationen, 
namlich 

S,(S’)-?, 8,(8’)-*, 8;(8°)-* 
giebt, die das Dreieck A in das Dreieck A’ iiberfiihren. 

Specialisiren wir den Satz 10 auf den Fall, wo das Dreieck A 
mit dem Dreieck Oloo zusammenfillt, also a=—1, B=0, y=0O, 
d = 1 ist, so erhalten wir das Resultat: 

Satz 11. Das Elementardreieck Oloo geht durch die Transfor- 
mationen 


1 0 0, —1 1, —1 
G4) (9 4)» (7 =). (7 0) 
und nur durch diese in sich iiber. 

Die diesen Transformationen (11) entsprechenden Collineationen 
haben eine einfache geometrische Bedeutung. Offenbar sind dieselben 
diejenigen Drehungen der Ebene um den Mittelpunkt O des Kreises K, 
bei welchen das Dreieck Olco mit sich zur Deckung kommt. 

Was die Elementarsehnen angeht, so wird jede soleche Sehne o 
durch zwei Transformationen S in die Sehne 0 oo (und durch ebenso- 
viele Transformationen in jede andere Elementarsehne) itibergehen. 
Denn die Sehne 6 ist Seite von zwei Elementardreiecken und jedes der 
letzteten lisst sich durch eine einzige Transformation so in das Dreieck 
Oloo iiberfthren, dass 6 in die Seite Ooo iibergeht. 

Jede Elementarsehne o geht durch eine einzige von der Identitat 
verschiedene Transformation in sich iiber, namlich durch eine der 
drei Transformationen, welche das eine der beiden iiber 6 méglichen 
Elementardreiecke in das andere iiberfiihren. Fiir die Elementarsehne 
Ooo insbesondere ist die betreffende Transformation diejenige, welche 


di 
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die Punkte 0, 1, co bez. in oo, —1, 0 iiberfiihrt, also, wie eine 
leichte Rechnung zeigt, die Transformation 


0, —1 
oF 
Punkte der Sehne Ooo, die durch diese Transformation einander 


zugewiesen werden, sind Spiegelpunkte von einander beziiglich des 
Durchmessers 01. 


§ 4. 
Reduction der quadratischen Formen mit negativer Determinante. 


‘ , bode R 
Jede quadratische Form, deren Determinante negativ ist, wird 
durch einen Punkt im Innern des Kreises K dargestellt. Wir setzen 
nun in Bezug auf diese Formen folgende Definition fest: 


Definition 4. Eine Form (a, b, c) von negativer Determinante 
heisst ,,reducirt“, wenn der thr entsprechende Punkt (a,b,c) im Innern 
oder auf dem Rande des Dreiecks 0100 liegt. 

Da die Elementardreiecke das Innere des Kreises K liickenlos 
bedecken, so wird der einer beliebigen Form negativer Determinante 
entsprechende Punkt im Innern oder auf dem Rande irgend eines 
Elementardreiecks A liegen. Jede der drei Transformationen S, durch 
die das Dreieck A in das Dreieck Oloe iibergeht, fiihrt offenbar die 
betreffende Form in eine reducirte Form tiber. Es gilt daher der 

Satz 12. Jede Form negativer Determinante ist einer reducirten 
Form dquivalent. 

Ist (a, b, ce) eine reducirte Form, deren repriisentirender Punkt 
im Innern (nicht auf dem Rande) des Dreiecks 0100 liegt, so wird 
dieselbe durch die und nur durch die Transformationen S wieder in 
eine reducirte Form iibergehen, welche das Dreieck Oloo in sich 
tiberfiihren. 

Unter Riicksicht auf den Satz 11 folgt hieraus: 


Satz 13. Die reducirten Formen, deren représentirende Punkte 
im Innern (nicht auf dem Rande) des Dreiecks 0100 liegen, ordnen 
sich in Tripel unter einander dquivalenter, wie 
(a,b,c), (c, —(b+0), a+2b+c), (a+2b+e, —(a+b), a). 
Zwei solche reducirte Formen sind nur dann dquivalent, wenn sie dem- 
selber. Tripel angehiren. 


Die drei Formen eines solchen Tripels sind von einander ver- 
schieden, mit Ausnahme des Falles 


a=x=—2b—c, 


in welchem die drei Formen unter einander identisch werden. Der 
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Reprisentant der Formen, fiir welche a= — 2b —c ist, ist der Mittel- 
punkt O des Kreises K, was unmittelbar aus der geometrischen Be- 
deutung der Transformationen (11) einleuchtet. 

Ist (a, b, c) eine reducirte Form, deren Reprisentant auf einer 
Seite, etwa auf der Seite Ooo des Dreiecks Oloo liegt, so geht die- 
selbe durch die Transformationen (11) in Aquivalente Formen iiber, 
deren Repriisentanten auf den Seiten 01 bez. loo liegen. Ferner 
wird die Transformation S die Form (a, b, c) dann und nur dann in 
eine Form, deren Repriisentant ebenfalls auf der Seite Ooo liegt, iiber- 
fiihren, wenn die Transformation S die Sehne Ooo fest lisst, wenn 


. ; —1)\. 
also S entweder die identische oder die Transformation ( 0 ) ist. 
Aus diesen Bemerkungen ergiebt sich der 

Satz 14. Die reducirten Formen, deren reprisentirende Punkte 


auf den Seiten des Dreiecks Oloo liegen, gruppiren sich zu je sechs 
unter einander dquivalenten, wie 


(a, 0, ce), (ce, —e, a+e), (a+e, —a, a), 

(c, 0, a), (a, —a, a+ec), (a+ec, —e, ©). 
Zwei solche reducirte Formen sind nur dann dquivalent, wenn sie einer 
derartigen Gruppe von sechs Formen angehoren. 

Die sechs Formen sind, wie am einfachsten aus der geometrischen 
Gruppirung der entsprechenden Punkte hervorgeht, stets von einander 
verschieden, mit einziger Ausnahme des Falles, wo die Repriisentanten 
der Formen mit den Mitten der Seiten des Dreiecks 0100 zusammen- 
fallen. Dann reduciren sich die sechs Formen auf nur drei, nimlich 

(a, 0, a), (a, —a, 2a), (2a, —a, a). 

Betrachtet man a, b, c als laufende Coordinaten, so sind die 
Gleichungen der Seiten O00, co1, 10 des Dreiecks 0100 beziiglich 
(12) b=0, a+b=0, c+bd=0, 


und hieraus folgt: 


Satz 15. Die Form (a, b, c) negativer Determinante ist eine 
reducirte Form, wenn die nicht verschwindenden unter den Zahlen 
—b, a+b, c+) gleiches Vorzeichen haben. 

Die Vorzeichen der Verhiltnisse So =i att sind namlich 
im Innern des Dreiecks 01oo constant und iindern sich beim Ueber- 
schreiten der Seiten des Dreiecks. Indem man diese Verhiiltnisse fiir 
den Mittelpunkt O des Kreises K, dessen Coordinaten 


-a:b:e=m2:—1:2 


sind, berechnet, erkennt man, dass die Verhiiltnisse im Innern des 
Dreiecks positiv sind. 
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Die in diesem Paragraphen entwickelten Siitze enthalten die voll- 
stiindige Theorie der Reduction quadratischer Formen von negativer 
Determinante. Wir fiigen nur noch zwei Bemerkungen hinzu: 

Erstens: Ist irgend eine Form gegeben, so hat man, um dieselbe 
zu reduciren, dasjenige EKlementardreieck aufzusuchen, in welches der 
die Form repriisentirende Punkt fallt. Wie dieses auf Grund eines 
einfachen Algorithmus geschieht, wollen wir im nichsten Paragraphen 
zeigen. 

Zweitens: Will man die Definition der reducirten Formen so 
stellen, dass jede Form ausnahmslos einer und nur einer reducirten 
Form iiquivalent ist, so erzielt man dies offenbar dadurch, dass man 
eine Form reducirt nennt, wenn ihr Repriisentant dem Dreieck 0000 
angehért, wobei nur die stark ausgezeichnete Hilfte des Randes des 
Dreiecks zu diesem zu rechnen ist. (Vgl. Fig. 1.) 


~ 


§ 5. 
Algorithmus zur Reduction einer Form von negativer Determinante. 


Um das Elementardreieck zu bestimmen, in dessen Innern oder 
auf dessen Rand der Punkt (a, b, c) liegt, welcher die Form negativer 
Determinante 
(13) f=az*+ 2bay+cy? 
reprisentirt, suchen wir in der Reihe der Farey’schen Polygone 
Py, P,, P., ... das erste auf, in welches der Punkt (a, b, c) fiallt. 
Ist P, irgend ein Farey’sches Polygon, so setzt sich das Innere des 
Kreises K zusammen aus dem Polygone P, und den Kreissegmenten, 
die tiber den Seiten des Polygones P, liegen. Liegt nun der Punkt 
(a, 6, c) ausserhalb (auch nicht auf dem Rande) des Polygones P,, 
so muss sich derselbe in einem dieser Kreissegmente befinden, Sind 
die Punkte p und y die Endpunkte der Seite des Polygones P,, welche 
das betreffende Kreissegment begrenzt, so sollen die Briiche p und r 
ein ,,Ndherungspaar“ des Punktes (a, b, c) oder der Form (a, b, ¢) 
heissen. 

Den Polygonen P,, P,, P., ... entspricht so je ein Niaherungs- 
paar des Punktes (a, b, c) und zwar so lange, bis wir an ein Polygon 
gelangen, auf dessen Rand oder in dessen Inneres der Punkt (a, bd, c) 
fallt. Wir setzen voraus, dass die Briiche p und r in derselben Form 
geschrieben werden, in welcher sie als aufeinanderfolgende Glieder der 
Farey’schen Reihe erscheinen.*) Insbesondere ist zu beachten, dass 

*) In jeder Farey’schen Reihe ist = das erste, ~ das letzte Glied; alle 


anderen Glieder werden als reducirte Briiche mit positivem Nenner geschrieben. 
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das aus dem Polygone P, (dem Zweieck Ooo) entnommene Niherungs- 
paar 
—1 


1 od 
» r=5 oder p=, g= 


eIo 


p=— 


rio 


ist, je machdem der Punkt (a, b, c) sich mit dem Punkte 1 des 
Kreises K oder mit dem Punkte — 1 des Kreises K auf derselben 
Seite der Geraden Ooc befindet. 

Zur Bestimmung der Naherungspaare eines Punktes (a, b, ¢) 
dienen folgende Betrachtungen. Es sei 


~~ oe 
(14) ene, ¢ 


ein Naherungspaar. In der ersten Farey’schen Reihe, in welcher p 
und y nicht mehr aufeinanderfolgende Glieder sind, tritt der Bruch 


(15) q==, wo §&=§& +8, 13 =m +%) 


zwischen p und ry. Liegt der Punkt (a, b,c) im Innern des Dreiecks 
par oder auf einer der beiden Seiten pq, gr, so ist (p, r) das letzte 
iiberhaupt existirende Naiherungspaar. Liegt der Punkt (a, b, c) in 
dem von pq begrenzten Kreissegment, so bilden die Briiche p, q, 
liegt er in dem von gr begrenzten Kreissegment, die Briiche q, r das 


auf (p, r) folgende Niherungspaar. Nun gehen durch die Trans- 
formation 


\ _ é, E, 
(16) as fs =) 
die Punkte p,q,7 in die Punkte 0,1, 00 bez. tiber. Durch dieselbe 
Transformation gehe die Form (a, b, ¢) in die Form (a’, 0’, c’) iiber. 
Dann wird der Punkt (a’, b,, ec’) gerade so zu dem Dreieck O1lco 
liegen, wie der Punkt (a,b,c) zu dem Dreieck pqr. Es folgt also: 
1) Liegt der Punkt (a’, b’, c’) im Dreieck Oloo oder auf einer 
der Seiten 01, loo, was der Fall ist, wenn die Quotienten 
v v’ 
a+b? e+ 
beide negativ sind oder einer von ihnen unendlich ist, so ist p, 7 das 


letzte existirende Niherungspaar. Zugleich geht die Form (a, b, c) 
durch die Transformation S in die reducirte Form (a’, b’, c’) tiber. 


2) Liegt der Punkt (a’, U’, c’) in dem von 01 begrenzten Kreis- 


segment, was der Fall ist, wenn oF positiv ist, so ist (p,q) das 
auf (p, 7) folgende Niaherungspaar. 
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3) Liegt der Punkt (a’, 0’, c’) in dem von lco begrenzten Kreis- 





segment, was der Fall ist, wenn positiv ist, so ist (qg,7r) das 


a’+0’ 
auf (p, 7) folgende Naherungspaar. 


Was die Werthe von a’, 0’, c’, a’'+0’, c’+ 0’ angeht, so erhiilt 
man dieselben auf folgende Weise: Man setze 


(17) fo ak? + 2dEin: + en?, fix 8 & +O (Eim+e yn) + enim 
(i,k = 1, 2, 3) 


und stelle diese Werthe mit r und p in dieser Folge zusammen: 


(18) "— 5, p —+, fis fre» foe fis» fos fe 


Es bestehen dann die Gleichungen: 


(19) fsa=fi +h» hos = fe + fie» fs =his + hos» 


so dass man durch einfache Additionen die Werthe /f,,, f.3, fy aus 
fi> fies fe erhialt. Da nun offenbar 


a=f,, V=f,, =f, 
a +bU=f,;, ¢ +b =f. 
Es ist daher p, r das letzte Niherungspaar (und (a, b, ce) geht 


ist, so hat man 


durch (* é:) in die reducirte Form (f;, fio, fo) Uber) , wenn die 


Werthe /;, /,3 entgegengesetztes Zeichen haben, wie /,., oder’ wenn 
einer dieser Werthe verschwindet. Andernfalls folgt auf das Paar 


5 & das Paar bs § oder das Paar bt § je nachdem /;, und f,, 
™ Ns Ne mm 1s - i 


oder f,, und f,, gleiche Zeichen haben. 
Ausgehend von dem ersten Niherungspaar 


i 
Io 


, dem die Werthe f,—a, f,,— 6b, fp=—c, 


Q’ 
bez. 
+) —o» dem die Werthe fy=c, fy»=—b, fy=a 


entsprechen, kann man hiernach successive alle Niherungspaare durch 
einfache Additionen finden und erhilt mit dem letzten Niherungs- 
paare eine Transformation, welche die Form (a, b, c) in eine reducirte 





tiberfiihrt. Was das erste Niherungspaar angeht, so ist dasselbe >, =s 
oder a, ; je nachdem ae a beide positiv sind oder nicht. 


7 
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Beispiel 1. 
Die Form (78, — 53, 37) zu reduciren. 
Man erhilt folgende Tabelle: 














* i 2 | f | fiz fo | fis hes hs 
OT a taal. iotend ant sont a 
5 | 7 | 78} —53| 37} 25 |—16] 9 
14 9 |—16|37}—7| 21 | 14 

“ST? la | pers a 
-~|-/9/—7/4| 2] 7 1/19 
J be Sf it | 














Die gegebene Form geht also durch die Transformation (| 2) 
in die reducirte Form (9, — 7, 14) ier. 


Beispiel 2. 
Die Form (41, 35, 30) zu reduciren. 
Man erhilt in diesem Falle folgende Tabelle: 


ae 
~» 

S 
™, 





























| od 
| fie BS his | hos | fs 
=") pee a Cae ar 
: 5 | 30 |—35 41}—5| 6 | 1 
° 1=*| 30|—5 1 | 25 |—4| 21 
ES tel De Oe a oe 
51/52] 21 |-4 1 | 17 |—3/|14 
=*/=11y4/—3/1/| 1 |—2l 9 
LR KU leant ic Sith Hess ial 
=~; ae g 
=3|=31 # |—2| 1 7 |—1] 6 
Minbieat 2564 22st. 





Die gegebene Form geht also durch die Transformation ie ; a 1) 
in die reducirte Form (6, —1, 1) tier. 


Die dem letzten Niherungspaare entsprechenden Werthe f,, fj», 
fo, fis» fea, f, liefern iibrigens, wie aus den Satzen 13 und 14 folgt, 
unmittelbar alle reducirten Formen, denen die urspriinglich gegebene 
Form (a, 6, c) aiquivalent ist, Diese reducirten Formen sind nimlich 
(fis fiz» fe) (fos — fess fs)» (for, — fis» fA), 20 denen noch die durch 


; 
{ 
y 
f 
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Vertauschung der aiusseren Coefficienten entstehenden Formen hinzu- 
treten, falls eine der drei Zahlen /f,., f\3, fo; verschwindet. So sind 
z. B. die der Form (78, — 53, 37) aiquivalenten reducirten Formen die 
folgenden: 


(9, —7, 14) (14, —7, 9) (9, —2, 9), 
und die der Form (41, 35, 30) fiquivalenten reducirten Formen lauten: 
(6, —1, 1), (1, 0, 5), (5, — 5, 6), 
(1, — i, 6), (5, 0, 1), (6, bias 5, 5). 


§ 6. 
Reduction der quadratischen Formen mit positiver Determinante. 


Kine Form (a, b, c), deren Determinante D = b? — ac positiv 
ist, wird durch einen Punkt ausserhalb des Kreises K repriisentirt. 
Wir wollen indessen, da sich dieses als zweckmiissig erweist, an Stelle 
dieses Punktes seine Polare in Bezug auf den Kreis K als Repriisen- 
tanten der Form betrachten. 

Die Gleichung dieser Polare lautet 


(20) az—2by+cx=—0, 
wo x,y, die laufenden Coordinaten bezeichnen. Die Parameter der 


Durchschnittspunkte der Geraden (20) mit dem Kreise K sind die 
Wurzeln der Gleichung 


(21) avVt2ba+tc=0 

und haben also die Werthe: 

9° —§-+-VD $=. 7D 
(22) 4 Ot ae SS. 





Das Zeichen YD soll hier den positiven Werth der Quadratwurzel 
bedeuten und die Wurzel 4, midge als die ,,erste“, die Wurzel A, als 
die ,,zweite“ Wurzel der Form (a, b, c) bezeichnet werden, 

Geht die Form (a, b, c) durch eine Transformation S in die Form 
(a’, b', ce’) tiber, so geht bei der entsprechenden Collineation S die 
Gerade 4,4,, welche die Form (a, b, c) repriisentirt, in die Gerade 
1,4,’ tiber, welche die Form (a’, b’, c’) repriisentirt. Und zwar zeigt 
eine kurze Rechnung*), dass sich die ersten Wurzeln und die zweiten 
Wurzeln entsprechen, d. h. dass bei der Collineation S der Punkt 4, 
des Kreises K in den Punkt 4,’, der Punkt A, in den Punkt 4,’ 
tibergeht. 


*) Vgl. Dirichlet, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, herausgegeben von 
R. Dedekind, 4, Auflage, (Braunschweig 1894) 4. Abschnitt, § 73. 


q* 
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Wir bemerken noch, dass wir, um triviale Ausnahmen zu ver- 
meiden, nur Formen betrachten wollen, deren Wourzeln 4,, 4, irra- 
tional sind. 

Dies vorausgeschickt, definiren wir die reducirten Formen so: 


Definition 5. Eine Form (a, b, c) von positiver Determinante 
heisst reducirt, wenn thre erste Wurzel 4, positiv, ihre zweite Wurzel A, 
negatw ist. 

Fiir eine reducirte Form liegen die Punkte 4, und 4, des Kreises K 
auf verschiedenen Seiten der Elementarsehne Ooo, niimlich 4, auf der- 
jenigen Seite, auf welcher der Punkt + 1 und A, auf derjenigen Seite, 
auf welcher der Punkt — 1 liegt. Die der Form entsprechende Gerade 
4,4, schneidet also die Elementarsehne Ooo. 

Aus den Gleichungen 





? 


2VD 
4, —ag=——, Ade 


liest man unmittelbar den Satz ab: 


Satz 16. Eine Form (a, b, c) von positiver Determinante ist 
dann und nur dann reducirt, wenn ihr erster Coefficient a positiv, thr 
letzter Coefficient c negativ ist. 


Bezeichnet jetzt (a, b, c) eine beliebige Form positiver Deter- 
minante und ist pr eine Elementarsehne, welche die der Form ent- 
sprechende Gerade 4,4, trifft, so giebt es zwei Transformationen S, 
welche pr in die Elementarsehne Ooo iiberfiihren. Offenbar geht 
durch die eine dieser beiden Transformationen die Form (a, 0, ¢) in 
eine reducirte Form iiber. Da aber die Gerade 4,4, nothwendig ge- 
wisse Elementardreiecke durchschneidet (denn diese erfiillen das Innere 
des Kreises K liickenlos), so giebt es stets auch Elementarsehnen pr, 
welche die Gerade 4,4, treffen. Es folgt also: 


Satz 17. Jede Form (a, b, c) positiver Determinante ist einer 
reducirten Form dquivalent. Und zwar entspricht jeder Elementarsehne, 
welche die die Form repriisentirende Gerade 4,4, trifft, eine ganz be- 
stimmte Transformation S, welche die Form in eine reducirte Form 
tiberfiihrt. 


Bezeichnen wir mit 


SS ee | 
= he Ne” . m1 
die Parameter der Endpunkte einer 4,4, treffenden Elementarsehne, 


so dass Bs, fi zwei aufeinander folgende Glieder einer Farey’schen 
2 i 


Reihe sind, so werden 


(24) 5 (= =) 9 = (= ., fr) 
” M MJ? “2 \~—m, 
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die beiden Transformationen sein, die pr in die Elementarsehne 0co 
iiberfiihren. Wenn wir ferner fiir die Form positiver Determinante 
(25) f=a2z?+ 2bay+cy* 
dieselben Bezeichnungen beibehalten, die wir in § 5 durch die 
Gleichungen (17) fiir Formen negativer Determinante eingefiihrt haben, 
so geht die Form (a, b, c) durch die Transformationen (24) in die 
Formen (f,, fis fo) bez. (fo, —fie, f;) tiber. Von diesen beiden 
Formen ist die erste oder die zweite reducirt, je nachdem von den 
beiden Zahlen f,, f, die erste oder die zweite positiv ist. 

Es ist nun zweckmissig, folgende Festsetzung zu treffen: 


Definition 6. Ist (A, B,C) eine Form positiver Determinante, 
deren dussere Coefficienten A, C entgegengesetzte Vorzeichen haben, so 
soll (A, B, C), die Form (A, B, C) oder die Form (C, —B, A) 
bedeuten , je nachdem A oder C positiv ist. 

Wir kénnen dann folgenden Satz aussprechen: 


Satz 18. Die der Form (25) dquivalente reducirte Form, welche 
der durch die Parameter (23) bestimmten Elementarsehne entspricht, ist 
die Form (f,, fio» foe. Die entsprechende Transformation ist die 
Transformation S, oder S,, je nachdem f, oder f, positiv ist. 


§ 7. 
Die Ketten reducirter Formen. 


Wir wollen nun zuniichst die Gesammtheit der Elementarsehnen 
niiher betrachten, welche die einer Form (a, bd, ¢) positiver Deter- 
minante entsprechende Gerade 4A, A, treffen. Zu dem Ende sei A 
irgend ein Elementardreieck, welches von der Geraden 4, 4, durch- 
schnitten wird; 6 und o’ seien die Seiten des Dreiecks A, welche 
von der Geraden 4,4, getroffen werden. Und zwar mége ein Punkt, 
der die Gerade 4,4, in der Richtung von A, nach 4, durchlauft, durch 
die Seite o in das Dreieck A eintreten, durch die Seite o’ austreten. 
Die beiden Seiten 6 und o’ sind Elementarsehnen, welche die Gerade 
4,4, treffen. Wir wollen dieselben als ,,Nachbarsehnen“ (beziiglich 
der Form (a, b, c)) bezeichnen und des Niheren o’ die _,,rechte“ 
Nachbarsehne von 6 und o die ,linke“ Nachbarsehne von o’ nennen. 
Da jede Elementarsehne Seite von zwei Elementardreiecken ist, die 
zu verschiedenen Seiten der Elementarsehne liegen, so folgt sofort: 

Satz 19. Jede die Gerade 4,4, treffende Elementarsehne besitet 
eine einzige rechte und eine einzige linke Nachbarsehne. 

Indem wir jetzt mit 6, irgend eine Elementarsehne bezeichnen, 
welche die Gerade 4,4, trifft, kénnen wir, von 6, ausgehend, eine 
nach rechts und links unbegrenzte Reihe von Elementarsehnen 








: 
| 
| 
| 
| 
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(26) 0 2 ap Gugy Outy Gey Gy Gyy - o> 

bilden, von denen jede die Gerade 4,4, trifft und die rechte Nachbar- 
sehne der vorhergehenden und die linke Nachbarsehne der folgenden 
ist.*) Da die Stiicke der Geraden 4,A,, 
die von aufeinander folgenden Sehnen 
der Reihe (26) abgeschnitten werden, 
sich aneinander legend die ganze Gerade 
4,4, ausfiillen, so ist klar, dass jede 
4,4, treffende Elementarsehne in der 
Reihe (26) ihren Platz findet. Jeder 
einzelnen Elementarsehne 6; entspricht 
nun eine bestimmte Transformation S;,, 
welche die Form (a, b, c) in eine redu- 
cirte Form q; iiberfiihrt. Der Reihe (26) 
entsprechend erhalten wir also eine Reihe 
von Transformationen 

(27) as 0 ap Bee Gigs Ts Bie Ge 4 2 6 

die, auf die Form f angewandt, die Reihe der f aiquivalenten reducirten 
Formen 

(28) +++ P-2, P-1» Por Pi» Pr» + 

ergeben. 

Definition 7. Die Formenreihe (28) soll die zur Form f ge- 
horige ,,Kette reducirter Formen“ heissen. 

Man beachte, dass durch die Form f die zugehérige Kette nur 
in Bezug auf die Aufeinanderfolge ihrer Glieder bestimmt ist. Die- 
jenige Elementarsehne nimlich, die wir mit 6, bezeichneten, haben 
wir willkiirlich aus der Gesammtheit derjenigen, welche die Gerade 
4,4, treffen, ausgewihlt. Hitten wir nun diejenige Elementarsehne 
mit 6) bezeichnet, die in der Reihe (26) den Index n triigt, so ist 
klar, dass wir an Stelle der Kette (28) die folgende 


(28) 2+ Pn—2, Pn-1, Puy Pnti, Pnte, -- 
erhalten hitten, die aus der Kette (28) durch eine Verschiebung aller 
Glieder hervorgeht. 

Wir werden nun die Kette (28’) als nicht verschieden von der 
Kette (28) ansehen, also zwei Ketten als identisch betrachten, wenn 
die eine aus der anderen durch eine blosse Verschiebung der Glieder 
hervorgeht. Dann leuchtet ein, dass durch eine Form / die zugehirige 
Kette reducirter Formen vollstiindig bestimmt ist. 

Wir beweisen nun den folgenden Satz, welcher die Theorie der 
Reduction quadratischer Formen von positiver Determinante zum Ab- 
schluss bringt: 





Fig. 4. 


*) Vgl. Fig. 4. 
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Satz 20. Zwei Formen von positiver Determinante sind stets und 
nur dann dquivalent, wenn zu der einen Form dieselbe Kette reducirter 
Formen gehirt, wie zu der anderen Form, 

Es sei f irgend eine Form positiver Determinante, die durch die 
Transformation S in die Form f’ tibergehe, so dass 

\ “a , 
(29) fS=f 
ist. Die zu der Form f gehérigen Reihen von Elementarsehnen, 
Transformationen und reducirten Formen mégen beziiglich mit 


(30) oo Ce Ce, ee Gs Ge 
(31) ++ i. os i oo 
(32) se + P-2, P-1, Por Pir Po» 


bezeichnet werden. Da nun durch die Transformation S die Gerade 
4,4,, welche die Form / repriisentirt, in die Gerade 4,’4,' iibergeht, 
die die Form f’ repriisentirt, so wird die Reihe der Elementarsehnen 
(26) durch die Transformation S in die Reihe der Elementarsehnen (30) 
iibergehen. Nehmen wir an, dass 6, in 6, iibergeht, so wird o,’ in 
Gai, Op) IM Gare U.S. W., allgemein 

Gin 644: (¢=0, +1, +2,...) 
iibergehen. Die Transformation S—'S; fiihrt die Sehne 6,4; in die 
Elementarsehne Qoo‘iiber, und man schliesst daraus sofort, dass 
(33) Si4i—S-18,, und S—S(Si:)7 (=0, +1, +2,...) 
ist. Nun geht die Form g,;; durch die Transformation S,4; aus der 
Form f’ hervor. Es ist also 
Pni =f Sai =fS. S28; = fS; = gi (= 0, +1, +2,. a 

Damit sind wir zu folgendem Resultate gelangt: 

Satz 21. Geht die Form f durch die Transformation S in f’ diber 
und sind (28) und (32) die zu den Formen f und f° gehirigen Ketten 
reducirter Formen, sowie (27) und (31) die bez. entsprechenden Reihen 
von Transformationen, so ist, fiir jeden Index i, 

(34) Pri =i, S=S,(Sri), 
unter n eine feste ganze Zahl verstanden. 

Die Zahl n ist, nach Fixirung der Ketten (28), (32), durch die 
Transformation S eindeutig bestimmt. Denn aus 

S = Si(Sn4i) —_ Si( AY) folgt Si+i = ay 
und daher »=m, weil die Transformationen (31) simmtlich von 
einander verschieden sind, da jede eine andere Elementarsehne in die 
Sehne Ooo iiberfiihrt. 

Betrachten wir jetzt irgend zwei Formen f und f’ von positiver 
Determinante, und nehmen wir an, dass die zu ihnen gehdrenden 
Ketten (28) bez. (32) irgend ein Glied gemeinsam haben, dass etwa 
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Po = Pa 


fSo= Qo, [Sa = Qn, 
dass f durch die Transformation 
S = 8,(S;)-" 
in f tibergeht. Der Satz 21 lisst sich hiernach so umkehren: 

Satz 22. Wenn die zu zwei Formen f und f’ gehirenden Ketten 
(28) bez. (32) irgend ein Glied gemeinsam haben, wenn etwa Py = Pn 
ist, so geht die Form f durch die Transformation 8,(S,)-! = S in 
die Form f* tiber. Zugleich ist dann (nach Satz 21) fiir jeden Index i 

Vi —QPo4i und S—S§;(S,4,)-. 
Aus den Siitzen 21 und 22 geht der Satz 20 unmittelbar als Corollar 
hervor. 


sei, so folgt, aus 


§ 8. 
Transformation einer Form positiver Determinante in sich. 

Wenden wir die Siitze 21 und 22 auf den Fall an, wo die Form /f’ 
mit der Form f identisch ist, so erhalten wir folgende Methode zur 
Bestimmung aller Transformationen S, welche die beliebige Form / 
positiver Determinante in sich iiberfiihren. 

Man nehme aus der zu f gehérigen Kette reducirter Formen (28) 
irgend eine Form, etwa g, und suche alle Formen der Kette, die mit 
@, identisch sind. Ist g, eine solche Form, also gy, =, so ist 
S = 8,8," eine f in sich selbst tiberfiihrende Transformation. Zu- 
gleich ist dann fiir jeden Index i die Form 9,4; mit g; identisch. 
Bezeichnet also |n| den numerischen Werth von nm, so besteht die 
Kette (28) aus der periodischen Wiederholung der || Formen 


Por Pir Par +++» Pinj—1: 
Durch bekannte einfache Schliisse folgert man hieraus: 

Satz 23. Die Form f besitzt stets und nur dann Transformationen 
in sich, die von der identischen Transformation verschieden sind, wenn 
in der zu f gehirenden Kette (28) reducirter Formen ein und dieselbe 
Form mehrfach auftritt. Ist dann in der Reihe 9, 9,, Po, .-- die 
Form om die erste, welche mit op, identisch ist, so besteht die nae (28) 
aus der periodischen Wiederholung der m Formen 


Por Pir Por +++» Pm-i- 
Die Transformation S = 8,8," fiihrt f in sich iiber wnd jede andere 
Transformation, die ebenfalls f in sich tiberfiihrt, ist eine Potenz der 
Transformation 8. 
Dieser Satz findet unmittelbare Anwendung auf den Fall, wo die 
Coefficienten a, b, ¢ der Form f ganze Zahlen sind. Denn fiir eine 


_. 
} 4 


ele et i OL 
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reducirte Form (A, B, C) der Determinante B? —- AC =b?—ac=D 
ist der Coefficient A positiv, der Coefficient C negativ. Es giebt 
also, da 
B?+A-(—C)=D 

sein muss, nur eine endliche Anzahl solcher reducirter Formen, und 
in der zu f gehdrenden Kette (28) muss also nothwendig ein- und 
dieselbe Form mehrfach auftreten. Jede ganzzahlige Form positiver 
Determinante besitzt also von der Identitait vesschiedene Transforma- 
tionen in sich, die auf Grund des Satzes (23) bestimmt werden kénuen. 
Umgekehrt zeigt man leicht, dass jede Form, die eine Transformation 
in sich besitzt, eine ganzzahlige Form ist, oder doch in eine solche 
durch Division mit einem ihren Coefficienten eventuell gemeinsamen 
Factor tibergeht *) 


§ 9. 
Algorithmus zur Reductior. einer Form von positiver Determinante. 


Ks sei 
(35) f=ax*> + 2bry + cy? 


irgend eine Form positiver Determinante, 4, und A, ihre beiden 
Wurzeln. Wir entnehmen aus jeder Farey’schen Reihe (mit der 
,nullten* beginnend) die beiden aufeinander folgenden Glieder, zwischen 
welchen A, liegt. Auf diese Weise erhalten wir die Paare von Niherungs- 


briichen der Wurzel 4,, die wir mit 
s 
ap (1) (1) 
(36) Wigs Hay Bey « + op Bante Me p> Meats «>< 


bezeichnen.**) Indem wir annehmen, dass das Paar x) aus der ersten 


Farey’schen Reihe stammt, welche ein zwischen die beiden Wurzeln 
4, und A, fallendes Glied enthilt, werden die aus den vorhergehenden 
Reihen stammenden Paare zugleich Niherungspaare der Wurzel 4, 
sein. Die Reihe der Niherungspaare der Wurzel 4, bezeichnen wir mit 
(37) Bs: Man Bay +0 Benes Oy MS «> 

Jedes in den Reihen (36) und (37) auftretende Paar besteht aus 
zwei Briichen 


(38) po, pam 2, 


*) Vgl. Dirichlet, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, Abschnitt IV, wo sich 
die hierhergehérige Litteratur (pag. 200) findet. Vgl. auch die weiter unten 
erwihnten Stellen in Klein-Fricke’s Vorlesungen iiber elliptische Modul- 
functionen. 

**) Man sehe die oben citirte Abhandlung des Verfassers tiber die angeniherte 
Darstellung der Zahlen durck rationale Briiche. 
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die zwei aufeinander folgende Glieder einer Farey’schen Reibe bilden. 
Indem wir 

(39) B—hth mn—ntm g=* 

setzen und die Bezeichnungen von § 5 beibehalten, ordnen wir den 
Briichen 


die Zahlen 
(40) hi» hie» fo» fis» fos» fs 


zu, von denen die drei letzten aus den drei ersten sich vermége der 
Gleichungen 


(41) fs=fths» fs=hths h=hs ths 
ableiten lassen. 

Wir wollen nun zuniichst zeigen, wie man aus irgend einem Paare 
(38) der Reihen (36) und (37) das nachstfolgende Paar der betretfenden 
Reihe finden kann, welches entweder das Paar pq oder das Paar qr 
sein wird. 

Die Punkte p,q, 7 des Kreises K gehen durch die Transformation 


(* =) in die Punkte 0, 1, co bez. iiber. Durch dieselbe Trans- 
1 


No 
formation geht die Form f in die Form 


fv + 2fery + hy’, 
also die Punkte 4, und 4, tm die Punkte 4,’ bez, 4,’ tiber, wo 4,’, A,’ 
die Wurzeln der Gleichung 
(42) fA? + 2f24 +h =0 
bezeichnen. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
das Paar (p,r) sich unter den Paaren a), m,,... Mn-1 findet, ist 
nun die, dass die Punkte 4, und 4, beide zwischen p und r, d. h. 
auf dem Bogen pqr des Kreises K liegen, also 4,’ und 4,’ auf dem 
Bogen Oloo, Diese Bedingung ist damit gleichbedeutend, dass 4,’ 
und 4,’ positiv sind, oder, was offenbar auf dasselbe hinauskommt, 
dass f, und f, unter einander gleiches, aber entgegengesetztes Vor- 
zeichen wie /,, besitzen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass das 
Paar (p,7) sich unter den iibrigen Paaren der Reihen (36) und (37) 
findet ist die, dass p und r die Punkte 4, und A, trennen, dass also 
die Elementarsehne pr die Gerade 4,4, trifft. Diese Bedingung ist 
damit gleichbedeutend, dass 4,’ und 4,’ entgegengesetztes Vorzeichen 
oder, was auf dasselbe hinauskommt, dass f, und f, entgegengesetztes 
Vorzeichen besitzen. Hieraus schliessen wir: 
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. 1) Ist (p, 7) eines der ersten » Paare, die den Reihen (36) und 
(37) gemeinsam sind, so dass /, und f, dasselbe, aber entgegengesetztes 
Vorzeichen wie f,, haben, so unterscheiden wir zwei Fille: 
a) f,; hat dasselbe Vorzeichen wie /, und f,. Dann folgt auf 
d das Paar (p, 7) in beiden Reihen das Paar (p,q), wenn f), 
das Vorzeichen von /,, hat, dagegen das Paar (q, 7), wenn 
fi; das Vorzeichen von /, hat. 

b) f, hat entgegengesetztes Vorzeichen wie /, und f,. Dann 
ist (p, r) das letzte gemeinsame Paar z,_; und es folgt 
auf dieses Paar das Paar (q, 7) in derjenigen Reihe, welche 

r der grésseren der Wurzeln 4,, 2, entspricht, dagegen das 
Paar (p,q) in der der kleineren Wurzel entsprechenden Reihe. 


Aus der Gleichung 4, — 4, = sh folgt beiliiufig, dass A, 
a7 a 


oder A, die gréssere Wurzel ist, je nachdem a positiv oder 
negativ ist. 


“ 


2) Ist (p,7) irgend ein anderes Paar aus den Reihen (36) und 
(37), so sind f, und f, von entgegengesetztem Zeichen. Es folgt dann 
auf das Paar (p, 7) in der betreffenden Reihe das Paar (p,q), wenn 
f,; und f/,, dagegen das Paar (q, 7), wenn f, und f, entgegengesetztes 
Zeichen haben. 

Hiernach kann man, ausgehend von dem ersten Paare, successive 
alle Paare der Reihen (36) und (37), sowie die jedem Paare zugeord- 
neten Zahlen (40) leicht bestimmen. Damit ist dann aber auch die 
Reduction der Form f vollstiindig durchgefiihrt. Denn ist (p, r) irgend 
eines der Paure 


(1) (1) (2) (2) 
ny TWn+-1y sery Un y ntti, eee 


so trifft die entsprechende Elementarsehne pr die Gerade 4,2, und 
dieser Elementarsehne entspricht die f iquivalente reducirte Form 
| (fis fia» fee» (Vgl. Satz 18.) Die Elementarsehnen, welche den Paaren 


(2) (2) (1) (1) 
ee ey Wn+-1 Tn » Wn y Wnty eee 


entsprechen, stimmen aber offenbar mit der Reihe der Elementarsehnen 
(26) tiberein', so dass man unmittelbar die ganze Kette reducirter Formen 
erhiilt, die zu f gehért. Dabei ist nur zu beachten, dass fiir den Fall 
n= (, in welchem die beiden Reihen (36) und (37) keine gemein- | 


: . 1 2 
samen Anfangsglieder haben, den beiden Paaren zy’ und 2)’, von 


denen das eine aus den Briichen a 7 das andere aus den Briichen 
o) ; besteht, dieselbe Elementarsehne Oco entspricht. 

Kin paar Beispiele mégen den Algorithmus zur Bestimmung der 
Reihen (36) und (37), nebst den jedem Paare der Reihen zugeordneten 
Zahlen (40) erlautern. 
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§ 10. 
Die Charakteristiken quadratischer Irrationalitaten. 


Auf Grund der Betrachtungen des vorigen Paragraphen ist es 
leicht die Charakteristiken der Wurzeln 4, und A, einer quadratischen 
Form (35) zu bestimmen*). Wir nehmen der Einfachheit halber an, 
dass der erste Coefficient a der Form f positiv sei. Dann sind die den 
Paaren 2, %,,...-, %a-1 entsprechenden Zahlen /,, negativ. Die 
Zahlen f,, welche den Paaren 2), 22) .,... entsprechen, sind positiv, 
diejenigen, welche den Paaren 2@), x@),,... entsprechen, negativ. 
Von den beiden Wurzeln 4,, 4, ist ferner die erste die gréssere. 

Es sei nun (p, 7) irgend ein Paar, welches in einer der Reihen 
(36), (37) auftritt. Dann ist das folgende Paar (p,q) oder das Paar 
(q,7), je nachdem gq grosser oder kleiner ist als 4, bez. 4,. Im ersten 
Falle entspricht dem Bruche g das Vorzeichen +, im zweiten Falle 
das Vorzeichen — in der Charakteristik von 4, bez. 4,. Aus den 
Gesetzen, nach welchen aus dem Paare (p,r) das folgende Paar ge- 
funden wird, geht nun hervor: 

1) Ist (p,r) eines der Paare x, 2,,..., %n—2, 80 tritt der erste 
oder der zweite Fall ein, je nachdem /,, positiv oder negativ ist. 

2) Ist (p, r) das Paar z,_1, so tritt der erste oder der zweite 
Fall ein, je nachdem es sich um die Reihe (37), welche der zweiten 
Wurzel 4,, oder um die Reihe (36) handelt, welche der ersten Wurzel 
4, entspricht. 

3) Ist (p, r) eines der Paare x(), x!) .,..., sq tritt der erste oder 
der zweite Fall ein, je nachdem f, positiv oder negativ ist. 

4) Ist (p, 7) eines der Paare x@), x@) .,..., so tritt der erste oder 
der zweite Fall ein, je nachdem f, negativ oder positiv ist. 

Bezeichnen daher &, ¢,,..., x—2 die Vorzeichen der Zahlen /,,, 
die den Paaren 2), 2,, ..., %,~2 beziiglich entsprechen, ferner «) 


bez. — e@) das Vorzeichen der Zahl f,, die dem Paare 2‘) bez. 2?) 
entspricht, so ist 

(43) ++ Gy Ge & 9G eal) al)... (n= —) 

die Charakteristik von 4,, und 

(44) ++ €pb ++ Ege EM) EM... (e=-+) 


die Charakteristik von 4,, wobei die beiden ersten Glieder in jeder 
Charakteristik durch Punkte angedeutet sind. Was diese beiden ersten 


*) Fiir diesen Paragraphen sehe man wieder die Abhandlung des Verfassers 
»liber die angeniiherte Darstellung der Zahlen durch rationale Briiche“. 
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Glieder angeht, so sind dieselben fiir den Fall, dass gemeinsame Paare 
nicht auftreten, also » =O ist, ey fiir die Charakteristik von 4, und 
ne fiir die Charakteristik von 4,. 

Treten gemeinsame Paare z,, 2,,... auf, so sind die beiden 
ersten Glieder in beiden Charakteristiken ¢y oder ye, je nachdem z, 


a 1 - 0 —1 ° 
aus den Briichen a : oder aus den Briichen ~y besteht. Dabei 


bedeutet ¢ das Vorzeichen +, 4 das Vorzeichen —. 
Beispielsweise sind die Charakteristiken der ersten und zweiten 
Wurzel der Form (62, — 95, 145) beziiglich 


ENNENENHEEES ENQNEEEE+++ —enrenenre’yte’---, 
en HEE NNHESENNNNNEENN: +> —= ENP eyrEry’ sy? ---, 


Fiir die Wurzeln der Form (7, —4, — 3) lauten die Charakteristiken 
beziiglich 


ENnEENNHENNESE- ++ — en eraren?erney’:--, 
NENHNEEHEEEHHE+:s —HEeypEeneyrenie’---. 


Handelt es sich, wie in diesen Beispielen, um eine Form mit 
aes : ; . ” : 
ganzzahligen Coefficienten, so bilden die den Paaren 2), wf) ,,... 


und ebenso die den Paaren 2@), 2@) entsprechenden Zahlen /;, 


Ol igeee 
eine periodische Reihe, und die Charakteristiken von 4, und 4, werden 
daher periodisch. 

Um die hierbei stattfindenden Umstiinde niher zu bestimmen, be- 
trachten wir zucrst den Fall, wo gemeinsame Paare z,, 2,,... nicht 
auftreten. Dieser Fall, der durch das zweite Beispiel erliiutert wird, 
findet statt, wenn die Form f eine reducirte Form ist. Jedem Zahlenpaar 
(p, 7), welches in der Reihe (36) oder (37) auftritt, entspricht die 
reducirte Form (f,, f\25f2)e, und der dem Zahlenpaare entsprechende 
Werth von /; ist gleich f,; + fos =f, +2fo +h: 

Indem wir annehmen, dass die Formenperiode aus m Gliedern 
bestehe, bezeichnen wir die reducirten Formen, welche den Paaren 
am), 2), ..., w_, entsprechen, beziiglich mit 


(45) (>, bo, Co); (a, b,, Cy)y ey (Gm—1, bm—1; Cm—1) + 


Den Paaren 2® ,, ®) ,, ..., 2@ entsprechen dann bez. die reducirten 
Formen 


(46) (a,,0,,¢), (a, boy Co)y ++ +y (Amy Omy Cm) = (do, 59, &%)- 


Ferner sind die Zahlen f,, welche den ersten Paaren entsprechen, bez. 


(47) dy 209 + oy, a; + 20, +H Cy,» +) Ama 2Om-1 F Cm, 
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die Zahlen f/,, welche den zweiten Paaren entsprechen, bez. 
(48) a, — 2b, + ¢,, ag — 2d, + Cy, .. +, Om — 2bm + Cm. 


Nun zeigt man aber leicht, dass die Zahlen (47) der Reihe nach 
dieselben Vorzeichen haben, wie die Zahlen (48). In der That, die auf 
(a;, b;, ¢;) folgende Form (aj41, B41, G41) ist durch die Gleichungen 


Qj41 = A, Di+s =a4+0;,, Co =—a+2b+¢ 
oder durch die Gleichungen 
Qi4a = a; + 2b; + ¢:, Digs = }; HC, C4 =; 


bestimmt, je nachdem a; + 20; + ¢; negativ oder positiv ist. Im ersten 
Falle ist aber aj4:— 20j41 + ¢i4. = ¢;, also negativ, im zweiten 
Falle ist aj41 — 20:41 + ¢:41 = aj, also positiv, w. z. b. w. 

Die Charakteristiken von 4, und A, haben daher die Gestalt 


(1) g(t) (1) | gt) gl (1) 
én | eel... gf ep) a... AM ee ey 
bez. 
(2) g(2 2 (2) g(2 (2 : 
2 né| ef ef)... eG) ,| of) 2)... re 
wobei 


(2) == — g(l) O) am = gf) 2) == — gl) 
a) en—1? a?) al”) le a a 


ist. Indem wir der Einfachheit halber die Bezeichnung dahin abiindern, 
dass Wir 9, %,-.., %m an Stelle von a), a, ..., ef , bez. schreiben, 
indem wir ferner beriicksichtigen, dass die Charakteristik von — 4, 
aus der von A, hervorgeht, wenn man in dieser alle Vorzeichen un- 
kehrt, kénnen wir den Satz aussprechen: 

Satz 24, Fiir eine Form (a, b, c) deren erster Coefficient a positiv, 
deren letzter Coefficient ¢ negativ ist, haben die Charakteristiken der 


ersten (positiven) Wurzel und der negativ genommenen zweiten (negativen) 
Wurzel die Gestalt 
— EN N2 +++ Mm 2 +++ Nm--- 
beziiglich 
EN Ym Ym—-1. + - Yj Ym Ym—1+ + + Ny + oe 
Wir betrachten nun zweitens den Fall, wo gemeinsame Paare in 
den Reihen (36) und (37) auftreten. Dieser Fall tritt ein, wenn 4, 
und A, dasselbe Vorzeichen haben, also die fiusseren Coefficienten a, c 
der Form beide positiv sind. Es sei wieder m die Anzahl der Glieder 
der Formenperiode. Dann haben die Charakteristiken von 4, und A, 
die Gestalt 
+ qe + + Eno] el a... | a el... BO im—1| + °° 
beziiglich 


(2) ¢(2) (2) (2) ¢(%) (2) l 
+ && +.» Ene | a epee he ~ | % a al eee 





i. naa i. ia 
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wo die beiden ersten durch Punkte angedeuteten Glieder in beiden 
Charakteristiken «9 oder yé sind, je nachdem 4, und A, positiv oder 
negativ sind. Nun zeigt man wieder leicht durch die Betrachtung der 
reducirten Formen, die den Paaren x), ..., 2), und 2@),...,2@) 4 
entsprechen, dass 


g(2) =>— é! 
n 


1) (2) (2) — gfl) 
n+m—2? en +1 é aia é 


— g(l) 
hast & 2 *a-m—1 n+m—1 


(1) (2) 
nbn -—g*°°) ent+m—2 


ist. Indem wir von der Charakteristik von 4, wieder zu der von —A, 
iibergehen und zugleich fiir die in den Charakteristiken auftretenden 
Vorzeichen andere Bezeichnungen einfii>ren, erhalten wir den 

Satz 25. Fir eine Form (a, b, ce), deren dussere Coefficienten a 
und ¢ positiv sind, haben die Charakteristiken der ersten Wurzel und 
der negativ genommenen zweiten Wurzel die Gestalt 


ee a ee oo a ec a 
beziiglich 
Sq 8, Sy. - > Sata QGa-~iGe—s--- 9, BaGn-21Ge-8:>-%  Gaese; 
wo 
&=—& (x=—0,1,2,...,n+1) 
ist. 


Von der Charakteristik einer Grésse geht man leicht zu der 
Kettenbruchentwicklung derselben tiber. Und so enthalten insbesondere 
die Sitze 24 und 25 das bekannte Theorem, dass die natiirlichen 
Ketienbruchentwicklungen der beiden Wurzeln einer ganzzahligen 
quadratischen Gleichung periodisch sind, und dass die Periode in der 
Entwicklung der einen Wurzel dieselben Zahlen jedoch in umgekehrter 
Reihenfolge enthilt, wie die Periode in der Entwicklung der anderen 
Wurzel. 


Es mégen hier noch einige Bemerkungen tiber die im Vorstehen- 
den entwickelte Theorie, iiber ihre Beziehungen zu iilteren Unter- 
suchungen und iiber ihre Verallgemeinerungen folgen. 

In letzter Instanz liegt unserer Theorie die Untersuchung der 
ganzzahligen Formen mit verschwindender Determinante zu Grunde. 
Indem wir nimlich die Formen durch die Punkte einer Ebene repriisen- 
tirten, wurden die ganzzahligen Formen mit verschwindender Deter- 
minante durch diejenigen Punkte eines Kegelschnittes (des Kreises K) 
dargestellt, welche rationalen Parametern entsprechen, und die Be- 
trachtung dieser Punkte, mit welcher unsere Untersuchung sogleich 
anhebt, bildet den Angelpunkt der Theorie. Bei der erwihnten 
geometrischen Repriisentation stellen sich die unimodularen ganz- 
zahligen linearen Transformationen der quadratischen Formen als eine 


Mathematische Annalen, XLV, 8 
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' Gruppe von Collineationen dar, der gegeniiber jenes System von Punkten 
des Kegelschnitts mit rationalen Parametern invariant ist. Betrachtet 
man die Gerade, welche irgend zwei Punkte dieses Systemes, deren 


° . r s . . . 
Parameter in reducirter Form = und 5 Seien, verbindet, so ist der 


absolute Werth der Determinante rv — sw riicksichtlich unsere Gruppe 
von Collineationen eine Invariante jener Geraden. Man gelangt so 
naturgemiiss zu dem Begriff der Elementarsehnen: es sind das die- 
jenigen Geraden, deren Invariante den kleinstméglichen Werth 1 
besitzt. Indem wir uns nun die Gesammtheit aller Elementarsehnen 
construiren, erhalten wir eine Figur, die uns die Gruppirung aller 
Punkte der Ebene gegeniiber den Collineationen der Gruppe iibersehen 
lisst und uns damit die Mittel an die Hand giebt, die Theorie der 
Reduction der quadratischen Formen zu begriinden. 

Dabei ist besonders hervorzuheben, dass sich die wesentlichen 
Higenschaften dieser Figur aus dem Begriff der Elementarsehne auf die 
leichteste und ungezwungenste Weise ergeben. 

Schon oben haben wir erwihnt, dass die in Rede stehende 
»lulementarsehnenfigur“ von Herrn Klein aus jener ,,Modulfigur’ (wie 
wir sie kurz nennen wollen) abgeleitet worden ist, welche der Theorie 
der Moualfunctionen zu Grunde liegt und die aus einem gewissen 
System von Kreisbogendreiecken besteht, welche die eine Hilfte der 
complexen Zahlenebene einfach und liickenlos bedecken. In abstracto 
kann man die beiden Figuren geradezu als identisch ansehen, insofern 
sie verschiedene geometrische Einkleidungen derselben analytischen 
Ideenbildung sind*). Der Gedanke nun, die Theorie der Reduction 
binarer quadratischer Formen auf die Modulfigur zu griinden, wurde 
von Herrn Klein schon 1879 in einer Vorlesung, welcher der Verfasser 


*) Die geometrische Einkleidung ist hier, wie in allen ihnlichen Fallen, 
einerseits an sich ganz unwesentlich (so werthvoll sie fiir die Ideenbildung und 
fiir die Abkiirzung der Ausdrucksweise auch sein mag), andererseits ist sie natiirlich 
auf die verschiedensten Weisen miéglich. Fiir welche Art der Einkleidung man 
sich entscheiden will, wird man immer von Zweckmiissigkeitsgriinden abhiingen 
lassen. So wird man in der Theorie der Modulfunctionen der Modulfigur den 
Vorzug geben, wiihrend in der Theorie der Reduction der quadratischen Formen 
die Elementarsehnenfigur als die angemessenere erscheint. Vielleicht ist es tibrigens 
zweckmissig, die letztere Figur auch denjenigen functionentheoretischen Unter- 
suchungen zu Grunde zu legen, die sich auf die von Dirichlet, Kronecker, 


1 
Weber und anderen betrachteten Reihen der Gestalt > —, (und ahnliche) beziehen, 
a 


a 
wo sich die Summe auf die ersten Coefficienten aller Formen einer Classe positiver 
Formen erstreckt. 
Bemerkt sei iibrigens noch, dass man, um volle Uebereinstimmung zwischen 
beiden Figuren zu erzielen, die Elementarsehnenfigur durch Aufnahme aller Ge- 
raden ergiinzen muss, deren Invariante gleich 2 ist, 


a 


—- tment @. tec he he, OS OF a a 
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damals als Studirender beiwohnte, ausfiihrlich erértert. Andererseits 
war auch der Zusammenhang der Modulfigur mit der Theorie der 
Reduction quadratischer Formen negativer Determinante in Herrn Dede- 
kind’s Abhandlung tiber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen 
(Crelle’s Journal Bd. 83, 1877) klar hervorgetreten und Stephen Smith 
hatte in einer Arbeit ,,Sur les équations modulaires“ (Atti della 
Accademia Reale di Lincei, Bd. I. 1877) die Figur fiir Formen positiver 
Determinante verwendet. In seiner Abhandlung ,,Grundlagen einer 
independenten Theorie der elliptischen Modulfunctionen und Theorie 
der Multiplicatorgleichungen erster Stufe‘ (Diese Annalen Bd. 18, 
pag. 528) hat der Verfasser sodann die wesentlichen Eigenschaften der 
Modulfigur auf directem Wege bewiesen, wodurch auch fiir die An- 
wendung der Figur auf die Reduction der quadratischen Formen eine 
feste Grundlage gegeben war. Ist die dort gegebene Darstellung an 
sich auch ausreichend, so leidet sie doch an dem Mangel,. dass sie 
keine Ableitung der Figur giebt, sondern die wesentlichen Elemente 
der Figur wie etwas Gegebenes annimmt. In dieser Hinsicht hat jene 
Darstellung durch Herrn Fricke eine Erginzung erfahren, und zwar 
auf Grund einer Idee, die derselbe auch in vielen analogen Fiillen 
mit gliicklichem Erfolge angewandt hat*). Die Idee besteht darin, die 
Gruppe der ganzzahligen linearen Transformationen 
af — S254 (ad — By = 1) 

durch Hinzufiigung der Transformation 7’ = — % zu erweitern. Dabei 
bedeuten 2 und 2 complexe Variable und Z die zu « conjugirt com- 
plexe Grésse. In der erweiterten Gruppe giebt es nun gewisse Trans- 
formationen (Spiegelungen), welche ganze Linien (Gerade oder Kreise) 
Punkt fiir Punkt fest lassen und diese Linien geben unmittelbar die 
Begrenzungen der Gebiete ab, welche die Modulfigur bilden. 

Was nun die Stellung der vorliegenden Arbeit zu den soeben 
besprochenen Untersuchungen angeht, so ist erstens zu bemerken, dass 
wir eine Ableitung der Modulfigur und ihrer Higenschaften gegeben 
haben, die auf einem durchaus neuen Principe beruht. Sodann haben 
wir zweitens die Theorie der Reduction der quadratischen Formen auf 
Grund der Figur nach der zahlentheoretischen Seite hin vollstiindig 
durchgefiihrt. Hierzu war die Verwendung der Theorie der Farey’schen 
Reihen unumginglich. Wollte man auf die zahlentheoretische Durch- 
filhrung verzichten und sich mit einer Skizzirung im Allgemeinen 


*) Vergl. Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen, Bd.I, pag. 223ff., 
Fricke ,,Ueber eine besondere Classe discontinuirlicher Gruppen reeller linearer 
Substitutionen“, diese Annalen Bd. 38, pag. 50 und 461, Man sehe auch die Ab- 
handlungen von Bianchi: ,,Sui gruppi di sostituzioni lineari‘‘, diese Annalen 
Bd. 40 und Bd. 42. 


g* 
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begniigen, so wiirde man mit weit geringeren Mitteln ausreichen, wie 
dies aus einer Note zu ersehen ist, die der Verfasser dem mathematischen 
Congress in Chicago vorgelegt hat. 

Das Princip, welches wir in der vorliegenden Arbeit auf die 
biniren quadratischen Formen mit reellen Coefficienten angewandt 
haben, nimlich: die ,,ausgearteten“ Formen zu untersuchen und von 
diesen den Riickschluss auf die allgemeinen Formen zu machen, lisst 
sich mit Erfolg auf Formen mit beliebig vielen Unbestimmten, sei es, 
dass man die Coefficienten der Formen reell oder complex annimmt, 
ausdehnen, Es moége geniigen, dieses an einigen Beispielen niher 
darzulegen. Im Falle der biniren Formen mit complexen Coefficienten 
(der Dirichlet’schen und Hermite’schen Formen) fihrt unser Princip 
zu folgender Betrachtung. Man denke sich die complexen Zahlen in 
bekannter Weise durch die Punkte einer Kugel dargestellt. Die einzelne 
complexe Zahl mége zur Abkiirzung der ,, Parameter“ des entsprechen- 
den Kugelpunktes heissen und letzterer ebenso bezeichnet werden wie 
sein Parameter, Die unimodularen Transformationen- “<5, wo a, B, 
vy, 0 complexe ganze Zahlen sind, stellen dann eine Gruppe von 
Collineationen des Raumes dar, welche die Kugel fest lassen und ins- 
besondere das System der Punkte mit (complex) rationalen Parametern 
in sich tiberfiihren. Es tibertragt sich nun ohne Weiteres der Begriff 
der Elementarsehne: eine Elementarsehne ist die Verbindungsgerade 


. r §s a 
zweier Punkte -, - der Kugel, wo r, s, u, v complexe ganze Zahlen 
uu’ v 


bezeichnen, die der Bedingung rv — su —é geniigen, unter é eine 
Kinheit, also einen der Werthe + 1, +7 verstanden. Man fasse nun 
die Gesammtheit der im Inneren der Kugel ausgespannten unendlich 
vielen Elementarsehnen ins Auge. Betrachtet man eine Gerade, welche 
die Kugel schneidet, so wird man untersuchen kénnen, wie sich diese 
Gerade durch die Gesammtheit der Elementarsehnen hindurchzieht. 
Diese Untersuchung ergiebt die Theorie der Reduction der Dirichlet’- 
schen Formen, welche wie leicht zu sehen durch die die Kugel treffen- 
den Geraden dargestellt werden. Man erhilt ferner die Theorie der 
Reduction der definiten und indefiniten Hermite’schen Formen, indem 
man untersucht, wie sich ein im Innern der Kugel liegender Punkt 
bez. eine die Kugel schneidende Ebene zu der Gesammtheit der Ele- 
mentarsehnen verhiilt. 

Die hier in ihren Grundziigen skizzirte Theorie der Dirichlet’schen 
und Hermite’schen Formen steht zu der von Herrn Bianchi gegebenen*) 


*) ,.Geometrische Darstellung der Gruppen linearer Substitutionen mit ganzen 
complexen Coefficienten nebst Anwendungen auf die Zahlentheorie “, Diese Annalen 
Bd, 38, pag. 313. 
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in derselben Beziehung, wie die in der vorliegenden Arbeit entwickelte 
Theorie der biniiren quadratischen Formen mit reellen Coefficienten 
zu der iilteren, oben besprochenen Theorie, die sich auf die Modul- 
figur stiitzt. Auch fiir die Dirichlet’schen und Hermite’schen Formen 
gewahrt unsere Theorie den Vortheil, unmittelbar die zahlentheoretische 
Durchfiihrung zu erméglichen, wobei dann auch ihr Zusammenhang 
mit den Untersuchungen hervortreten wird, die der Verfasser iiber die 
Entwicklung complexer Gréssen in Kettenbriiche angestellt hat. (Acta 
matematica Bd. 11.) Alles dies hofft der Verfasser in einer Abhandlung, 
die sich an die vorliegende anschliessen soll, ausfiihrlich darlegen 
zu kénnen, 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass unser Princip auch 
auf andere neuerdings von den Herrn Fricke und Bianchi untersuchten 
Gruppen und zugehérigen Formen (vgl. das obige Citat) Anwendung 
findet. ; 

Wir betrachten zweitens die quadratischen Formen mit reellen 
Coefficienten und » Unbestimmten w, v, w,.... Der Einfachheit halber 
sei n = 3. Deutet man dann die Coefficienten der einzelnen Form als 
homogene Coordinaten, so werden die Formen durch die Punkte eines 
linearen Raumes von 5 Dimensionen dargestellt. In diesem Raume 
betrachte man insbesondere das Gebilde, welches den Formen entspricht, 
die sich auf ein volles Quadrat (cw-+-yuv-+2w)* reduciren. Dieses 
Gebilde ist eine rationale zweistufige quadratische Mannigfaltigkeit, da 
die Coordinaten eines Punktes des Gebildes den Quadraten und Producten 
der drei Veriinderlichen ~, y, 2 proportional sind, Der einzelne Punkt 
ist durch die Verhiiltnisse x: y: 2 festgelegt und das Gebilde vertritt 
die Rolle des Kegelschnittes K in der Theorie der binaéren Formen, 
Auf dem Gebilde hat man nun weiter diejenigen Punkte x: y : ¢ ins 
Auge zu fassen, fiir welche x, y, 2 ganze Zahlen (ohne einen allen 
gemeinsamen Theiler) sind. Drei derartige Punkte x, , y,, 4,3 %oy Yo, 203 
2%, Y3, 23, bestimmen eine Ebene (einen linearen Raum von zwei Dimen- 
sionen), welche eine ,,Elementarebene“ heissen mége, wenn die Deter- 





1% Hs Ms | 
minante | %, Y, 4% | gleich + 1 ist. 
1&3 Ys 3! 


Auf das Studium der Gesammtheit der Elementarebenen, die das 
Analogon der Elementarsehnen bilden, lisst sich dann die Theorie der 
ternairen quadratischen Formen griinden, wie der Verfasser an einem 
anderen Orte zu zeigen gedenkt. 


Ziirich, den 28. Januar 1894, 











On the theory of Riemann’s Integrals. 
By 
H. F. Baxer, Cambridge (Engl.). 


On the fundamental integral functions. 


The Riemann surface considered is represented by an equation 
of the form 

f(s, 8) = 8 + "8 (2, Va + SP (@, Ya bess + Da, = 9, 
wherein s is an integral function of z, that is, does not become in- 
finite except where 2 is infinite. At any value of ¢, z =a, I conceive 
the surface as consisting of x branchings — superposed, the number 
of sheets that wind at these windingpoints being respectively 


w, +1, w+ 1,..., We +1 
W+w+---+u,+x—n, 


and the number of branch points thus arising is nm — x. The most 
ordinary case is when x = and 


so that 


W,=W,= +--+ = Wy, = 0, 
The ordinary ,,Verzweigungspunkt“ arises when 
ex=n—1,w,—-O0=—w,=—---—w—l=—---=—m&%. 


The case of a ,,sich aufhebender Verzweigungspunkt“, at which two 
sheets just touch (as having the same value for z and s) without 
further connection, arises when 


%4= Nn, VW = WU, =---—w, = 0 


and is not distinguished in this description from an ordinary point. 
A point on the surface which gives rise to a cusp (Riickkehrpunkt) 
on the corresponding plane curve f(y, z) = 0, is one at which two 
sheets not only wind but also touch as at a ,,sich aufhebender Ver- 
zweigungspunkt“, This is given in the description here by 





n 
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x=n—1,w,=—-O0=—---=w—l—---=—wy, 


and is not distinguished from an ordinary branch point. 

These examples will make the description clear. I say that each 
of the x windings given by 

w,+1,w,+1,...,%, +1 
constitutes a ‘place’. At these places dz is infinitesimal respectively 
of the orders 
Wry Way 209 We 

namely, if in the neighbourhood of these places we write 


w,+1 We 1 Wy +1 
2—a=t, » 4, p cre, & 


t,, to, «+, t will be infinitesimal of the first order. 
Similarly we describe the character of the surface at z = oo by 
saying that at ¢ = 900 we may write 
— (wi +1) go (ext) 
i ‘ 


2=t, Sabena 


Kronecker (Crelle 91) shews that every integral algebraic function 
on the surface can be written in the form 
(2, 1),, + (2, 1)a 9 + ie» (2, La, Jn—1) 
where 
ssi" (2,1), + °° 
(2, 1) 





i= 


is an integral function. 
Consider now any integral function g. Let its orders of infinity 
in the x places at z= oo be 


Vig Cay +s <y es 
Let L(y 3) denote the integer actually less than the number 
sri whether this number =H be integral or not, and let (2 ~ :) 


denote the greatest one of the integers 


r Te vr, 
b (545): 2a) > 2): 
I call L (s+) the rank of the integral function g. 
Then we have the 
Proposition. The sum of the ranks of the Kronecker functions 
Dir Jor + +> Gn-r 
is in all cases p, the ,,Geschlecht“ of the surface. 
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For, consider an integral algebraic function which is to be infinite 
at the x places at = oo respectively to orders 
m(w,-+1), m(w,+1),..., m(w,+ 1) 


or as near below these as may be possible: m being a large enough 
integer to allow our regarding these 


m(w, +1), m(w,+1),... 
places as independent. 
The form of the function is necessarily 


(2, 1)a +92, Vu + 92(2, Dy + >>> 


where 


g, is such as to be infinite at z = oo respectively to orders r,, 7,,..., 7x, 
J. is such as to be infinite at ¢ =o respectively to orders ¢,, ¢,, ..., ts 
and so on. 
Hence considering first the place z= oo where ¢ is infinite of 
order w, + 1 
A(w, +1 <cmw,+1), w(w+1)+7, < m(w,+)), 
v(w,+1)+4<—m(w,+1)),.... 

Considering next the place z= co where g is infinite of order w, + 1 
A(w,+1)<cmw,+1), ww,+1)+7, <m(w,+)), 
v(w,-+ 1) +t, < m(w,+1),... 

and so on: there being x such rows of conditions. 


The first column of these conditions gives 4 = m, shewing that 


such a function as postulated is certainly possible. The second 
column gives 


"; 


w<m— oa <m— 1 —L (“.) for += 1, 2, 3,...,%, 
and gives therefore, in the sense defined above, 


w= m— 1 — L(=+3) =: m — 1 — rank of function g, 
so 


y=m—1— Ll = m — 1 — rank of function g, 
Hence the number of arbitrary coefficients in our function, being 


Q+)+@4+)+~+)4-- 


1+ mm —{L (545) + L(c43) +--+: 


is 





But, by the Riemann-Roch-Satz, since m is suffieiently large, the 
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_ 


number of these arbitrary coefficients should be 1 + Q@— p, where Q 
is the number of infinities of the function, viz 


Q + m(w, +1+w,+1+---)=—mn. 


r t 
p=L(t)+L() +: 
as stated. (Cf. also Abel. Oeuvres comp. 1881, p. 173. Equation 80). 


Hence 


Of the expression of algebraic functions which are infinite only at an 
arbitrary place. 


Consider the places z = a, the surface being here characterised by 
W,+1,..., We +1. 

Let g be an integral function and r the least integer such that 

ro is not infinite at ¢ = oo. For this, if the orders of infinity 
of g be, in the x places 2 = ov, respectively 


Pug Cay 2 0 0g Me 


: — r; . vr; 
(r+)l(w+H0>Sn, viar> w,+1 iy rs art i) 
for i==1,2,...,%. 
Hence 


'=16h) 





viz == rank of function g. 

If then K be an algebraic function only infinite at 2 =a and 
such that K(z—a)"+ is just not infinite at ¢ =a and is therefore 
an integral function, we must have 


(1) K(e—a)"t = (e—a, 1), + (@—a, Ig, + @—4, Inge +>: 
ail + (¢—a, 1), 9n—1- 


9: 


(s—a)*** ‘ 


Put 


¢—a= and h= 


orl 


where 1; is the rank of g;. 
Then 
(2) KA (1, Gag $ (1, Ba G84 hy $ (1, Ong" Aig poe 
But the equation (1) gives, since K is not infinite at z= oo and 
contains therefore in its expression, as I assume, no terms which 
become infinite ai 2 = oo, 
Ag <m+1, A(wm+1)+r<(m+1) (w+), 
A,(w+ 1) +t < (m+ 1) (w;4+1),... 
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where 7,,7,,-..,% are the orders of infinity of g, at z= oo, t,,..., ty 
are the orders of infinity of g, at ¢ =o etc. 
Hence 


id 
i 
4d 
d 

; 





ae v; As oe 
oi <M t1—A, L wii) =m — 4, m—t,—A, S50, 


t; = t; = — 
afi <8 + 1—A, L (=) =m—a,, m—t —A,>0 


etc. 





Hence we have the 


Proposition. An algebraic function which is only infinite at z= a 
can be written 


K = (1, Shue +H Ly Sdn lr Cs Spun be s+ CL, 8)y_y Mont 
where ’ P 
Se h; = i ’ 
z—a2’ (z—a) ¢+1 
and fy, ..+) Mn—1 are all >O, 
It is easy to see that the ranks of h,, ho, ..., Ans, considered 


as functions of € are respectively the same as those of 9, , go,--+)Jn—1- 





Of the expression of integrals of the first, second and third kinds — 
and of the form of adjoint curves in general. 
We introduce in what follows certain forms*) 9), 9,,-, +) Pn—1, 
writing 


9: (S, 2) = 





’ 


s+s'(e,), 4°: 
D; 


where D; is an integral polynomial in z The function g; is of 
the form 

pi(s, 2) = [s*-*—* + s*?4(2, Vp, + + + Di. 
The exact expressions for g,(s, 2), 9,(s, 2),..+- may be defined by 
the identity 


(A) Po (82) +, (8,2) 95 (5,2) + We (82) 92 (5,2) + +++ + Pn—s (8, 2) n-1 (8, 2) 
f(s’; #) — f(s, 2) 
8° —8 
= sett g'n2y (8, 2) + S**4,(8, 2) + +++ + An-r(5, 2) 
= st + lie Ms (s’, 2) + iis X2(s';, 2) + epee + An-1 (8, 2), 
where writing 
f(s, 2) = 5" + Qy.8! + Qysh? e+ + Qe, 


the forms 7,, 7. etc. are those given by | 





*) Cf, Dedekind & Weber. Crelle 92, (Theor. d. Algeb. Fctnen. e. Var.) where 
the same forms are introduced and called ,,die zu g complementiire Basis“. Also 
Hensel. Crelle 109. 


ike. 
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m($,#)=S+Q,, (8,2) = 9? +80, + %,--- 
An—i(S, 2) = s** + s™?Q, +--+ + Qn. 
By equating the coefficients of the same powers of s on the two 
sides of equation (A) we obtain the explicit forms of the functions 


; ; Por Pir +++» Pn—-i- 
For instance, if 


tn—1 (8, 2) 
» Io (s, 2) = ny), sees Gn—1(S, “>= os 


9,(s, 2) = BE us) 


and this is a case of common occurrence, then 

9 (Ss, 2) = Ss", —, (8, 2) = D,s*-*, .. ., Pn-1(8, 2) = Da-s, 
while in general if the equations giving s, s*, ..., s"-' in terms of 
i> 92+ + +1 Gn—1) be 


1 =—1, 
S$ =hotar.H, 
s? maaan Ease $i F Maa-Sa1 


s*—! == Gy 1,0 4 An—1,1 9; 4 An—1,292 +++ An—-1,n—19n—1 
where 
M10, M11, A20, A2a1,-+- 
are integral polynomials in z, then 


Po = Anat Mokn-a tes ++ an-2,0 41 + An-1,0) 
1 = A1r%n—2 ++ + Gn-21 14 + Gn—-1,1; 
Dr-2 = An—2, n—2 44 + An—1,n—2 
Q2-1= An—1,n—1) 
namely, if we write 
(1, 8; #, ..., 6") = QL, 91, Pay « - +9 Fa~a) 
where Q in a matrix whose determinant is 


1,1 Ag2-+ + On—tyn—1 = D, D, D, es Dont» 
then 


(Por Pry ++ +p Pret) = Q(Yn—1y An—2s +++) May Ls 
where Q is the matrix determined from Q by changing its rows into 
columns — is what we call the ‘transposed’ of . 
If (Q) denote the matrix 
C Qn-1 Qn-e «+. Q 1) 
ie es is ON 


| gt et 
ie wo | 
QO 


=D. 
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whose determinant is + 1, then 

(An—1» An-2y ++ +y M1» 1) = (Q) (1, S, 8*,..., *-1) 
and we may write 
(B) (Por Pir ++ +» Put) = 2(Q) QL, Yi Jos + + +s Int): 
The definition (A) leads to other forms for 


Por Pir- + +> Pn-t 
in general — thus. — 


Let 
St» Sgy +++) Sn-1y Sn 

denote the values of s arising from f(s, 2) == 0 for any value of z. 
Denote (s;, 2), 9(si, 2) by p®, g® ete. 

Then 

(8, 2 
MP +9) 9 + 9 9 + ° + + PI =F (S,) = fa - m ’ 
Py FHI +929 +--+ OL I= 9, = 2,3,...,m). 


ml if 


(1) 1) 1) ad gp” 
Cy Po +69, + 9, +: +6. @. —_ ? 


1 Cy Cy Co ose 


ie 2... ci Te 


| = @ 
() fi) (i) 
1 I; 9. ++ Ins 0 
namely 
Ce ae ee ee ee 
| ‘ 
(2) @) | 
(1) (2) (2) (2) 1 — 
(CC) Pat Wr gy| al Mo Pea), 
f (s:) cy as ld wl L “hoe ef 
| | 
(n) (n) (n) | (n) (nm) | 
te” Ss +++ Ina | ji wie Hs | 


It is in this form we shall use the functions 9, 9,,..-) Pa—1— 
limiting ourselves then in the firt instance to values of z where 
= —a 
are different. We remark that by multiplying both sides of equation 
(C) by the determinant which occurs on the left, we obtain 


GP % |, Pat 

f(s)’ Fe’? Fs)? 
expressed as rational functions of s and z, and in a form identical with 
those called by Hensel (Crelle 109) &, &,..., &&- 
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Let now P* , be an integral of the third kind, infinite only at 
two places where 

; [rat dP . Bi fie 
and inf fact like Fi » 8o that >— is an algebraic function, infinite 


42 





like - 1 at the first, and like — << at the second place — in- 
f-—% on 


finite moreover at every winding-place of the surface, as for instance 
where =a, but such that (¢— a) is there zero of the first 


order. Thus if 
a= (e—a,)(¢—a,). 


be the integral polynomial in z which vanishes at all the finite branch 
points of the surface, it being supposed in the first instance that 
neither 2, or z, are branch points, and g be any integral algebraic 
function, then 


(ga(e — «,) (¢ — a) 2) 


+ (ga(e — 4) (@ — #) SF) +--+ Gale — 4) — «.) ), 


where the suffixes indicate the values of the function in the m sheets 
of the surface for any value of z, is a symmetrical function of these n 
values, and is therefore a rational function of z alone, is moreover only 
infinite for ¢ = oo, and vanishes for all values of ¢ which make a — 0, 
and is thus of the form «J, where J is an integral polynomial in z. 
Dividing then the equation by «, writing 


J om 2-2 — 58-8 TO —- EOS 


(z- — — %) (2 (¢— = — (@ — 2) (2 ' 29) 


4,, 4, being constants and K a polynomial in z, 


and remembering that 
> 


(2 —_ 21) —e 1 
at the infinity where ¢ = z,, and 


dP 
C-gw~s 


at the other infinity, we see that 
dP iP ( aP S42 tsa) x 
(9 a+ (95 ¢ ), alle (9 ‘ ), 7 a 981s 4%) a (Spy 2: + (2, 1-1, 


dz z—k% 


where (s,, 2), (S), 2) are the two infinities of P;. . 
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Further if t be the rank of the integral function g, so that 


Y— igs just mot infinite in any sheet at z= oo, this equation gives 


gtti 
g dP _g @P nes g @P 
(4a az), - (Sa dz fa 7 ttl as), 


— 9081 #1) ___9 a» #) ct 
atlig_z) gttl(g—2z,) geth 


b4 
& 
‘ 
7 
; 


Now at a place z= oo where ¢ is infinite of order w-+-1, say 
s= {—(w+) 
.  .F* & 
dz  w+i1 dt 
is zero to order w -+- 2. 
Hence —_ 
(¢+1—p—1)(w+1Sw2, 
‘ 1 
t—et2>1+on7 
- 1 
e<etl— sai 
Hence @ is at most equal to the rank t of the function g. 


In particular 


(4) + (F *) + — (5 *)= a ~ iz 


aaa) + “ac at +0 Gas - — — at* ages ii 





In—- dei —_* oo 


gi 22) + 9, 2) 4. +9, (@)- a +17, | 


In—\ de 





where t,’, T), .. +) Ta-1 are respectively not greater than the ranks 
‘ ‘ dP ‘ 
T,, T.,+++) Ta—-1- Solving these equations for (3), and then removing 


the suffix, we have, in accordance with the definitions (C), 


— Bo 
f' (8) Ge =, WD +(e, D8 gH ee +(e, 1) gas 
4 Pot W191 (81) 41) es + Pn—1gn—1 (1 2) | 


a— & 





_ Po + 9191 (Se, 22) +°+°+ Pn—1In—-1 (82 #2) 


2— & 





where g; stands for 9;(s, 2). 
In this ‘necessary’ form of = there enter at the most 


TH+tRte +t 
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arbitrary homogeneous coefficients: namely, in accordance with what 
was proved, at most p+ 1. But we know that the most general 


form of = involves such py + 1 terms, being in fact 





dv, dv, dv, | (aP 
A, dz + 42 z, +::+ +d 2+ (J), 
where 0,,¥),-..- are the normal integrals of the first kind and ( 
, ~ aP , 
a special form of ——- 


Hence we can infer 
(1) The most general form of integral of the first kind is 


d e'—i ] '— 
J File vols, ) + D9, 2) + 
+ (2, 1)" gas (8, #)] 
where t; <1;, and the coefficients in (¢, ns are arbitrary. 


(2) A special and actual form of integral of the third kind 
logarithmically infinite like log ¢, — log ¢,, where at the first place 





Pa Bt port 
— ? 
and at the second 
s— = et 
‘ — ? 
is 
f dz jae (8 » 2) (8 , #4) > +b Dy_3 (8, 2) Op_y (S15 2) 
f(s) z— & 





2 Po(S, 2) + ox(8, 2) 9 (82 #) es “+ o,_1(8, 2) Jn—1 (825 | 


g— %, 





or 
S# fag d [= 2) + oi(8, 2) 91(6, §) +> +++ Gp_y (8 2) Jn_y (6, £) | 
ra) Cc at 2—¢t . 


We can prove in quite a similar way that one form of an integral 
of the second kind which is once algebraically infinite at an ordinary 


place where z = € like 5 is given by 





ae a [ voles t+ oes er D+ 09-10 Aa] 
tS fF a& e—{ , 


and we can quite easily modify these forms to the case when € is a 
branch point. 
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Remarks and Examples. 


A comparison of the methods and results of this note, which was 
suggested to me by Hensel’s paper, Crelle 109, with his papers (Crelle 
109, 111), where the integral of the third kind, though probably in 
contemplation, is not mentioned, will shew to what extent I am indebted 
to him. It appears to me that without an exact specification of the 
forms of g,, Jo, +++) Jat, his paper (wherein, however, the results 
of Riemann’s theory are not assumed) does not prove that in 


d t'— «. = 
Gm MI te $E, DO Ge 


all the coefficients in (z, 1)*- may be taken to be arbitrary: though 


it proves that this is a ‘necessary’ form of = - For it is not shewn 
that the equations which he obtains 


Uy; Gir + Ue Giz 4- ese a Un Qin = Pi; 


lead necessarily to integral polynomials u,,..., u, for every integral 
form of u;. The proof here given that 


Mtme+ es -+ri= Pp, 
an equation taken by him as definition of p, is designed to fill this 
Liicke, as I conceive it to be. Moreover his use of dimensions, founded 
on the form of algebraic functions, is apt perhaps to lead to miscon- 
ception. — In illustration of this point consider the case 


f(s, 2) = 8 + s?(2, 1), + s2(2, 1), + AP = 0 
=s+ 707 + sQ% + Q =0 


say. Since, by writing y = -, the equation becomes 


é+y(¢,1.+y (2,1), +4y=0, 
we see that a fundamental set of integral functions is 1, y, y* and 
for the original curve, is, therefore 


1, 


ee 
3? $2? 
where 


— FP +8Qi+ Oe _ we (82) __s a (8, 2) 
Az _— Az A 


Amit 


say 
z 3 (z, 1) (2, 1) 
ee = — ($+) = % — = %; (5, 2). 
Hence we may take as a fundamental set 


1, 91> Go 


where 


_ 22(8, 2) 


I= U(8,2), Ie : 
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and hence, from 


Po + O19: + P21 Go = 82> + 8'4, + 


obtain 
P=s, MY—S, =e. 
Writing now in 


so that 
f(s, #) = €—*[m + y7(1, So + nb?(1, £), + ASt] = o* F(m, &) 


say, 


9, = €-*[n + (1, fol, 
Go = §—-*[m? + (1, fo + €7(1, €)4] 


have associated with them the indices 2 and 3 respectively, while 





Po — - 3 — c= = c/n . er 

f’(s) 38*-++ 28Qi + Qe  3y* + 2n(1, Set S*(1, Sh” 
MW ee —_— ne = 
f’(s) f(s) 3? + 2n(1, Se+ £*(1, £),’ 
te fd _—_ & ae sat 
f(s) f’(8) By? + 2(1, Set SCL, Ss 


have, in accordance with Hensel’s work, associated respectively with 
them the indices 
0, —2, —83, 
say 
0, Fis Pe 
Apparently then in accordance with his work the general integral 
of the first kind is 


o VI 1 Pe 
(2, 1) F (9 + (2, 1) F (6) 


P= +H —3+4+1=3. 
As a fact p=1: and Hensel’s results are based on the hypo- 
thesis that 


and 


Fi) = 5, Fa ®) 


does not vanish for = 0, as is the case in this example. — But 
it is not I think convenient to make this hypothesis — which would 
exclude from the direct application of the theory that most important 
case when the surface is given in Weierstrass’s normal form in which 


all the sheets wind at z= oo. In this example it is easy to prove 
A dz j i = -. 3 i 
that Fo dz is finite at every place ¢= oo, but F (6) dz is 


logarithmically infinite in two sheets at = oo. And this is included 
in the forms we have given: for it can be immediately shewn by 


Mathematische Annalen, XLV, 9 
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considering F'(y, €) and F’(y) at =O that g, is of rank unity and 


§ 
Of course these remarks are not intended to detract ‘'n the 
very great interest attaching to the results given by Hensel. 
I give as a further example of the formula here obtained for the 
integral of the third kind, the application to the hyperelliptic case 
s* — (2, I)appe = 0. 
A=; 
P=—s, OY =—1, 
and the integral of the third kind is therefore 


fete “<7. 
eel 7 z): 
I proceed to verify 
(1) That this form*) is obtainable when the integral of 
the third kind is built after the rules given in Clebsch 
and Gordan, Abel, Fetnen., see for example. Noether, 
Math. Ann. 37, 434. 
(2) That for p =— 2 this is equivalent to the covariant 
form given by Klein (e. g. Math. Ann. 32, 352). 
(1) The straight line passing through the points of discontinuity 
(s, 2) = (6,, 8), (8,4) = (®, &) 


being written in the form 
8s 
t+ seg t*. 


(2, Leppe = f(z) = footer? + ferti+.. 


If this straight line meet the curve again in 


g, of rank zero, and the only finite integral is therefore J a de. 


Here 


where 


os» by, ory Cop+2, 
we shall have 
g2 


AG — tr ~ 48 + ©) 
1 


= fo(& ae &)? (2 ate f1) (2 moe &) (2 — £3) = lar ay (2 — fopte)s 
And since 
s 
aia ile 


8 
48+ 7-H tT 


is obtained from 


*) Also found in Schwarz, Formeln und Lehrsiitze z, Gebr. Ellipt. Functionen 
pag. 88, (6). 














SS) aR Oe 7 


2 er eRe 
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by changing the sign of s, it is equal to 








Z Ss 1 
1 
Kea—ep | —% * 
___ 1 [#8 S446] _ 6-8) @—&) (sto, soy) 
~ foi &)*|2z—€, sto,| fii—&)* “-h& a—% 





But since the general adjoint curve of order n — 2 = 2p is 


(2, I)jap + 8(2, 1p = 0 


the form of the integral of the third kind formed after Clebsch and 
Gordan, must be, save for additive terms which are integrals of the 


first kind, 
fs fs) °** (#— Sap4e) de 
a 
J 4t+ig=pte 
-{ ‘at fim et O]@- 8)" —bents) ae 
8 
e a f)? a (2 — &) @—&) ade (# — Sapi2) 
- ff pte sta }#=/ ‘af ag 4 (st) 
s— ¢, &—f 8 — 


as stated. 
(2) We have 


ds 











+6) ag ¢—Ote+s 
i z+ é (e—§ 
1 df (§) 
2 dt See « 
— a 
where 
Go? == f(f) = (6, Lep+e. 
Now in fact for p = 2, writing f(¢) = a,°, it is easy to 
verify that 
y af . 
azar 3% — —& + . i , OF 1 af 
g—9 oon —t+me at io ae 





and hence obtain 


$(t)— ae a@ar+os 4 ato net, #1) 
aes ——- ~ G 12 dg! dg 


2 


g* 
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and hence, writing Pe) 


g, 
“ae 1,.@f , 1af\ _ 
J =(- 0 ae + ip ae) — 


Ji +o sta) dz 
iG @— J 8 


z 2 
‘ara ; a? + os 1 “eda fiz 
“a sy « s * 


which was desired, die form ean by Klein being 
“de “at a® te _ os 


Note. We may add in connection with (2) of page 10 that the 
integral infinite of the first order at a branch place € is 


the equation 


* ae PK +++ Pai Ina 


f’(s) ~e—& 


where g,’ is the differential coefficient in regard to the infinitesimal 
at €, etc. 


January, 1894. 











The practical determination of the deficiency (Geschlecht) and 
adjoint g-curves for a Riemann surface. 


By 


H. F. Baxer, Cambridge (Engl.). 


Notwithstanding the existing methods it is very often a problem 
of considerable length and practical difficulty to determine the deficiency 
of a plane curve or to write down the forms of the adjoint m-curves 
which give the forms of the integrals of the first kind connected 
therewith. The following extract of some part of a paper by the author, 
in the Cambridge Phil. Trans. (Vol XV, Part IV) may therefore be 
of interest, The method given is of exceeding simplicity — and 
enables us in every case to specify immediately an upper limit to the 
deficiency and a ,necessary“ form for the adjoint g-curve, as well as 
a lower limit to the number of intersections of any adjoint curve with 
the fundamental curve at a singular point, But the method employs 
a diagram — and this diagram does not in all cases represent the 
numerical relations connecting the coefficients of the fundamental 
curve with sufficient detail to furnish an exact result — this exactness 
ean only be quite confidently relied on when all the coefficients 
entering in the fundamental curve have general values. Nevertheless 
a rule is given which covers a very large number of cases in which 
this is not so, 

The results are as follows: — 

Let a positive quadrant of rectangular axes be ruled with lines 
parallel to the axes Ox, Oy, at unit distances apart, Corresponding 
to the term A,, ay occurring in the fundamental curve F(a, y) = 0 
mark on this ruled quadrant, or chart, the point whose coordinates 
are v=r, y=s. Call this point a curve point, the original points 
being called merely unit points. Then it is possible to form a polygon 
each of whose sides shall begin and end in a curve point, which shall 
be everywhere convex, and have all the curve points (other than those 
on its sides) in its interior. For example we may take the cases 
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(1) (2, 9)4 + (% ¥)s + @, 2 = 9, 
(2) ya + y%(w, Np + y(#, 1) + (@, 1), = 0 
with the diagrams 
y 
| 
Sto 
tt 
wa m 








Fig. 1. Fig. 2. 

Then 

Proposition I. Consider a curve with perfectly general coefficients, 
whose curve points are just the unit points interior to the polygon 
of the original curve. This curve will be identically divisible by xy; 
denote it by yg. Then if N be the order of the fundamental curve, 

g is of order N —3 and is adjoint at the origin z= 0, y= 0 
and at each of the singularities at z= oo or y= oo — 

there being one exceptional case, viz. when the curve is in the 
form considered by Riemann, in which case @ is of order N — 4, 
but is still adjoint at the points specified. 

Hence the number of unit points within the polygon of the 
original curve is p-+ (0-+-x), p being the deficiency and (d+) the 
number of finite double points and cusps other than the origin. 

Hence also the contribution to the total (0-++x) of the curve 
arising from the multiple point at the origin (in the sense originally 
defined by Cayley, Quarterly Journal, vol VII, and further justified by 
H. J. 8. Smith, Brill etc.) is equal to the number of unit points lying 
between the polygon of the fundamental curve and the axes of coordi- 
nates Ox, Oy, together with the number of unit points lying upon 
the sides of the polygon which are nearest to the origin (excepting 
the two unit points which lie actually upon the axes Oz, Oy). 

For instance in our example (1), zyp = 2y(Ax-+ By), the 
general integral of the first kind is 


d 
fie + By) F@)’ 


the deficiency is 2, and the contribution to (d+) arising at the 
origin is 1. And in example (2), zyp=—azy(A + By+Czy), the 
general integral of the first kind is 


y dx 
fAtByt Con ee: 
and the deficiency is 3. 
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The first proof given of these propositions in the Author’s paper 
consists in shewing that, if the coefficients be sufficiently general, 


the integral 
xdy—ydx 
Oe 


where z¢(=1) is introduced into the equation F’ to make it homogeneous, 
is finite at the origin and at infinity, 

When however the coefficients of the curve are not general we 
expect to find exceptions to this rule. And on this account we consider 
in detail the value of (d-+- x) contributed, according to Cayley’s rules, 
by a singular point. Supposing this at —=0, y=0, consider one 
of the sides of the polygon nearest to the origin, which corresponds 
to an ascending expansion in powers of 2 

gu Lt +: 
which will therefore be inclined at an angle tan—!6 to the axis Oy. 
Let the terms of the curve be arranged to correspond to curve points 
lying on lines parallel to this side, so that the curve is 


yey — aya)... (yt — anny"? ay (yt, amy + aby (yt, a) 
+ higher powers = 0 

where = o, 1+N,+---+ MN, is the number of curve points 
upon this side, and (y“, 2)" means an integral polynomial homo- 
geneously of degree r in y“, 2”. 

For instance the curves 
(3) y(y?—az)*(y?— ba) + ya?(y’, a) + 2*(y’, x) = 0, 
(4) 2y (y-tea)*(ypaat) —5ary(y-+eat? + 5a" y (y+en")— a5 = 0 
of which (3) has the diagram 


o—Ss 

















wherein the unit points marked o are not curve points. 
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1 
Write then in our curve § = 2" and y=vz2’, so that it becomes 


v* (vo! —a,)%...(v!— ag) + ob Ea(yH, 1)2 + vb Ea(om, 12 +--+. = 0 

and suppose the first of the quantities (v“, 1)” which does not vanish 
for v* = a, to arise in the term v'‘&(v“, 1)’. For instance in example 
(3), ¢; = 2, and in example (4), ¢; == 5. In case v“ = a, do not reduce 
(v", 1)" to zero, the figure furnishes an immediate interpretation of t, . 
Namely if a line move parallel to the side of the polygon we are 
considering, towards the inside of the polygon, it is possible that in 
its first new position in which it contains unit points, it may contain 
no curve points. In such cases ¢, >1. For instance this is the case 
in the figure of example (3), for which ¢; = 2, In general ¢, gives 
the number of stages through which our moving line must pass until 
it again contains curve points. 

Draw another diagram, a positive quadrant ruled with lines 
parallel to the axes at unit distance apart — Taking OA —#; and 
OB=N,. Jom AB. Count the number of unit points lying within 
the triangle OA B, together with those upon AB other than A and B. 

Let the number obtained be called C,. 

Obtain similarly the numbers C,, C,,..., Ca; and the corresponding 
numbers for the other sides of the polygon at the origin, 

Then 

Proposition II. The number (d+) arising from the singularity 


at the origin is equal to the number given by the previous rule, 
with a correction 


(OQ, +++++@). 
For example (3), 
N, = 4, 4 —2, 
and the correction is 
C, = 2. 
- Hence an inspection of the two figures shews immediately 
that (0-++ x) for the origin 
= 25+ 2— 27. 
For example (4) where 
i=—=5, N, —2, 
the correction is C, = 2, 
and a glance at this figure and the figure of the curve itself 
shew that for the origin 
(0 + x) = 102 + 2 =— 104. 
In the Author’s paper both these examples are considered in more 
detail and the forms of the integrals of the first kind are obtained. 
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These results are obtained by actual expansion of y in powers of 2, 
and the use of Cayley’s rules. The method of proof is liable to ex- 
ception in case of very special forms of coefficients. But the results 
cover a large number of practical cases. It is obvious that an exactly 
similar investigation holds good for the other singular points of the 
curve, including those at infinity. 

It may be remarked that the example (4) is a transformation of 


(5) y§ — dy (a?+a2+1) + 5y(2?+a2+1)? — 2a(@?+2+1)? =0 
considered by Raffy*). He obtains p= 0: in fact p= 2. 

We may also notice perhaps, as a particular case of a generalized 
form of Noether’s quadratic transformation, considered in the Author's 
paper, this 

Proposition III**), Consider a multiple point such that the 
polygon has next to the origin, only one side: there being xu branches 
whose expansions are of the form 


y = Ax’ + ascending powers of x 


the nw values of A being all different. 
And let 6 be put into a continued fraction, thus: — 


1 1 
nm 6= Kenta of | es +--- + K, 


nw 


Denote this by = the penultimate convergent being :.. 


And let the convergents of the continued fraction 


1 1 1 
K, + K, + ieee + Kom + Kom4i 
be denoted by 
a ® 2 2. 
q” 4” ‘_ S 
Then if 
ty = nu/P’, t= (q-P’—p-Q)nm — (q,P—p-Q)nu = prnu/P, 
tom = nu 
the singularity is equivalent to 
K, t,-ple points, 
K, ¢t,-ple points 
etc. 
*) Ann. de I’Ec. Norm. Sup. 1883. 


**) Cf, Noether’s paper, Rendiconti del Circ. Matem. di Palermo, IV, 1890, 
which I had not seen when this paper was written. 
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§ 
. 


For instance Noether’s example (Math. Ann. IX, p. 174) 
Lb 6 +P @w+@y+--: 








Here 
nm = 6, nu = 4, 
3 1 
6=-=-1+-—-1 
2 + iF 3, 
P 3 Q . 2 3 1 
ai ek me oad 
Rat Out Be? 
m 1 qd 1 gd 2? 
fp==2, t= 2, tp —4 


so that the singularity is resolveable into two double points and one 


quadruple point. — And this is Noether’s result. 


It is shewn in the paper in question that we can use a result of 
which that here given is a particular case, to transform any curve to 
one whose only singularities are at infinity. — If in such a curve y 
be an ,,integral“ function of z all integral functions are expressible 


integrally. 


Note 1. 


It may be worth remarking that Raffy’s example (5), above, can 


by means of 


ot [n+ 5" a — 58-4589] — of 





, (where w* = 1) 


ont +n —™ (158+ 58) + of 


1— a? 
4 





_ 0 [n+ 


1— ow? 


Qn? +1 —— (1—58+58) + 08 


it 





be transformed into 


3 


on? = — % (1—5E +58) + & 


Note 2. 





The determination of the deficiency by a diagram, here, has 
ultimately some connection with results obtained by Hensel Crelle 109. 


But this paper was written before I had seen Hensel’s paper. 
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Note 3. 
The figure for the curve 
y+ y®(@, 1), Fy" (@, 12), + 9, Dy + 9°, Dy + 9(@, Des 
+ y' (@, 1, + y°(@, 1s + 9°, 1) + y' (@, 1), 
+ ¥(@, 13 +y(@, 1), +y@, 15 + @, 1), =0 
considered by Abel (Oeuvres Complétes. 1881. pp. 181—185) is 


anae 





4 


Fig. 7. 


The number of points interior to the polygon is exactly 38 which is 
Abel’s result. The figure in fact performs the long numerical calcu- 
lations of Ahel’s for us. — This example shew’s the utility of the 
method. It is a question for further enquiry whether the fact that 
some of the unit points are not curve points affects the validity of the 
conclusion that p = 38. Proposition II supplies a method. 


Note 4. 


A very interesting case is furnished by Weierstrass’s normal curve 
expressed by two algebraic functions g,, g, wherein a is prime to r 
(see Schottky, Crelle 83). For such a curve 


1 
p = 35 (a—1) (r—1) — 0+) 
and the number ; (a—-1}(r—1)—yp is the same as that of the integral 


functions which are not expressible integrally by g, and g,. In con- 
tinuation of Schottky’s results, the paper referred to contains the form 
of the equations in case p = 4. I hope to return to this in a later paper. 


January, 1894. 














Autographirte Vorlesungshefte. 
Von 
Fexix Kier in Gittingen. 


[Ueber Riemann’sche Fliichen, Doppelvorlesung 1891—92; Hihere Geometrie, 
desgl. 1892—93; Ueber die hypergeometrische Function, Winter 1893—94.] 


Es ist nun schon eine lingere Reihe von Jahren, dass ich mir 
eine besondere Vorlesungspraxis ausgebildet habe. Von dem Wunsche 
ausgehend, meine wissenschaftlichen Anschauungen méglichst allseitig 
auszugestalten, habe ich mit dem Gegenstande meiner Vorlesungen 
fast fortwihrend gewechselt. Dies gab Schwierigkeiten fast noch mehr 
fiir meine Zuhdrer als fiir mich selbst. Ich begann daher, meine 
jedesmaligen Vortriige ausarbeiten zu lassen und diese Ausarbeitungen 
den Studirenden im Lesezimmer des Seminars zur Verfiigung zu stellen. 
Diese Methode hat sich im Laufe der Jahre naturgemiiss weiter ent- 
wickelt. Es erschien wiinschenswerth, dass die Studirenden nicht zu 
viele Zeit auf das Nachschreiben der Vorlesungshefte verwenden sollten, 
wihrend ich andererseits das Bediirfniss empfand, auch friiheren 
Schiilern oder befreundeten Gelehrten von dem Inhalte meiner jedes- 
maligen Vorlesungen Mittheilungen zu machen. Ich ging also dazu 
iiber die Ausarbeitungen autographisch zu vervielfaltigen. Diese, auto- 
graphirten Hefte haben gegen meinen urspriinglichen Wunsch allmiahlich 
immer mehr eine Verbreitung auch in weiteren Kreisen gefunden. In 
demselben Maasse habe ich mehr und mehr danach gestrebt, denselben 
einen allgemein giiltigen Inhalt zu geben. Ich habe eine Zeit lang 
gehofft, ich werde Hiilfskriifte finden, um die so entstehenden Dar- 
stellungen verschiedener Gebiete einer Ueberarbeitung zu unterziehen 
und dann in Buchform zu verdffentlichen. Die Herausgabe meiner 
Vorlesungen iiber elliptische Modulfunctionen durch Herrn Fricke bot 
hierfir ein glanzendes Beispiel; ich kann in diesem Zusammenhange 
ferner das Werk von Pockels (Ueber die partielle Differentialgleichung 
Au-+ ku =0, Leipzig 1891) sowie ein demniichst erscheinendes Buch 
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von Bécher (Ueber die Reihenentwickelungen der Potentialtheorie) 
anftihren. Aber eine solche Bearbeitung kostet ausserordentlich viele 
Zeit und es geht dabei auch der Charakter der Unmittelbarkeit, den 
die Vorlesungen besitzen, verloren, — ganz abgesehen davon, dass 
es kaum mdglich sein diirfte, immer wieder einen geeigneten Bearbeiter 
zu finden. So sei denn der weitere Schritt gewagt, meine neueren 
autographirten Hefte, so wie sie sind, hier in den Annalen zu be- 
sprechen und dadurch dem allgemeinen mathematischen Publicum vor- 
zulegen*). Meine Absicht ist geradezu die, dem gegenwirtigen ersten 
Artikel in Zukunft eine Reihe weiterer Mittheilungen folgen zu lassen, 
in dem Maasse wie fernere Vorlesungshefte hinzukommen. — 

Ich. bin mir ja der Verantwortung dieses Schrittes sehr bewusst. 
Die autographirten Hefte sind als Wiedergabe wirklich gehaltener 
Vorlesungen durch die mannigfachsten Zufalligkeiten bedingt: einzelnes 
ist breit ausgefiihrt, wihrend anderes, gleich wichtige fehlt. Und 
mehr als dass: sie enthalten der vorliufigen Formulirungen und Urtheile 
eine Menge, welche bei nochmaliger Durcharbeitung vermuthlich nicht 
wiirden bestehen bleiben kénnen. Ich mochte dieselben nicht einfach 
wegstreichen, weil ich glaube, dass die Wirkung meiner Darstellung 
gerade in ihrem subjectiven Charakter beruhen wird. Mége man die 
Versicherung hinnehmen, dass ich an solchen Stellen einzig um den 
Fortschritt der Wissenschaft bemiiht bin und dass ich andererseits sehr 
bereit sein werde, Berichtigungen entgegen zu nehmen und bei spiterer 
Gelegenheit zur Geltung zu bringen. 

Die Reihe der in Rede stehenden autographirten Hefte beginnt 
mit einer Doppelvorlesung tiber Nicht-Euklidische Geometrie (1889—90) 
und einer ebensolchen tiber lineare Differentialgleichungen (1890—91) **). 
Ich werde auf diese ersten Hefte hier nicht weiter eingehen. Die 
Vorlesung iiber Nicht-Euklidische Geometrie ist nach verschiedenen 
Richtungen in der Zwischenzeit durch neuere Publicationen iiberholt. 
Die Vorlesung iiber lineare Differentialgleichungen aber war nur ein 
erster Versuch: ein Theil der dort bertihrten Ideen ist in der Vor- 
lesung tiber die hypergeometrische Function, die ich im letztverflossenen 
Wintersemester hielt, bereits in reiferer Form reproducirt worden, — 
Anderes soll in der Vorlesung des kommenden Sommersemesters von 
Neuem zur Geltung kommen, der Rest aber, der von den automorphen 
Functionen handelte, in die Gesammtdarstellung der Theorie dieser 


*) Die Hefte werden durch meinen friiheren Assistenten, Herrn Dr. Schilling, 
versandt; Bestellungen sind, so lange nichts Anderes verabredet ist, am besten 
an das mathematische Institut der Universitit Géttingen zu richten. 

**) Ich habe auch gelegentlich von der Vorlesung «ber geometrische Func- 
tionentheorie, welche ich 1880—81 an der Universitit Leipzig hielt, Copieen an- 
fertigen lassen, wie ich nur der Vollstiindigkeit halber hier anfiihre. 
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Functionen eingearbeitet werden, die ich zusammen mit Herrn Fricke 
vorbereite. 

So bleiben denn die drei in der Ueberschrift genannten Hefte und 
tiber diese will ich hier in der Weise kurzen Bericht geben, dass ich 
jedesmal solche Punkte hervorhebe, auf welche ich besonderes Ge- 
wicht lege. 


I. Riemann’sche Flichen. 


Den Ausgangspunkt bildet hier selbstverstindlich diejenige Auf- 
fassung der Riemann’schen Theorie, welche ich seiner Zeit in meiner 
Schrift tiber Riemann (Leipzig 1881) skizzirt und bald darauf in Bd. 21 
der Annalen noch weiter ausgefiihrt habe. Das Wesentliche ist, dass 
die Riemann’sche Fliche (oder irgend ein mit ihr aiquivalenter Bereich) 
als Definition der zugehérigen Functionen gilt. Ich brauche hierauf 
an gegenwirtiger Stelle kaum zuriickzukommen, nachdem einerseits 
meine Auffassungsweise in den von Herrn Fricke bearbeiteten Vor- 
lesungen tiber Modulfunctionen ausfiihrlich dargelegt ist, nachdem 
andererseits Herr Picard in seinem neuen Traité d’analyse einen ent- 
sprechenden Standpunkt eingenommen hat. LEbensowenig fiihre ich 
hier aus (was ebenfalls bereits in den Modulfunctionen zur Geltung 
kommt), dass mit der genannten Auffassung zugleich eine neue Grund- 
lage fiir die Darstellung der algebraischen Functionen in homogener 
Form gegeben ist. Ich habe im Anschluss daran in meiner Vorlesung 
u. a. eine homogene Formulirung der Theorie der zu einer gegebenen 
Riemann’schen Fliche gehdrigen Minimalflichen gegeben, wobei sich 
diese Theorie sehr viel symmetrischer gestaltet als bei den sonstigen 
Darstellangen und systematisch in die iibrigen Betrachtungen eingefiigt 
erscheint*), 


*) Ich méchte hier eine kurze historische Notiz einfiigen, Picard nennt in 
Bd. II seines Werkes auf pag. 375 als denjenigen, der bei Untersuchungen iiber 
den Flichenzusammenhang zuerst frei im Raume gelegene Flichen mit p Oeffnungen 
angewandt habe, Clifford (Proceedings of the London Mathematical Society, 
vol. 8, 1876). Demgegeniiber weist bereits Burkhardt in seiner Recension des 
Picard’schen Werkes in den Géttinger Anzeigen (1894, Nr. 5) darauf hin, dass 
diese Fliichen schon 1875 in einer Arbeit von Tonelli auftreten (Atti dei Lincei, 
tom. 2, ser. II). Es ist keine Frage, dass die, Benutzung der in Rede stehenden 
Flaichen auf Riemann selbst oder doch auf seine unmittelbare Umgebung zuriick- 
geht. Ich habe mich in dieser Hinsicht in der Vorrede zu meiner Schrift tiber 
Riemann auf eine Unterhaltung mit Herrn Prym vom Jahre 1874 bezogen. Die 
Sache wird mir jetzt durch Herrn Schering bestitigt, der sich dahin dussert, 
dass er sich allerdings nicht bestimmt erinnern kiénne, jemals mit Riemann tiber 
den Gegenstand gesprochen zu haben, dass ihm aber die Verwendung der in 
Rede stehenden Flichen von jeher geliufig gewesen sei, Hiermit ist auch die 
Quelle gegeben, aus welcher Herr Tonelli die Verwendung der in Rede stehen- 
den Flichen entnommen hat; denn Herr Tonelli hat seine Arbeit (welche tibrigens 
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An die hiermit bezeichneten Entwickelungen kniipft sich nun als 
zweiter Theil der Vorlesung eine historische Uebersicht iiber die Theorie 
der algebraischen Curven, — wobei es sich in erster Linie darum 
handelt, iiberall hervorzukehren, wie sich die einzelnen Begriffsbe- 
stimmungen und Sitze vom Standpunkte der Riemann’schen Theorie 
aus darstellen. Ich brauche hier auf die einzelnen Momente der 
historischen Darstellung um so weniger einzugehen, als ja ein aus- 
fiihrlicher Bericht iiber denselben Gegenstand von Seiten der Herren 
Brill und Néther demnichst in den Berichten der deutschen mathe- 
matischen Gesellschaft publicirt werden soll; dort werden zweifellos 
auch einzelne Ungenauigkeiten meiner Darstellung corrigirt sein. 
Andererseits tiberspringe ich alle diejenigen Formulirungen, welche 
bereits in der Theorie der elliptischen Modulfunctionen ihre Stelle ge- 
funden haben. So mégen nur folgende Punkte genannt werden: 

Eine jedenfalls wichtige Frage ist, wie man am einfachsten zu 
einer gegebenen eben algebraischen Curve eine zugehérige Riemann’sche 
Fliche construirt. Ich erinnere in dieser Hinsicht zuniichst an das 
Verfahren, welches ich in Annalen Bd. 7 und 10 gegeben habe (1874, 
1876), wo ich den Ort der reellen Punkte der imaginiiren Curven- 
tangenten als Riemann’sche Fliche auffasste (,, projective Flaiche‘). 
Die verschiedenen Realitiitstheoreme, welche man fiir die Singularitiiten 
der ebenen algebraischen Curven besitzt, erfahren von hier aus eine 
neue Beleuchtung. Ich gebe sodann eine zweite Construction, die in 
analytischer Form schon bei friiheren Autoren auftritt aber hier wohl 
zum ersten Male geometrisch ausgefiihrt wird (,,metrische Flache “‘). 
Kinem imaginiiren Curvenpunkte wird hier derjenige reelle Punkt der 
Ebene zugeordnet, der mit ihm und dem einen Kreispunkte der Ebene 
auf einer Geraden liegt. Dabei fallen die Verzweigungspunkte der 
Flache in die Brennpunkte der Curve. Es sind dies diejenigen Flichen, 
welche neuerdings Herr Loud einer eingehenden Betrachtung unter- 
zogen hat (vergl. Annals of Mathematics, vol, VIII, 1893). 

Kine weitere Frage ist die nach der Bedeutung der speciell curven- 
theoretischen Methoden, also des Noéther’schen Fundamentalsatzes, des 
Restsatzes etc. fiir die Riemann’sche Auffassung. Ich stelle hier mehr 
die Probleme, als dass ich sie erledige. Es handelt sich immer darum, 
die Theoreme von der Formel abgelést nach ihrer functionentheoretischen 





selbstindige Untersuchungen zur Theorie des Flichenzusammenhangs enthilt) hier 
in Géttingen unter Leitung von Herrn Schering ausgefiihrt. Man vergleiche hierzu 
die erste Mittheilung der Tonelli’schen Resultate in Nr. 13 der Gittinger Nach- 
richten von 1875. — Uebrigens bemerke man, dass hei Clifford und Tonelli 
die in Rede stehenden Flichen nur fiir die Untersuchungen der Analysis situs, 
nicht aber, wie in meiner Schrift tiber Riemann’s Theorie, direct fiir die functionen- 
theoretische Grundlegung herangezogen werden. 
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Bedeutung zu begreifen. Es wiirde mir wichtig scheinen, die ver- 
schiedenen hier nur angedeuteten Ansiitze weiter auszufiihren. Ins- 
besondere ist meine Ansicht, dass itiberall da, wo die Moduln des 
algebraischen Gebildes in Betracht kommen, die Riemann’sche Behand- 
lung den Theoremen einen hdheren Grad von Sicherheit verleiht. 
Man kann bei der iiblichen algebraischgeometrischen Behandlung fast 
bei jedem Schritte Einwiirfe formuliren, dahingehend, dass nothwendige 
Abhangigkeiten der zu combinirenden Gleichungen vielleicht nicht 
erkannt sind. Es mag nicht schwierig sein, auf den einzelnen der- 
artigen Einwurf zu antworten, etwa durch Discussion eines numerischen 
Beispiels. Dagegen scheint es fast unméglich und jedenfalls iusserst 
umstindlich, dieses Verfahren bei lingeren Beweisen, iiberall wo es 
nothig wire, in Anwendung zu bringen. Ganz anders die Beweis- 
methoden, welche an die Riemann’schen Existenzsiitze ankniipfen. 
Ihnen haftet nur, héchst bedauerlicher Weise, eine andere Beschriinkung 
an: sie sind bis auf Weiteres nur auf eindimensionale algebraische 
Gebilde anwendbar und kénnen noch in keiner Weise auf mehrdimen- 
sionale algebraische Gebilde ausgedehnt werden. 

An dritter Stelle sei eines Beispiels gedacht, welches ich fiir die 
hiermit entwickelte Auffassung in der Theorie der Raumcurven gebe. 
Bei seinen interessanten Untersuchungen iiber die Brill-Néther’schen 
Specialgruppen gebraucht Herr Castelnuovo gelegentlich die An- 
nahme, es sei mdglich eine C,4, des R,, vom Geschlechte p in eine 
rationale C,, desselben Raumes und p geradlinige Secanten dieser C,, 
zerfallen zu lassen. Indem ich mir als Abbild der Raumcurve eine 
(m-}-p)-blittrige Riemann’sche Fliache tiber der Ebene gegeben denke, 
vermag ich in der That den hier erforderlichen Beweis zu fiihren. Es 
handelt sich nur darum, die Fliche durch Verschiebung ihrer Ver- 
zweigungspunkte so ausarten zu lassen, dass sich p einfache Blatter 
von ihr abtrennen. Allerdings wird hier von dem Riemann’schen 
Existenzgesetz in einer Weise Gebrauch gemacht, die in den explicite 
vorliegenden Beweisen desselben nicht vorgesehen ist. Das Problem 
ist, die Stetigkeit der durch eine Riemann’sche Fliiche definirten Func- 
tionen bei stetiger Abinderung der Fliche zu beweisen. Ich hoffe, 
dass dieser Gegenstand binnen kurzem von anderer Seite seine Erledigung 
finden wird*), — 

Es folgt ein letzter Theil der Vorlesung. Ich kann mich hier 
wieder sehr kurz fassen, weil ich den Gegenstand spiter (Annalen 42) 
in einer eigenen Abhandlung dargelegt habe. Schon in meiner Schrift 
tiber Riemann hatte ich die Theorie der Curvengestalten an die Theorie 


*) In einer Arbeit von Herrn Ritter, die in diesen Annalen verdffentlicht 
werden soll. 
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der ,,symmetrischen“ Riemann’schen Flichen angekniipft. Dies habe 
ich nun hier nach verschiedenen Richtungen ausgefiihrt und ins- 
besondere durch Discussion der Perioden der zugehérigen Abel’schen 
Integrale eine Menge von Theoremen tiber die Realitiét von Beriihrungs- 
eurven etc. entwickelt. 


Il. Hohere Geometrie. 


Wenn wir die Untersuchungen itiber die Principien der Geometrie 
bei Seite lassen (also die Nichteuklidische Geometrie im engeren 
Sinne des Wortes, die Inbetrachtnahme nicht analytischer Curven etc.), 
so gruppiren sich die Arbeiten der neueren Geometer oder auch die 
Geometer selbst in der Hauptsache um zwei Mittelpunkte. Wir haben 
auf der einen Seite die Differentialgeometrie, auf der anderen Seite 
die Geometrie der algebraischen Gebilde (bei der selbst wieder eine 
Scheidung nach analytischer und synthetischen Methode vorliegt). Und 
doch stehen die Materialien zu einer einheitlichen Auffassung des ganzen 
Gebietes seit lange bereit. Ich hatte zu dem Zwecke nur an die Arbeiten 
anzukniipfen, welche von Lie und mir selbst in den Jahren 1869—1872 
verdffentlicht worden sind, und dann den weitern Fortschritten der 
Lie’schen Arbeiten sowie der geometrischen Functionentheorie zu folgen. 
Natiirlich bin ich nach keiner Seite in Hinzelheiten gegangen. 

Meine erste Hintheilung ist, wie dies nicht anders sein kann, 
functionentheoretischer Natur, niimlich die Unterscheidung zwischen 
analytischen und algebraischen Functionen. Erstere sind, allgemein 
zu reden, nur in einem begrinzten Raumstiicke definirt; es ist un- 
méglich (so lange man nicht specificiren will) tiber ihr Verhalten bei 
weiterer ,,analytischer Fortsetzung“ eine bestimmte Aussage zu machen. 
Letztere dagegen sind von vornherein im Gesammtraum gegeben. 
Dabei ist uns beidemal anheimgestellt, ob wir complexe Werthsysteme 
mit in Betracht ziehen wollen oder nicht. 

Des weiteren aber gruppire ich den Stoff, ohne mich gerade 
iingstlich an die Eintheilung zu binden, um drei Grundbegriffe: Coordi- 
natensystem, Transformation, Gruppe. 


1. Coordinatensystem. 


Hier machen die verschiedenen Arten der Punktcoordinaten natiir- 
lich den Anfang, die geradlinigen wie die krummlinigen, deren Be- 
deutung insbesondere auch fiir die Anwendungen dargelegt wird. So 
erdrtere ich bei den elliptischen Coordinaten die Staude’sche Faden- 
construction des Ellipsoids, Henrici’s bewegliches Hyperboloid. Darboux’s 
pentasphirische Coordinaten geben den Anlass zur einer Besprechung 
von Peaucellier’s Inversor. 
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Aber statt des Punktes kann ebensowohl jedes andere Gebilde 
als ,,Raumelement“ der Coordinatenbestimmung zu Grunde gelegt 
werden (Pliicker), 

Ich verweile ganz vesonders bei der Kugelgeometrie und ihrer 
von Lie entdeckten Beziehung zur Liniengeometrie; man vergleiche 
Lie’s Abhandlung iiber Complexe in Band 5 der Annalen, die iiber- 
haupt fiir meine folgenden Entwickelungen fundamental ist. Wir 
haben zweierlei Kugelgeometrie zu unterscheiden: die elementare und 
die héhere (die Lie’sche). In der elementaren Kugelgeometrie kommt 
nur das Quadrat des Kugelradius in Betracht, in der héheren Kugel- 
geometrie aber der Radius selbst, d. h. der mit bestimmtem Vorzeichen 
genommene Radius. Liniengeometrie des R, ist so viel wie Punkt- 
geometrie auf einer Filiiche zweiten Grades des R;. Projiciren wir 
diese Fliche stereographisch von einem ihrer Punkte aus auf den R,, 
so erhalten wir hier die Punktgeometrie der reciproken Radien, d. h. 
diejenige Art der metrischen Geometrie, welche nur Beziehungen 
gelten lisst, die bei beliebiger Inversion invariant sind. Dies ist, was 
in meiner Arbeit iiber Liniengeometrie und metrische Geometrie aus- 
einandergesetzt wird (ebenfalls in Bd. 5 der Annalen). Wie man von 
hier zur Kugelgeometrie kommt, wurde von Lie in den Gdottinger 
Nachrichten von 1871 entwickelt. Es handelt sich um ein Verfahren, 
welches ich als Minimalprojection bezeichne, d. h. man zieht durch 
den Punkt des R, alle Minimalgeraden (alle Geraden von der Linge 0) 
und schneidet diese mit dem R,. 

Wichtig ist auch, dass man sich hinsichtlich der Gebilde, die 
durch Gleichungen zwischen den Coordinaten dargestellt werden sollen, 
bez. hinsichtlich dieser Gleichungen selbst keine zu weitgehende Be- 
schrinkung auferlegt. Ich betone von vorneherein, dass wir Gleichungen 
betrachten diirfen, welche mehrere Reihen von Coordinaten neben ein- 
ander enthalten, dass insbesondere die Differentialgleichungen als solche 
Object der geometrischen Betrachtung sind. 


2. Transformation. 

Schon die Transformation der Punktcoordinaten gibt zu liingeren 
Erérterungen Anlass. 

Ich bespreche zunichst die Entwickelung der projectiven Geometrie, 
die Curven mit unendlich vielen linearen Transformationen in sich, 
die Theorie der projectiven Differentialinvarianten. Immerzu betone ich, 
dass die projective Geometrie nur eines der méglichen geometrischen 
Abbilder der linearen Invariantentheorie ist, dass also letztere weiter 
reicht als erstere. 

Ich bespreche ferner die Imaginiirtransformation , d. h. die Methode, 
imaginiire Punkte genau so in die Betrachtungen einzufiihren, als ob 
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sie reell wiiren. Lie’s Theorie der Minimalfliichen gibt ein neues 
vorziigliches Beispiel fiir die Wirksamkeit dieser Methode. 

Dann weiter die Projectionen aus héheren Riumen. Hier finden 
Maxwell's und Cremona’s Untersuchungen zur graphischen Statik ihre 
gebiihrende Stellung. 

Hohere Punkttransformationen der allgemeinsten Art kommen bei 
der Classification der Differentialausdriicke zur Geltung. Ich verweise 
auf die Differentialparameter Beltrami’s und die Theorie der Biegungs- 
invarianten. 

Birationale Punkttransformationen insbesondere sind fiir das Studium 
der algebraischen Gebilde fundamental. Clebsch stellte die Aufgabe, die 
genannten Transformationen im Gebiete der algebraischen Differential- 
gleichungen zur Geltung zu bringen, In dieser Richtung ist nur erst 
wenig gearbeitet, doch haben neuerdings die franzisischen Geometer 
eine Reihe bemerkenswerther Ansiitze gefunden. ; 

Sehr viel erweitert sich der Gesichtskreis, sobald Transformationen 
mit Wechsel des Raumelements in Betracht gezogen werden. 

Hier ist die Stelle, wo ich die Lie’schen ,,Flichenelemente“ ein- 
fiihre, um dann gleich zum allgemeinen Begriff der ,,Beriihrungs- 
transformation“ tiberzugehen. Die dualistischen Transformationen, die 
Transformationen der Kugelgeometrie etc. werden mit gebiihrender 
Ausfiihrlichkeit besprochen. Daneben ziehe ich Beispiele heran, welche 
in scheinbar sehr heterogene Theile der Mathematik eingreifen: die 
astronomische Methode der Variation der Constanten und die kine- 
matische Aufgabe der Construction von Zahnridern. — 

Ich méchte hier eine Bemerkung einfiigen, welche in der Vor- 
lesung nur angedeutet wurde. Man kann sich die Aufgabe stellen, 
alle in der Analysis vorkommenden Transformationen auf ihren geo- 
metrischen Gehalt zu prifen. Man nehme folgende Formeln aus der 
Theorie der Fourier’schen Integrale: 


g(x“) = V2 | {(@)-cosax-dea, 
0 


f(a) = y2 | (a) - cos ax + da, 


Was bedeutet die so zwischen f und @ festgelegte Reciprocitiits- 
beziehung geometrisch? Man denke sich die beiden Curven y = 9 (x) 
und Y<—/(x); welche geometrische Abhiingigkeit findet zwischen 
ihnen statt? — 
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3. Gruppe. 


Bei den Gruppen der Geometrie spielt die Unterscheidung der 
continuirlichen Gruppen und der discontinuirlichen selbstverstindlich 
eine Hauptrolle. Die letzteren trennt man wieder in eigentliche discon- 
tinuirliche (bei denen die aquivalenten Elemente durch endliche Inter- 
valle getrennt sind) und uneigentlich discontinuirliche (bei denen die 
iiquivalenten Elemente ,,iiberall dicht“ liegen, die vielleicht sogar 
unendlich kleine Qperationen enthalten). Es scheint fast, als wiirden 
die uneigentlich discontinuirlichen Gruppen nicht tiberall richtig ver- 
standen oder doch nicht nach ihrer Wichtigkeit richtig gewiirdigt. 
Jede uneigentlich discontinuirliche Gruppe wird eigentlich discontinuirlich, 
wenn man in einen gzweckmidssig gewihlten hiheren Raum aufsteigt. 
Dieses Princip ist vielleicht noch nicht so explicite formulirt worden, 
wie mit den vorstehenden Worten geschieht, aber kommt thatsiichlich 
in den verschiedensten Theilen der Mathematik seit lange zur Geltung. 
Man nehme die unimodularen ganzzahligen Collineationen der Ebene. 
Dieselben bilden eine discontinuirliche Gruppe, welche sofort eigentlich 
discontinuirlich wird, wenn man die nulltheiligen Kegelschnitte der 
Ebene als Elemente einfiihrt. Hiervon wissen die Zahlentheoretiker 
ihren Vortheil zu ziehen. Oder man betrachte die Umkehr der 
Abel’schen Integrale. Was ist der Kern des Jacobi’schen Umkehr- 
problems? Die vielfache Periodicitaét, welche das Integral besitzt, 
ergibt bei der Umkehr des einzelnen Integrals eine uneigentlich discon- 
tinuirliche Gruppe, die aber eigentlich discontinuirlich wird, sobald 
man eine hinreichend grosse Zahl zusammengehdriger Integrale neben 
einander betrachtet. 

Des Weiteren bespreche ich in meiner Vorlesung die Systematik, 
welche sich fiir die Geometrie bei Zugrundelegung des Gruppenbegriffs 
ergibt. Ich brauche hierauf an gegenwirtiger Stelle um so weniger 
einzugehen, als ich mein Programm von 1872, in welchem ich diesen 
Grundgedanken entwickelte, in Bd. 43 der Annalen neuerdings habe 
abdrucken lassen. 

Es folgt eine kurze Einleitung in die Lie’ sche Theorie der con- 
tinuirlichen Transformationsgruppen, bei der ich bemiiht war, iiberall 
die geometrische Auffassung zur Geltung zu bringen. Ich nehme 
dabei insbesondere Gelegenheit, die neuen Untersuchungen von Lie 
iiber das Helmholtz’sche Raumproblem darzulegen. Ich bin hierauf 
um so ausfiihrlicher eingegangen, als mir daran lag, die bez. Ent- 
wickelungen meines oben genannten Nicht-Euklidischen Heftes zu 
berichtigen, bez. zu vervollstiindigen. Ich erklire auch ausfiihrlich 
meine Bemerkungen iiber die Monodromie des Raumes in Bd. 37 der 
Annalen, pag. 565. ,,I[ch sehe diese meine Betrachtungen nur mehr 
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als ein Apercu an, durch welches deutlich wird, dass hier zwischen 
2 und 3 Dimensionen ein Unterschied besteht, durch welches aber die 
eingehenden Lie’schen Untersuchungen keineswegs iiberfliissig gemacht 
werden.“ — 

Dann weiter die discontinuirlichen Gruppen. \Sei hier nur an- 
gegeben, dass ich den Gegenstand méglichst vielseitig zu fassen suche, 
indem beispielsweise ebensowoh! auf die Untersuchungen der Krystallo- 
graphen Riicksicht genommen wird wie auf die hierher gehérigen 
Untersuchungen der Arithmetiker und Functionentheoretiker. 

Noch eine besondere Fragestellung habe ich beriihrt, welche in 
die Theorie der continuirlichen wie der discontinuirlichen Gruppen 
gleichformig eingreift. Ich meine die Classification der linearen 
Differentialgleichungen nach den Principien der Herren Picard und 
Vessiot. Indem ich die grosse Wichtigkeit der Sache hervorhebe, 
kritisire ich gleichzeitig die Darstellung von Vessiot, die. in einem 
wesentlichen Punkte unzureichend scheint. — 

Ich schliesse meine Vorlesung mit dem Pliicker’schen Citate (1830; 
Vorrede zum zweiten Bande der analytisch-geometrischen Entwicke- 
lungen): ,,Man kann das Verhiiltniss der Geometrie zur Analysis aus 
verschiedenen Gesichtspunkten betrachten, Ich méchte mich zu der 
Ansicht bekennen, dass die Analysis eine Wissenschaft ist, die unab- 
hingig von jeder Anwendung selbstindig fiir sich allein dasteht, und 
die Geometrie, wie von einer anderen Seite die Mechanik, bloss als 
bildliche Darstellung gewisser Beziehungen aus dem grossen erhabenen 
Ganzen erscheint.‘ 


Ill. Die hypergeometrische Function. 


Die hypergeometrische Function ist im Vergleich zu den ellip- 
tischen Functionen, denen sie an Wichtigkeit gleich steht, in den 
Lehrbiichern bislang auffallend vernachliissigt worden. Zudem sind 
die Darstellungen, die ich kenne, fast nur auf den iiusseren Aufbau 
der Formeln gerichtet. Die grossen Gedanken, welche Riemann in 
die Theorie eingefiihrt hat, scheinen im Bewusstsein der heutigen 
Generation, trotzdem sie die Grundlage aller weiteren Entwickelung 
bilden, vielfach bei Seite geschoben und verktimmert. 

Wir haben zuniichst Riemann’s Abhandlung von 1857. Der Ziel- 
punkt ist hier, das Wesen der hypergeometrischen Function aus ihrem 
Verhalten bei Umkreisung der singuliren Punkte zu verstehen. Die 
aus derselben Zeit stammenden Fragmente, welche in den gesammelten 
Werken unter Nr, XXI abgedruckt sind, belehren uns, wie Riemann 
im gleichen Sinne eine allgemeine Theorie der linearen Differential- 
gleichungen n't Ordnung zu schaffen beabsichtigte. Auch hier sollte 
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die Gruppe der linearen Substitutionen, welche irgend m linear unab- 
hingige Liésungen bei Durchlaufung geschlossener Wege erfahren, 
voranstehen. — Mit diesem Ansatze verbindet sich dann, was speciell 
die linearen Ditferentialgleichungen weiter Ordnung angeht, eine 
geometrische Methode. Dieselbe betrachtet die conforme Abbildung, 
welche der Quotient zweier Particularlésungen der Gleichung (ins- 
besondere also der Quotient zweier Zweige der hypergeometrischen 
Function) von der Ebene der unabhiingigen Variabelen entwirft, Leider 
besitzen wir bieriiber von Riemann selbst nur zerstreute Notizen (man 
vergl. die Abhandlung tiber die Minimalflichen sowie verschiedene andere 
Theile des Nachlasses), Ks ist das grosse Verdienst von Schwarz, in 
seiner Abhandlung in Bd. 75 des Journals, 1872, den Gegenstand 
zum ersten Male wenigstens nach bestimmten Richtungen zur Geltung 
gebracht zu haben. Daran schliesst sich die lange Reihe der neueren 
Arbeiten tiber die Polyederfunctionen, die elliptischen Modulfunctionen 
und die allgemeinen eindeutigen automorphen Functionen. Aber hier- 
mit ist die Tragweite der Methode noch nicht erschépft. Ich darf 
wegen weitergehender Entwickelungen auf meine Arbeiten in Band 37 
und 40 der Annalen, sowie auf die eben nun in Band 44 publicirten 
Untersuchungen des Hrn. Schilling verweisen. — 

Diesen ganzen Complex von Auffassungen und Methoden in einer 
dem heutigen Stande der Theorie entsprechenden Form zuniichst an 
dem Beispiel der hypergeometrischen Function darzulegen, ist das Ziel 
meiner Vorlesung gewesen. Ich hoffe, im kommenden Semester eine 
allgemeine Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
zur Darstellung zu bringen, bei der die gleichen Momente zur Geltung 
kommen sollen. — 

Meine Vorlesung spaltet sich dem Gesagten zufolge in zwei 
Theile. 

Theil I gibt eine Uebersicht iiber die ‘ltere analytische Theorie, 
bis zu Riemann’s Arbeit 1857 inclusive. Ich bespreche dabei ins- 
besondere auch die Definition durch bestimmte Integrale, wobei die 
Idee des Doppelumlaufs in den Vordergrund gestellt wird. Auch fiihre 
ich hier die homogenen Formulirungen ein, von denen in Band 38 
dieser Annalen die Rede ist, und die ich weiterhin immer wieder 
gebrauche. 

Theil II ist dann ausschliesslich der geometrischen Theorie ge- 
widmet, wobei ich mich fortgesetzt auf die soeben genannte Schilling’sche 
Arbeit beziehen darf. 

Es handelt sich zuniichst um einen Excurs iiber sphdrische Tri- 
gonometrie. 

Die allgemeinen Grundlagen der sphirischen Trigonometrie sind dem 
eindringenden analytischen Verstiindnisse neuerdings von Hrn. Study 
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in besonders durchsichtiger Weise zugiinglich gemacht worden.*) 
Hr. Study hilt dabei, was die geometrischen Figuren angeht, an der 
Annahme reeller Winkel und Seiten fest. Dagegen hat Schilling eine 
einfache Figur construirt, die der Annahme beliebig complexer Ele- 
mente entspricht. Ich zeige, wie man von den analytischen Formeln 
aus mit Nothwendigkeit zu der Schilling’schen Figur gelangt. Ich 
wende mich sodann zu meinen Entwickelungen von Bd. 37. Der 
Dreiecksbegriff, den ich dort benutze, unterscheidet sich von dem 
Study’schen dadurch, dass ich dem Dreieck nicht nur Ecken und 
Seiten, sondern auch eine Fliche beilege (die wie eine ,,Membran“ 
in die Seiten eingespannt ist). Indem ich diese Fliche in jedem Falle 
wirklich construire, erhalte ich jene Relationen zwischen den absoluten 
Betriigen der Winkel Az, ux, va und Seiten Ix, ma, nz, welche 
ich als die Ergédnzungsrelationen der sphiirischen Trigonometrie be- 


zeichne: 
E (5) =E Gs"), ete. 


Die Winkelzahlen 4, uw, v sind hier wieder zuniichst als reell gedacht; 
hoffentlich fiihrt Hr. Schilling den Gegenstand auch fiir den Fall 
complexer 4, uw, v bald zum gliicklichen Abschluss. — Noch darf ich 
hervorheben, dass ich bei meinen Entwickelungen die ,,verwandten“ 
sphirischen Dreiecke, d. h. diejenigen, welche zu demselben Dreikant 
gehéren, immer gleichzeitig betrachte. Verwandte Dreiecke sind 
Gegenbilder verwandter, d. h. gleichgruppiger hypergeometrischer 
Functionen, Die Figuren zeigen, dass die Theorie dieser verwandten 
Functiouen bisher noch nicht hinreichend in’s Einzelne durchgebildet 
wurde, — 

An diese geometrischen Entwickelungen schliesst sich eine lingere 
Reihe von Folgerungen betr. die hypergeometrische Function. Da ist 
zunichst die Bestimmung der Zahl der reellen Nullstellen der hyper- 
geometrisunen Reihe zwischen « =O und 2 — 1, wie ich dies schon 
in Band 37 ausfiihrte. Ich schliesse daran u. a, Theoreme iiber die 
Nullstellen derjenigen Determinanten, die sich aus entsprechenden 
Zweigen zweier verwandter hypergeometrischer Functionen zusammen- 
setzen lassen. Ich untersuche ferner (im Anschlusse an die Abhandlung 
von Schwarz, doch iiber dieselbe mannigfach hinausgehend), wann 
sich die hypergeometrische Function auf niedere Functionen reduciren 
lisst. Es ergibt sich eine volle Liste der rationalen Fille, der alge- 
braischen Fille sowie derjenigen, die sich durch unbestimmte Integrale 
multiplicativer Functionen ausdriicken lassen. Hiermit ist, fiir die 


*) Nr. 2 des 20" Bandes der math,-phys. Abhandlungen der siichsischen 
Gesellschaft der Wissenschaften, Leipzig, 1893. 
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hypergeometrische Function, die von Picard und Vessiot vorge- 
schlagene Classification im Princip durchgefiihrt und alle die friiher 
von Markoff u. A. aufgeziihlten speciellen Fille finden ihre systematische 
Stellung. — Ich wende mich endlich zu der Frage der eindeutigen 
Darstellung, wobei der Satz, den ich in Bd. 14 der Annalen (1878) 
gab, dass sich alle hypergeometrischen Functionen durch eindeutige 
Functionen des elliptischen Periodenverhiltnisses darstellen lassen, den 
naturgemiissen Abschluss bildet. — Was die Herstellung von Formeln 
betrifft, so beschrinke ich mich bei allen diesen Entwickelungen auf 
ein blosses Referat, verweise aber insbesondere auf die Dissertation 
von Q. Fischer (Leipzig 1885), weil ich der Meinung bin, dass die 
Methoden, mit denen dort die zum Ikosaeder gehérigen hypergeome- 
trischen Functionen behandelt werden, in richtiger Weise aufgefasst 
allgemeine Bedeutung haben méchten. 


Gottingen, im Miirz 1894. 














Allgemeine Anzahlfunctionen fiir Kegelschnitte, Flachen und 
Raume zweiten Grades in » Dimensionen. 


Von 


H. Scuusert in Hamburg. 


An der Spitze meines ,,Calciils der abzihlenden Geometrie“ (Leipzig 
1879) habe ich die Aufgaben dieses Forschungsgebietes dahin formulirt, 
dass sie die Zahlen x zu bestimmen suchen, welche angeben, wieviel 
geometrische Gebilde [ gegebener Definition gewisse gegebene Be- 
dingungen Z,, Z,,... erfiillen. Bei der Lésung solecher Aufgaben hat 
man sich bisher die Zahlen z,, 2,, ..., welche angeben, wie oft jede 
der Bedingungen Z,, Z,, ... erfiillt werden soll, fast immer als 
bestimmte, nicht als allgemeine, Zahlen gedacht. Ein namentlich fiir 
die algebraische Deutung der Resultate der abzaihlenden Geometrie 
wesentlicher Fortschritt besteht nun darin, dass man immer « als 
Function der ullgemein gedachten Zahlen z,, 2, ... darzustellen sucht. 
Dabei erscheint es zweckmiissig, auch die Dimension des Raums, in 
dem man sich das Gebilde [ liegend denkt, allgemein gleich » zu 
setzen, wobei Z,, Z,,... so zu verallgemeinern sind, dass sie fiir 
n= 3 (oder n= 2) die uns geliufigen Bedingungen ergeben. Denn 
nur durch ein allgemein gehaltenes » kann die Art und Weise hervor- 
treten, wie unsere Raumdimension 3 in den bestimmten Zahlen der 
abzihlenden Geometrie enthalten ist. So ist bekannt, dass es in fester 
Ebene (n—2) 1 Kegelschnitt giebt, der fiinf gegebene Strahlen beriihrt, 
dass es in unserm dreidimensionalen Raume (n= 3) 4 Kegelschnitte 
giebt, die acht gegebene Ebenen beriihren, dass es in einem vierdimen- 
sionalen linearen Raume (n = 4) 20 Kegelschnitte giebt, die elf drei- 
dimensionale Raiume beriihren, und dass die nun fiir n — 5 folgende 
Zahl 112 betriigt. Das Gesetz, das diese Zahlen 1, 4, 20, 112 befolgen, 
kann nun aus den zugehérigen Werthen von mn, nimlich 2,3,4,5 
gewiss nicht errathen werden. Wobl aber erkennt man dieses Gesetz 
aus den im Folgenden abgeleiteten allgemeinen Formeln, aus denen 
(Beisp. 4 in § 7) hervorgeht, dass in einem n-dimensionalen linearen 
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2"? (2n—3); 
n! (n—2)! 
gegebene (n —1)-dimensionale Riume beriihren. 

Fiir den Strahl, die Ebene und tiberhaupt lineare Riume beliebiger 
Dimension habe ich schon die fundamentalsten der sich darbietenden 
Probleme in dem soeben erérterten allgemeineren Sinne erledigt.*) 
Fiir Kegelschnitte habe ich in der Festschrift**) der Hamb, Math. Ges. 
die Berechnung begonnen, aber noch nicht zu einer befriedigenden 
Hauptformel gefiihrt. Endlich habe ich in Band III der Mittheil. 
der Hamb. Math, Ges. (S. 12 bis 20) eine vorliufige Mittheilung ver- 
dffentlicht, die u. a. die Hauptformeln einerseits fiir Kegelschnitte 
andrerseits fiir Paare von projectiven und von correlativen Grund- 
gebilden enthilt. ***) 

Im Folgenden werde ich nun allgemeine Anzahlformeln nicht allein 
fiir Kegelschnitte , sondern auch fiir Flichen und tiberhaupt Punktriume 
zweiten Grades beiiebiger Dimension ableiten, also Formeln ableiten, 
die durch Specialisirung die friiher von Chasles, Zeuthen und mir 
berechneten bestimmten Anzahlen ergeben miissen. 


Raume Kegelschnitie vorhanden sein miissen, die 3n — 1 


§ 1. 
Bezeichnungen fir lineare Réume. 


Fiir lineare Riume und die ihnen auflegbaren charakteristischen }) 
Bedingungen behalte ich die kurzen Bezeichnungen bei, die ich in 
allen meinen schon 1884 beginnenden Publicationen iiber m-dimensionale 
abzihlende Geometrie angewendet habe. Danach bedeutet eine fiir 
sich stehende eckige Klammer, in der sich eine Zahl oder ein eine 
Zahl darstellender Ausdruck befindet, einen linearen Raum, dessen 
Dimension gleich dieser Zahl ist, sodass also [0] einen Punkt, [1] einen 
Strahl, [2] eine Ebene u. s. w. bedeutet. Den Buchstaben x reserviren 
wir fiir die Dimension des linearen Raumes, in dem wir uns alle vor- 
kommenden Gebilde liegend denken, sodass also die Dimensionen der 
betrachteten Punktgebilde nie grésser als sein kénnen. Alle charakte- 





*) Vgl. meine Abh. iiber ,,die m-dimensionalen Verallgemeinerungen der 
fundamentalen Anzahlen unseres Raumes‘t im 26. Bande der Math, Ann., sowie 
meine Abh. tiber ,,Anzahlbestimmungen fiir lineare Riiume beliebiger Dimension“ 
im 8" Bande der Acta Math. 

**) Festschrift anliisslich der 200jihrigen Jubelfeier der Math. Gesellschaft 
in Hamburg, zugleich Band II der Mittheil., S$. 172 u. fL 
*#*) Seitdem habe ich die Untersuchung weitergefiihrt, ohne indess etwas 
davon zu veréffentlichen, abgesehen von einer kleinen Mittheilung, die ich in der 
deutschen Mathematikerversammlung von 1891 machte. (Vgl. die ,,Berichte“), 
+) Der Ausdruck ,,charakteristisch“ wird am Schluss dieses Paragraphen 
gerechtfertigt. 
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ristischen Bedingungen, welche sich einem [p] auferlegen lassen, fassen 
wir durch das eine Symbol 

(Gq, Gy, Ga, Ug, ++. Ap) 
zusammen, WO die a, @,, @,...@, ganze Zahlen sind, die der Be- 
dingung 


0S ay <a, << ay+++<Caycm 

gehorchen. Um dieses Symbol (a), a,, a,,...+ a») zu definiren, denken 
wir uns p-+ 1 lineare Riiume [a], [a,], [a.],---[a@p] derartig gegeben, 
dass immer [aj] in [a;4:1] liegt. Wenn man dann verlangt, dass der 
[p] mit dem [a] einen Punkt, mit dem [a,] einen Strahl und iiber- 
haupt mit dem [aj] einen [%] gemein hat, so legt man dadurch dem 
[p] die Bedingung (a,, a,, @,... a ,] auf. Beispielsweise bedeutet in 
unserm vorstellbaren [3] das Symbol (02) eine einem Strahle auferlegte 
Bedingung, und zwar die, welche verlangt, dass der Strahl durch 
einen gegebenen Punkt geht und dabei in einer durch diesen Punkt 
gehenden Ebene liegt, d, h. einem gegebenen Strahlbiischel angehdrt. 
Ferner bedeutet das Symbol (0, n—1, ), dass eine Ebene durch 
einen gegebenen Punkt gehen soll, endlich (0, 1,7, 9), dass ein [3] 
in einem [9] liegen, mit einem in dem [9] liegenden [7] eine Ebene 
gemeinsam haben soll, und dabei noch durch einen in dem [7] liegen- 
den Strahl gehen soll. Man erkennt leicht, dass einem [p] sich 
[n-+-1],4:*) solcher charakteristischen Bedingungen auferlegen lassen, 
und dass die Vielfachheit der Bedingung (a), a,, @),... dp) gleich 


(p-+1)-m — 5 p(p+1) — (ay + ay + dy + +++ + a) 


ist. Jedem [p] gehért also nur eine einzige einfache charakteristische 
Bedingung zu, niimlich die Bedingung 

(n—p—1, n—p+1, n—p+2,...,n—1, n), 
welche ausspricht, dass der [p] einen gegebenen [mn —p — 1] einpunktig 
treffen (schneiden) soll. Hieraus geht hervor, dass es eine endliche 
Anzahl von [p] geben muss, von denen jeder die Bedingung 

(yy Gy, Gy, . ++ Mp) 

erfiillt und ausserdem 


dy tay + ay +++ + ay — 5 p(p+1) 


gegebene lineare Riume, simmtlich von der Dimension » — p — 1, 
zu schneiden vermag. Diese endliche Anzahl habe ich in den Acta 
Mathem. (1886, 8. 117) abgeleitet. Sie ist gleich 








*) Die Bezeichnung d, (gelesen: d tief e) bezeichnet immer den Binomial- 


— = ist 
e!\(d—e)! 


coefficienten, der gleich 











156 H. Scuuserr. 


(Ho + a+ a+ -+++ 4, —5p-P+i)!D 


Go! a! dg!...a,! ? 


wo D die bekannte Determinante ist, die gleich dem Product aller 
modglichen positiven Differenzen je zweier der Zahlen ay, a,, @y,...,@p ist. 

»Charakteristisch* habe ich die durch das Symbol (ay, a, , @2,.-+; Gp) 
dargestellten Bedingungen genannt, weil dieselben das Charakteristiken- 
problem fiir lineare Raiume lésen, wie ich in den ,,Mittheil. der Hamb. 
Math. Ges.‘ vom Februar 1886 gezeigt habe. Sind niamlich zwei von 
einem [p] erzeugte, aber von einander unabhingige, algebraische 
Systeme S und S’ gegeben, und ist die Stufensumme beider Systeme 
gleich (p-++-1)(n—~p), so haben beide Systeme eine endliche Anzahl x 
von [p] gemeinsam. Ist ganz speciell p—0O, n= 3, so ist das eme 
System eine Raumcurve, das andere eine Fliche, und z ist bekanntlich 
das Product der beiden Zahlen, welche angeben, wieviel Punkte des 
einen Sys:ems auf einer gegebenen Ebene liegen, bezw. wieviel Punkte 
des anderen Systems auf einem gegebenen Strahle liegen. Ist nun aber 


p und » ganz allgemein, so tritt an die Stelle dieses Bezout’schen Satzes 
die folgende Verallgemeinerung: 





Lox XC Gy, Ag). +) Gp) « (M—Ap, N—Ap-i, «- ., N—A,, N—Ay), 
wo die Summe von Producten auf alle méglichen Zahlengruppen 
My, 4, +++, Gp sich erstreckt, wo jedes Symbol (a,, a@,, ao, .. +, Gp) 


jetzt nicht die so dargestellte Bedingung selbst, sondern die Anzahl 


derjenigen [p] bedeutet, welche, dem Systeme S angehdrig, diese Be- 
dingung erfiillen und wo 


(m — Gp, % — Gp-1,-.-, % — Gy, M — Ay) 


die analoge Bedeutung fiir S’ hat. Beispiel: n —4, p= 2, beide 
Systeme dreistufig. Dann ergiebt obige Formel: 
w= (0,2,4).(0, 2, 4) +(1, 2, 3) . (1, 2, 3Y,° 

d. h.: In einem vierdimensionalen linearen Raume schneiden sich zwei 
dreistufige Systeme von Ebenen in a.a’ + b.b’ Ebenen, wo a an- 
giebt, wieviel Ebenen des einen Systems aus einem gegebenen Strahl- 
biischel einen Strahl auszuschneiden vermégen, wo b angiebt, wieviel 
Ebenen desselben Systems in einem gegebenen dreidimensionalen linearen 


Raume liegen, und wo a’ und Db’ die analogen Zahlen fiir das andere 
System bedeuten. 
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§ 2. 


Bezeichnungen fiir Riume zweiten Grades. Ziel der Untersuchung. 


So wie ein Kegelschnitt die Ebene bestimmt, in der er liegt, so 
bestimmt ein in dem zu Grunde gelegten [mn] enthaltener (p — 1)- 
dimensionaler Raum zweiten Grades den [p], in dem er ganz drin liegt. 
Demgemiiss soll ein solcher (y — 1)-dimensionaler Raum zweiten 
Grades immer mit R, bezeichnet werden, sodass also z. B. R, eine 
Fliche zweiten Grades, R, einen Kegelschnitt, R, ein Punktepaar be- 
zeichnet. Jeder [nm +- 1— p] des [m] schneidet jeden R, in zwei reellen 
oder imaginiren Punkten; denn er schneidet den [p] des R, in einem 
Strahle, und dieser den R, in zwei Punkten. Ebenso schneidet jeder 
[n-+-2—~p] des [nm] den R, in einem Kegelschnitt, und iiberhaupt 
jeder [n-+-q—p] den R, in einem R,. Was die Elemente ‘anbetrifft, 
welche einen R, constituiren, so erkennt man ohne Weiteres, dass 
derselbe aus co?-! Punkten besteht und dass er von co*?~* Tangenten, 
oo*?—? Tangentialebenen und iiberhaupt von ooltt)(»-)—! g-dimen- 
sionalen linearen Riumen beriihrt wird, und zwar so, dass den R, 
in jedem Punkte co?-? Tangenten, co*(?-5) Tangentialebenen und iiber- 
haupt co%(?-2-1) g-dimensionale lineare Riiume tangiren. Indem der 
R, einen solchen [q] beriihrt, erfiillt er immer eine einfache Bedingung, 
wie gross auch gq sein mag; nur muss der [q] als in dem [p] des R, 
liegend gedacht sein. Desshalb erfiillt der R, auch danf eine einfache 
Bedingung, wenn ein gegebener, beliebig im [m] liegender [n+ q—p] 
den [p] in einem [g] schneidet, der den R, zu beriihren vermag. 
Auch in diesem Falle werden wir sagen kénnen, dass der R, den 
[n+-q—p] ,,beriihrt“, mit demselben Rechte, wie wir von einem in 
unserm Raume liegenden Kegelschnitt sagen, dass er eine Ebene 
beriihrt, wenn wir meinen, dass er den Strahl zur Tangente hat, in dem 
diese Ebene die Kegelschnittebene schneidet. Hiernach kénnen wir 
dem R, p einfache Lagebedingungen auferlegen, nimlich jede Bedingung 
ui, welche verlangt, dass der R, einen im[n] beliebig gegebenen [n — 7] 
beriihyrt, wo der Buchstabe i eine beliebige der Zahlen von 1 bis p 
bedeutet, Fir n=2, p=—2, also den Kegelschnitt in fester Ebene, 
bedeutet hiernach w, die Bedingung, einen Strahl zu beriihren, uw, die 
Bedingung, durch einen Punkt zu gehen; und fir n=3, p=—2, also 
den Kegelschnitt im Raume, bedeutet wu, die Bedingung, eine Ebene 
zu beriihren, w. die Bedingung, einen Strahl zu schneiden. Fiir n =3, 
p = 3, also fiir die in einem festen [3], etwa im vorstellbaren Raume, 
liegende Fliche zweiten Grades bedeuten u,, #., Us, bezichungsweise 
die Bedingungen, eine Ebene zu beriihren, einen Strahl zu beriihren, 
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durch einen Punkt hindurchzugehen. Hieraus ersieht man, dass die 
fir den R, eingefiihrten Bedingungen 


Hi, Mos Uys ++ +> Up 
die Verallgemeinerungen der Bedingungen sind, auf welche sich die 
Anzahlberechnungen beziehen, die von Chasies 1867 fiir den Kegel- 
schnitt, von Herrn Zeuthen und dem Verfasser 1870 fiir die Flache 
zweiten Grades ausgefiihrt sind. Ausser den p Bedingungen yu; legen 
wir dem R, noch die Bedingung 

(Qo, Gy, Gg, ~~. Mp) 
auf, welche verlangen soll, dass der [p], in welchem jder R, ganz 
liegt, die in § 1 ebenso genannte, dort definirte und naher besprochene 
Bedingung erfiillt. Soll der [p], in dem der R, enthalten ist, als fest 
gedacht sein, so ist jedes a;=7% zu setzen. Das Extrem nach der andern 
Seite ist die Bedingung, dass der [p] des R, ganz frei im [n] liegen, 
also an gar keine Lagebedingung gebunden sein soll. In diesem Fall 
ist aj = nm — p+ ¢ zu setzen. 

Die Zahl, welche angiebt, wievielmal die Bedingung pu; gegeben 
sein soll, heisse immer m;. Damit es eine endliche Anzahl von R, 
giebt, welche die Bedingung 

(@p@ + - Mp) wy" Uy" Us”... un 
erfiillen, muss 
(1) m, + m,-+-.--+ m =a, +a,+--++ a+ p 


sein, denn die Constantenzahl des R, ist gleich der Summe 


(p+1) (w—p)+5n(p+3), 
und die Vielfachheit der Bedingung (a,a, ... ap) ist gleich 


(p+ 1)m — 5 p(p-+1) — (a +a, +-+++ ay), 


woraus die rechte Seite von (1) durch Subtraction folgt. Beispielsweise 
ist fiir den in einem [3] liegenden Kegelschnitt, dessen Ebene gar 
keine Lagebedingung zu erfiillen braucht, p—=2, a,=1, a, = 2, 
a, =3 zu setzen, wodurch aus Formel (1) m, + m, = 8 folgt, wie 
bekannt ist. Ebenso ergiebt sich die Constantenzahl 9 der Fliche 
zweiten Grades im festen [3] aus Formel (1) fiir p= 3, a, =0, a, —1, 
a,=2, a,=3. 

»Elementar“ soll jede auf den R, beziigliche Anzahl heissen, 
welche angiebt, wieviel R, irgend eine der in dem Symbol 


(GQ. + Mp) my" my”... WP 
steckenden Bedingungen erfiillen, wo die p+ 1 Zahlen a und die p 
Zahlen m der Relation (1) gentigen miissen. 
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Im Folgenden werden nun alle Hilfsmittel entwickelt, welche dazu 
dienen, Anzahlfunctionen aufzufinden, die jede auf den R, beziigliche 
elementare Anzahl durch die allgemein gelassenen Buchstaben a und m 
ausdriicken. 

Vollstiindig angeschrieben und bewiesen sind diese Functionen in 
§7 fir m, =m, =---—=m, =0, in §8 fir m,—=m,—:--= m, =0, 
in § 9 fir m,—m, =---=m, =0. 

Die Anzahlen (0123) wu fiir die Fliche zweitéh Grades 
lassen sich bekanntlich aus den Anzahlen berechnen, welche sich auf 
diejenigen Ausartungen derselben beziehen, deren Constantenzahl um 
1 kleiner ist, also auf den Kegelschnitt, den Kegel und das Gebilde, 
das aus zwei Ebenen besteht, auf deren Schnittstrahl zwei ausgezeichnete 
Punkte liegen. Ebenso folgen die Anzahlen 


™m, ..Mo m 


(gy Gy Gay ++ +) Up) My My’ uP 

fiir den R, aus den Anzahlen, welche sich auf diejenigen Ausartungen 
des R, beziehen, deren Constantenzahl nur um 1 kleiner ist, als die 
des R,. Die Gestaltung dieser Ausartungen kann man auf folgende 
Weise erkennen. Innerhalb jedes linearen Raums [q] gilt das Princip 
der Dualitit, indem z. B. immer einem [v] ein [g —1—v] dual ent- 
spricht. Wendet man nun dieses Princip auf einen R, innerhalb des 
[p] an, in dem der R, liegt, so erhalt man wiederum einen R,. Wenn 
man es aber innerhalb des zu Grunde gelegten [m] auf einen R, an- 
wendet, wo q < ” ist, so gelangt man zu einem neuen Gebilde, das 
wir S, nennen wollen, Ein Beispiel bietet in unserm vorstellbaren 
[3] der Kegelschnitt. Das ihm innerhalb seiner Ebene dual entsprechende 
Gebilde ist wiederum ein Kegelschnitt; aber das ihm im [3] dual ent- 
sprechende Gebilde ist anders gestaltet, nimlich ein Kegel zweiten 
Grades. Wihrend ein R, ganz in einem [q] liegt, geht ein S, von 
einem [p—1—q] aus, der ganz in dem S, liegt, wobei S, als inner- 
halb eines [p] dem R, dual entsprechend angesehen ist. Hiernach 
kénnen wir die p Ausartungen eines R,: 


Por Pir Prr+ ++ Pp—iy 
folgendermassen definiren: Die Ausartung 9; besteht aus einem [p—i—1], 
von welchem ein S; ausgeht, und in welchem ein Ry_i-1 liegt. Dabei 
ist R, und Sy als gar nicht vorhanden anzusehen, nur dass in diesen 
Fallen der [0], in welchem der R, liegen soll, bezw. der [py —1], von 
welchem der S, ausgehen soll, doppelt zu rechnen sind. Hiernach 
besteht z. B.: 
die Ausartung g, aus einem R,_;, der in einem doppelt zu 
denkenden [py—1] liegt; 
die Ausartung g, aus einem Jy», von dessen [p—2) zwei 
[p—1] ausgehen; 
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die Ausartung g, aus einem [p—3], in welchem ein R,_; 
liegt, und von dem ein S, ausgeht; 
die Ausartung g,-; aus einem doppelt zu denkenden Punkte, 
von dem ein Sp_; ausgeht. 
Dass jede dieser p Ausartungen g; eine um 1 kleinere Constanten- 
zahl, als der allgemeine R, hat, lisst sich in folgender Weise erkennen, 
Bei R, kommt zu der Constantenzahl (p+ 1) (n— p) des [p], in dem 


R, liegt, noch 3 p(p-+3) hinzu. Folglich muss nachgewiesen werden, 


dass bei pi 5P" =: 5p — 1 hinzukommt. Der [p—i—1] des Gebildes 
g; hat die Constantenzahl (p — i) (¢-++ 1), und der darin liegende 
Ry * (p—i—1) (p—i+2). Ferner muss das, was bei S; nach 
Festlegung des [p—i—1], von dem S; ausgeht, noch zur Constanten- 


zahl hinzukommt, gleich dem sein, was bei R;, seinem dualen Ana- 
logon, nach Festlegung des [¢], in dem R; liegt, noch hinzukommt; 


dies ist aber + i(i-+3). Wir erhalten also fiir die Constantenzahl der 


Ausartung g; die Summe: 
os ; er Dasani i Si. f 
(p—i) (+1) +5 (p—i—1) (p—i+ 2) + 51043) =F? +5p—1, 


also in der That 1 weniger als die Constantenzahl des R, selbst. 


Es muss noch gesagt werden, was auf jeder der » Ausartungen 
g; als Punkt, als Tangente und iiberhaupt als g-dimensionaler Be- 
riihrungsraum anzusehen ist. Dies ist sehr einfach. Ist gq <i, so sind 
als den g; beriihrend alle [q] anzusehen, welche den S; des g; beriihren. 
Ist ferner g > 7%, so sind als den g; beriihrend alle [q] anzusehen, 
welche den Rp-1-; des g; beriihren. Ist endlich g 7, so sind als 
den g; beriihrend alle [q] anzusehen, welche mit dem [p—1—z‘] des 
g; einen Punkt gemeinsam haben, und zwar jeder [q] doppelt gerechnet. 
Ist g = 0, so ist der Ausdruck ,,beriihren“ ungebriiuchlich. Man muss 
dann sagen, dass fiir i > 0 als Punkt des g; jeder Punkt anzusehen 
ist, der auf dem S; des g; liegt, und dass fiir i= 0 als Punkt des g, 
jeder Punkt betrachtet werden muss, der auf dem [p—1] des g, liegt. 
Doch wollen wir, der Kiirze wegen, auch von einem Punkte sagen, 
dass er ein Gebilde ,,beriihrt“, wenn er auf demselben liegt. Aus dem 
Gesagten geht hervor, dass, wenn ein g, einen im [mn] beliebig ge- 
gebenen [v] beriihren soll, der [v-+-p—™m], in welchem der [v] den [ p] 
des g; schneidet, entweder mit dem [p—1—zi] des g; einen Punkt 
gemeinsam haben muss, oder den S; des g; beriihren muss oder end- 
lich den Ry; des g; beriihren muss, je nachdem nimlich v + p — n 
gleich, kleiner oder grésser als ¢ ist. Hieraus folgt aber, wie jede 
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Ausartung g; jede der oben eingefiihrten Bedingungen mu, zu erfiillen 
vermag, nimlich: 

1) g; erfiillé Wp:, indem der durch uy; gegebene [n— p+] mit 

dem [p—i—1] des gp; einen Punkt gemein hat; 

2) gi; erfillt up, wo i > p — w ist, indem der durch tt» gegebene 

[n—w] den S; des ; beriihrt; 
3) gp; erfiillt Uw, wot <p — w ist, indem der durch tw» gegebenc 
[n—w] den Ry-i-1 des g; beriihrt. 

Im Anfang dieses Paragraphen war besprochen, dass jeder R, von 
oo(2t+!)(p—2)—1 g-dimensionalen linearen Riumen beriihrt wird. 

Da jede der p Ausartungen g; ein specialisirter R, ist, so muss 
auch jedes g; von ool?t)(»—2)—! qg-dimensionalen linearen Riumen 
beriihrt werden. Es wird geniigen, wenn wir dies fiir g >i noch beson- 
ders nachweisen. In diesem Falle muss der R,_1-; des g; die Rolle 
des Beriihrens tibernehmen. Der [gq] beriihrt die Ausartung 9; nimlich 
dadurch, dass der [g —1—7], in welchem der [q] den [p —1—1] der g; 
schneidet, ein Beriihrungsraum des g; angehérigen R,_,; wird. Die 
Stufe des Systems der (q — 1—7)-dimensionalen Beriihrungsriiume eines 
Ry-1-: ergiebt sich aber aus (p++ 1) (p—q) — 1, wenn man g— 1 —i 
statt q und p — 1 — i statt p setzt, wodurch wir (¢—7) (p—q) —1 
erhalten. Nun gehen aber von jedem |[g—1—i], welcher den R, -1_; 
beriihrt, ein ganzes System von [q] aus, niimlich soviel, wie die Be- 
dingung 

(0,1,2,...,g—1—i, p—it, p—i+l,...,p —1,p) 
erfiillen. Um die Stufe des Systems aller [g], welche diese Bedingung 
erfiillen, zu finden, beachten wir, dass das System aller [g], welche 
(dy @,) Gy, .. +, A) erfiillen, die Stufe 


1 
a +a, +a, +°-- + a —59(9+)) 
hat. Wendet man dies auf die Bedingung 

(0,1,2,...,g—l—it, p—i, p—i+1,...,p — 1,p) 
an, so ergiebt sich (p—q) (¢-+1). Folglich erhalten wir als die Stufe 
des Systems der die Ausartung g; bertihrenden [q] die Summe 
(¢—*) (p—g) —1+ (P—@) +1) 

(g+1)(»—g)—1, 
d. h. dieselbe Zahl, wie beim allgemeinen Rp. 

Da wir im Folgenden vorzugsweise mit der Ausartung gy, zu thun 
haben werden, so specialisiren wir noch die obigen Angaben dariiber, 
wie g; die Bedingung u,, erfiillt, fiir i —0. Es ergiebt sich, dass gy 
jede der Bedingungen p,, ‘Mo, ..., Ups erfiillt, indem sein R,_; die 
ebenso genannten Bedingungen erfiillt, und dass g) up erfiillt, indem 


oder 
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sein [p-— 1] mit dem durch uw, gegebenen [n—yp] einen Punkt gemein- 
sam hat. Hierzu fiigen wir noch die Bemerkung, dass g, als ein 
ausgearteter R, die Bedingung (a) a, ...a,), wo a > 0 ist, tiberhaupt 
nicht zu erfiillen vermag, weil dann zur Festlegung des R,-; zuviel 
und zu der daraus folgenden Festlegung des [p], der g, als einem 
ausgearteten R, angehért, zu wenig Bedingungen gegeben sind. Wenn 
aber a, = 0 ist, so erfiillt p, die Bedingung (0, a,, a,,..., dp), indem 
sein R,, die Bedingung (a,a,...a,) erfillt. Dann bestimmt immer 
die Verbindung des [p—1] dieses R,, mit dem durch die Null in 
(0, a,,.-.+,@p) gegebenen Punkte den zur vélligen Constituirung des 
g, nothwendigen [p]. Somit erhalten wir: 


m 


My a ° 
Po(% +. + Gp) My My +-- WPT = 0, wenn a > 0 ist, 


‘a 
(2) mM, . Ms Mm, ..M, My—1 


Po (O, ay. - + Up) My My” MOPT = (ay dy... Gp) wy My”... WPT, 


wo die letztgenannte Bedingung sich auf ein R,_: bezieht. 


§ 3. 
Grundlegende Formeln. Gang der Untersuchung, 


Indem ein R, in ein g; ausartet, erfiillt er eine Bedingung, die 
wir auch g; nennen wollen. Diese Bedingung ist einfach, weil, wie 
im vorigen Paragraphen nachgewiesen ist, die Constantenzahl jedes 
gy; um 1 kleiner ist als die des R,. In jedem einstufigen Systeme 
von R, wird es also eine nicht nothwendig von 0 verschiedene end- 
liche Anzahl von R, geben, welche die Bedingung q; erfiillen. Ebenso 
wird es in einem solchen Systeme auch immer eine endliche Anzahl 
von R, geben, welche irgend eine der p Bedingungen u; erfiillen. Im 
Kinklang mit den Grundlagen meines Bedingungskalkiils verstehen wir 
nun unter g; und gu, nicht bloss die damit angedeuteten Bedingungen 
selbst, sondern auch immer die endliche Anzahl derjenigen g; bezw. 
“, eines zu Grunde gelegten einstufigen Systems von R,, welche die 
angedeutete Bedingung erfiillen. Vermége des auf hdhere Dimensionen 
verallgemeinerten Correspondenzprincips lassen sich nun zwischen den 
p Ausartungsanzahlen g; und den p Lageanzahlen yu, fiir jedes beliebige 
einstufige System von R, p Gleichungen aufstellen, in welche ausser 
diesen 2p Zahlen nur noch eine einzige sonstige Zahl eintritt, nimlich 
die Zahl e, welche angiebt, wieviel R, das zu Grunde gelegte ein- 
stufige System besitzt, bei denen der [p] des R, mit einem [n—p—1] 
einen Punkt gemein hat. 

Das soeben erwiihnte verallgemeinerte Correspondenzprincip folgt 
sehr einfach aus dem urspriinglichen fiir die gerade Punktreihe giiltigen 
durch perspective Zuordnung und lautet: Wenn man unter einem 
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Biischel von [i] die Gesammtheit aller [i] versteht, die einen und den- 
selben [t—1] gemeinsam haben und dabei in einem und demselben 
(i+1] legen, und, wenn man dann weiss, dass einem beliebigen [i} 
dieses Biischels in gewisser Weise «[i| entsprechen, und dass umgekehrt 
einem dieser « [i] B[i] von der ersten Art entsprechen, so giebt es in dem 
Biischel « +- B solcher [i] von der Beschaffenheit, dass in jedem dieser 
a+ B zwei [i] beider Arten coincidiren. Um mit Hilfe dieses Princips 
die gesuchten p Gleichungen zu erhalten, denken wir uns ein beliebiges 
einstufiges System von R,, und zwar ein solches, dessen definirende 
Bedingungen keine andern, als die oben eingefiihrten Lagebedingungen 
und die Bedingung e sind. Dann kénnen in einem solchen Systeme 
keine andern Ausartungen, als die oben definirten vorkommen*). 
Zweitens denken wir uns einen Biischel von [n—k]. Dann wird jeder 
[n—k] dieses Biischels von uw, Riumen R, beriihrt, und jeder Rt, des 
Systems wird von zwei [n—k] des Biischels beriihrt. Wollen.wir nun 
die Frage beantworten, wieviel [n —k] der Biischel besitzt, in denen 
zwei solche demselben R, angehérige [n—k] des Biischels coincidiren, 
so haben wir bei Anwendung des oben ausgesprochenen Correspondenz- 
princips « = «4, und B = u, zu setzen. Die Coincidenz kann nun auf 
dreierlei Weise stattfinden, erstens dadurch, dass der [yn —k—1], von 
welchem der Biischel ausgeht, einen R, des Systems beriihrt, was 
Mx4i-mal der Fall ist, zweitens dadurch, dass der [n—k-+1], in 
welchem der Biischel liegt, einen R, des Systems beriihrt, was ux—1- 
mal der Fall ist, drittens durch jeden im System vorhandenen in ein 
px ausgearteten R,; denn ein solcher besitzt einen [K--1], welcher 
den [» —k-+-1] des Biischels in einem Punkte trifft, der, mit dem gleich- 
falls im [n — k-+ 1] des Biischels liegenden [n — & — 1] verbunden, 
einen doppelt ziihlenden [»—k] liefert. So gelangen wir also zu der 
Gleichung : 
2 x = Wats + Ui + Pp-ey 

wo fiir & die Zahlen 1 bis p eingesetzt werden kénnen. Die beiden 
Grenzfille k = 1 und k = p sind besonders zu untersuchen, weil dann 
tu, bezw. p41 auftreten, also Symbole, deren Sinn erst gepriift werden 
muss. In diesen Fiillen kann die Coincidenz nur durch eine einzige 
Bedingung w bewerkstelligt werden, oder, was dasselbe ist, die sinn- 
losen Symbole uw, und up4: sind gleich null zu setzen. Ist & gleich », 
so tritt jedoch noch ein neuer Fall von Coincidenz hinzu, nimlich 
zweimal durch jeden R,, dessen [p] durch den [n—p—1] hindurch- 
geht, von dem der betrachtete Biischel von [n—p] ausgeht. Die Zahl 
solcher R, ist aber oben mit e bezeichnet, Wenn man will, kann 


*) Beispielsweise sind dann Ausartungen in dem von Halphen fiir den Kegel- 
schnitt behandelten Sinne ausgeschlossen, 
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man auch sagen, dass das Symbol gw): den Sinn 2.¢ hat. Die p 
Gleichungen, welche sich aus der obigen Formel ergeben, lauten also: 
(2p = Mpa + Po. + 2e, 
2 pi = Up + Mpa tM, 
(3) 2 Up—2 = Mp-1 + Up—3 + Pr) 


MH =Hs +e + Op-2) 
Hy =H, + Pp 
Vermiége dieser Relationen kann man jedes uw, abhingig von den p 
Zahlen g; und von der Zahl ¢ darstellen, und zwar ergiebt sich allgemein : 
(4) (p+1).me = 2k.e + bem +2 G43 92+ +--+ (D—h) gpa 

+ k.(p—k-+1). 99-1 

+ (p—k+1).[(&—1) gry 

+ (K—2) pp—aza + +++ 1. @p-a]. 

Vermiitelst der Gleichung (4) kann man alle Anzahlen berechnen, 
welche angeben, wieviel R, die Bedingung 


bo 





bo 


Mm, ..M. Ms 


My 
(Go, Gy Ga, «+ +) Gp), My Wy ++ Me,” 
Pp 


wo (F. 1) 
Mm, + Mm, + -+++ Mm =a +a,+-+-+at+P, 

ist, erfiillen, wenn erstens die simmtlichen Ausartungsanzahlen g; 
berechnet vorliegen, und wenn zweitens die Zahlen e fir alle in 
Betracht kommenden Systeme bekannt sind. Das letztere ist bei einem 
systematischen Gange der Berechnung erreichbar, weil bei fest ge- 
dachtem p, d. h., wenn jedes a; gleich ¢ ist, die Zahl e gleich null 
ist, und weil jede auf (a), a, do, --., @p) beziigliche Zahl von den 
Zahlen abhingt, die sich auf 


(Gy — 1, Gy, Ag, 02) Ap)» (Ay, Gy —1, Gay «.-) Ap) y+ ey (Ayy Ay Gq, ++ -y Ap — 1) 
beziehen. Die Bedingung e fiir den R, ist nimlich fiir dessen [p] 
nichts anderes, als die einfache charakteristische Bedingung 
(n—p—1, n—p+1, n—p+2,...,n—1, n) 
des [p], und von dieser habe ich in den Acta Mathematica (1886, 
S. 104) die Formel bewiesen: 
(5) (do, Gy, Gy, .--) Ap) (WN —p —1, n—p+1, n—p+2,, ...,n—1,n) 
= (dy—1, a, dy, «++ Gp) + (Gy, Gy —1, Gy, ~~ +, Gp) +e-> 
FH (Gq; 4 Bay -++y Ap—1— 1, Ap) 4 (Aq, My) yy +++ Mp—1y Up —1). 
Demgemiiss kann man von den auf (0,1, 2,3,..., ») beztiglichen Zahlen, 
bei denen e null ist, zu den auf 


(0,1,2,3,...,p —1, p+1) 
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beziiglichen Zahlen aufsteigen, von diesen dann wieder zu den Zahlen, 
die sich auf 


(0,1,2,3,....p—1, p+ 2) 


(0,1,2,3,....p—2, p, p+ 1) 
beziehen, und so weiter. 

Aber nicht allein die Zahlen e, auch die Ausartungsanzahlen 9g; 
kénnen bei einem systematischen Gange der Untersuchung immer als 
schon bekannt angesehen werden. Denn jede Ausartung qg; setzt sich 
aus einem linearen Raume von der Dimension p — i — J, einem R,y-;-1 
und einem S; zusammen, wie in § 2 auseinandergesetzt ist. Desshalb 
muss die Anzahl derjenigen R,, welche die Bedingung 


und auf 


Pi (Gy, Gy My, - +) Ap) My My”. ur? 

erfiillen, sich aus den Anzahlen zusammensetzen, welche sich auf lineare 
Riiume, auf Riume zweiten Grades von niederer als der p' Dimension 
und auf die Gebilde S; beziehen, welche den Raumen zweiten 
Grades dual entsprechen, und desshalb mit ihnen gleiche Anzahlen 
besitzen. Die Anzahlen fiir lineare Riume kénnen aber, nach den 
friiheren Arbeiten des Verfassers, als bekannt angesehen werden; und 
ebenso kénnen die auf die Riume zweiten Grades beziiglichen Anzahlen 
immer als bekannt betrachtet werden, wenn man zunichst den R,, 
dann den R,, dann den R, u. s. w. behandelt. 

Da es uns nur darauf ankommt, die Anzahl derjenigen R, zu 
finden, welche ihren [p] die Bedingung (a), a,, a.,..., dp) erfiillen 
lassen, und welche selbst m,-mal die Bedingung u,, m,-mal die Be- 
dingung m@, u. s. w. bis m,-mal die Bedingung uw, erfiillen, so hat 
man als definirende Bedingungen der einstufigen Systeme, auf die sich 
die obigen Formeln beziehen, auch keine andern, als die eben genannten, 
zu wihlen. Wenn also die m,, m,,..., m, sammtlich von null ver- 
schieden sind, so kann man auf die Zahl: 


m, mM ™m 
(Gq, Gy, Gay +++, Ap) My My. u,” 


auf » verschiedenen Wegen kommen, indem man namlich entweder von 
dem einstufigen Systeme ausgeht, dessen definirende Bedingung 
m-1 m m 
(igs Gy, Gy, + +) Gp) By My s+. by” 


ist, wodurch man zu der gesuchten Zahl durch uw, gelangt, oder indem 
man von dem Systeme ausgeht, dessen definirende Bedingung 


Mm, . m—1 m, 
(ag, @, Me, +++) Op) Uy Mo eee U,” 


ist, u. s. w. Durch diesen Umstand werden viele Verificationen 
ermoglicht. 
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Da die gesuchten Anzahien schliesslich immer von den Ausartungs- 
anzahlen g; abhiingen, so ist vor allem erforderlich, zu wissen, wie 
jedes g; jede Bedingung yu, zu erfiillen vermag. Dies ist schon in § 2 
volistindig erértert. Hierbei kommt jedoch noch ein andrer Umstand 
in Betracht, der die Untersuchung wesentlich zu vereinfachen vermag. 
Die Gestaltung der Ausartungen g; bedingt niimlich, dass gewisse 
Bedingungen yu; nothwendig gegeben sein miissen, damit ein g; tiber- 
haupt im Systeme mdglich sei. Beispielsweise besteht das g, eines R, 
im [3] aus zwei Ebenen, die sich in einem Strahle schneiden, auf dem 
zwei ausgezeichnete Punkte liegen. Die Constantenzahl von g, ist 8. 
Die Punkte dieses ausgearteten R, sind die Punkte, die auf den beiden 
Ebenen liegen, seine Tangenten sind die Strahlen, welche die Schnitt- 
linie der Ebenen schneiden, und seine Tangentialebenen sind die Ebenen, 
welche durch die beiden ausgezeichneten Punkte gehen. Hieraus 
folgt u. a., dass in einem Systeme von R,, zu dessen definirenden 
Bedingungen kein gegebener Punkt gehért, auch kein g, vorkommen 
kann , weil die beiden Ebenen von g, nicht durch gegebene Tangenten 
oder Tangentialebenen allein, sondern nur durch mindestens zwei 
gegebene Punkte bestimmt werden kénnen. Gerade so ist auch beim 
allgemeinen FR, ein g, nicht bestimmbar, wenn unter den definirenden 
Bedingungen gw, ganz fehlt. Ebenso muss, damit m, méglich sei, u, 
oder #1 gegeben sein, damit m, mdglich sei, mu, oder mw, oder 
Hp—2 gegeben sein; und tiberhaupt mg; = 0, wenn von den Bedingungen 


Mp Oder My, Oder Mp9... Oder Mp41-; 
keine gegeben ist. Dieser Umstand bewirkt, dass man am besten thut, 
wenn man zunachst nur die Bedingung yp, beriicksichtigt, d. h. 
M, = M, = M, = +++ = My, = 0 
setzt, und wenn man dann nach Auffindung der Zahl (a), a,,.. ., @p) w™ 
erst anfiingt, auch die Bedingung uw, zu beriicksichtigen, also die Zahl 
(Gy, Gy, +++, Gp) w™ um anstrebt u.s. w. Wenn niimlich von den Zahlen 


m, nur m, von null verschieden ist, so vereinfacht sich die fiir k= 1 
specialisirte Gleichung (4) zu folgender: 


(6) (p+1).u, =2e+ q, 
falls 
May = Me —=--.e My an () 
ist. 
Ist m, = -- += my = 0, so folgt aus (4) fiir k= 1 und k = 2: 


ee Uy = 2.6€+ 9 +P. Pp, 
(p-+1) . My = 4.6 + 2.Q + (p—1) p-1, 


woraus folgt: 
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(7) DP. U, — (p—1).m = 2.¢€+H%, 
wenn 

Mm, = M, = +++ = Mm, = 0 
ist. 


Ebenso erhilt man aus (4) fir k=1, k—=2, k=3 drei Glei- 
chungen, aus denen folgt: 


(8) (p—1). us — (p—2). up = 2.e+%, 
wenn 
mM, = M, = +++ = mM = 0 
ist. 
Allgemein erhilt man: 
(9) (p+2—K) us — (p+1—h). r= 206+, 
wenn 
Mey +++ = M —O 
ist. 


Die allerletzte der p Gleichungen, die man erhiilt, wenn man 
in (9) k= 1 bis k—p setzt, wird mit der ersten Gleichung des mit 
(3) bezeichneten Gleichungssystems identisch, und gilt schrankenlos. 

Durch die soeben entwickelten Gleichungen gelingt es, die Aus- 
artungen g;, wo i > (0) ist, von der Untersuchung ganz auszuschliessen. 
Man braucht nur g). gp aber besteht bloss aus einem R,_; und die 
Anzahlen fiir Rp, kénnen als bekannt angesehen werden, wenn man 
an die Berechnung fiir R, herantritt. Auch die Betrachtung der zu 
R, dualen Gebilde S, kann hiernach ganz vermieden werden. 


§ 4. 
Die Raumincidenz. 


Um die Anzahlen fiir den R, allgemein ausdriicken zu kénnen, 
muss man vor allem die Anzahlen fiir die Ausartung g, eines R, aus- 
driicken kénnen. gq, aber besteht aus einem [p— 1], in dem ein Ry_1 
liegt, u.s. w. Geht man so in den Ausartungen immer weiter zuriick, 
so kommt man auf den Strahl, in dem ein R,, d. h. ein Punktepaar 
liegt. Als g, dieses Punktepaars kénnte endlich noch ein Punkt an- 
gesehen werden, in dem beide Punkte des Paars coincidiren’ Dabei 
hat man aber nicht zu vergessen, dass zu den constituirenden Bestand- 
theilen des g, eines R, immer auch der [k] gehért, in dem der Fy 
liegen muss, so dass schliesslich als allerletzte Ausartung eines R, 
ein Gebilde erscheint, das aus einem [p], einem darin liegenden [ p —1], 
einem in diesem [p—1] liegenden [p—2], u. s. w. besteht, bis zuletat 
ein in einem Strahle liegender Punkt erscheint. Dieses Gebilde wollen 
wir ,,Raumincidenz“‘ nennen und mit 4 bezeichnen. Der Ausdruck 
Raumincidenz ist gerechtfertigt, nachdem man sich seit etwa 20 Jahren 
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daran gewohnt hat, einen Punkt und einen Strahl oder einen Strahl 
und eine Ebene ,,incident“‘ zu nennen, wenn der Punkt im Strahle 
bezw. der Strahl in der Ebene liegt. Auf die Raumincidenz als aller- 
letzte Ausartung muss man schliesslich auch kommen, wenn man statt 
von g von irgend welcher anderen Ausartung ausgeht, wobei man 
auch in dem Index von @ beliebig variiren kann. Ja, auch bei jedem 
Raum héheren Grades muss man schliesslich, wenn man immer weiter 
ausarten lisst, als letzte Ausartung auf die Raumincidenz 4 kommen 
nur mit dem Unterschiede, dass die ineinanderliegenden Riume, welche 
» constituiren, theilweise vielfach statt einfach oder zweifach zu rechnen 
sind. Bei diesem fundamentalen Charakter der Raumincidenz fiir alle 
auf » Dimensionen beziiglichen Abzihlungsfragen, wird es auch, ab- 
gesehen von dem Ziel der vorliegenden Untersuchung, interessant sein, 
die auf dieses Gebilde beziiglichen Anzahlen allgemein auszudriicken. 

Wenn man die Art, wie der R, die Bedingung yu, zu erfiillen 
vermag, durch die immer specieller werdenden Ausartungen hindurch 
bis zur Raumincidenz y verfolgt, so erkennt man leicht, dass die letztere 
die Bedingung a; dadurch erfiillt, dass der » angehérige [k—1] den 
durch die Bedingung u, gegebenen [n— kk] einpunktig trifft, oder, was 
dasselbe ist, die einfache Bedingung 

(n—k,n—k+2, n—k+3,...,n) 

erfiillt. Dem R, musste aber ausser den p Bedingungen mu; noch eine 
weitere (p-+1)'* Lagebedingung auferlegt werden, nimlich die mit e 
bezeichnete, welche verlangt, dass der [p| des R, einen [n—p—1] 
einpunktig zu treffen vermag. Auch diese Bedingung bleibt bis » hin 
erhalten. Sie kann fiir 4 passender Weise mit w,;; benannt werden, 
und ihr Exponent demnach m,,; heissen. Fir 4 wird aus F.1, da 
jedes Ausarten die Constantenzahl um 1 erniedrigt: 


(10) m, + m, + my - +++ + my + Mpp1 = Ay + a +--+ + a. 
Unser niichstes Ziel ist also, die Anzahl derjenigen Raumincidenzen 
zu bestimmen, welche die Bedingung 


mm, . M m 


(Gig, Gy, Ba, ~ ++, Gp), My --- wat 

erfiillen, wo zwischen den 2p + 2 Zahlen a und m die Beziehung (10) 
besteht. Hierbei bedeutet also u, die Bedingung, dass die Raumincidenz 
ihren Punkt auf einem [n—1] hat, w, die Bedingung, dass sie ihren 
Strahl durch einen [»—2] schickt, u. s. w. bis wpi1, was ausspricht, 
dass die Raumincidenz ihren [p] einen [n—p—1] treffen lisst, 

Indem wir pedantisch vom kleinsten p anfangen, also von p=0, 
haben wir zuniichst 7 (a) uw", Wo m, = a, ist, auszudriicken, d. h. wir 
haben zu bestimmen, wieviel Punkte es giebt, die auf einem [a,| liegen, 
und dabei auf m,, d.h. hier auf a,, gegebenen |n —1] liegen. Die ay 
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gegebenen [»—1] schneiden sich in einem [m— a] und dieser [n — ay| 


hat mit jedem [a,] einen Punkt gemein. Daher ist (a))u™ = 1. 


Um (4 ,a,)u™um™, wo m, + m, =a, -+ a, ist, zu berechnen, 
d. h. den Fall p = 1 zu erledigen, setzen wir zuniichst ay = 0, m, =O. 
Dann muss der Punkt der Raumincidenz auf dem gegebenen [a,] und 
auf m, =a, gegebenen [m—1] liegen. Solcher Punkte giebt es, wie 
schon eben bei p =O erkannt ist, einen. Ist zweitens a, >0O und 
m, =, so sind fiir die Bestimmung des Punktes der Raumincidenz 
zuviel, fiir die Bestimmung ihres Strahls zu wenig Bedingungen ge- 
geben. Die gesuchte Zahl y(a,, a,)u™ul ist also 1 oder 0, je nach- 
dem a, gleich oder grésser als null ist. Diese beiden Resultate kénnen 
wir zusammenfassen, indem wir schreiben: 


(11) (A, a) WEP = Oa, — Va» 

wo (),, und 0,, Binomialcoefficienten sein sollen. Dass nun aber auch 
allgemein 

(12) 1 (yy &,) wy" ME = (AMy)a, — (MMg)a, 

ist, WO (M)q, und (m,)4, Binomialcoefficienten sind, kann man durch 
den Schluss von m,—1 auf m, beweisen. uw, ist namlich identisch 


mit der oben mit e bezeichneten einfachen charakteristischen Bedingung, 
die fiir den Strahl (n—2,) heisst. Desshalb ist: 


(yy) WE = Ne(Ay a) UBS 
Nun ist aber nach Formel (5) fiir den Strahl: 
€ (ay a,) = (4 — 1, a) + (Q, a, — 1). 

Desshalb kommt bei der Annahme, dass Formel (12) fiir m,— 1 richtig ist: 
(dy @,) wy wy —= 4 (ag—1, ay) weg + 4(ay, a, — 1) way 

= (my —1)a,—1 — (My —1)a, + (ty — 1), — (1g —1)a,—1 
wofiir nach bekannten Sitzen tiber Binomialcoefficienten gesetzt werden 
kann : 

(m)a, Pi (10) ay 


Fiir a, = 0 kommt: 
e(0, a,) = (0, a,—1), 


(m, —1)y — (m,—1)a—1 

kommt. Dass auch diese Differenz gleich (m,), — (m.)., wird, erkennt 
man, wenn man beachtet, dass c, immer 1 bleibt, und dass cg gleich 
1 oder O ist, je nachdem d gleich oder grosser als ¢ ist; a, kann 
nimlich nicht kleiner als m, sein, weil, wenn a,=0 ist, a, =m, -+ m, ist. 

So ist also bewiesen, dass Formel (12) fiir m, richtig ist, wenn 
sie fiir m, — 1 richtig ist. Da sie oben fiir m, = 0 als richtig erkannt 
ist, so ist sie allgemein richtig. 


wodurch nur 
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In derselben Weise lasst sich fiir p = 2 zeigen: 
(13) 9 (aga, ay) wy wy? UE = (1M5 a, {Ms—Ay-+-My)a, — (AMg)a, *( Ms —Ay-+-M, Ja, 
— (ms)a, (m™,—a, +m )a,+ (1s)a, (mM s—G, +My), 
+ (1M an (13 — Ag+ My Ja, — (Mg Jag «(Mtg — Ag+ My a, 
Um diese Formel zu beweisen, zeigt man zuerst ihre Richtigkeit fiir 
m, =. Wenn dann a, > 0 ist, so kommt links null, weil die Ebene 
der Raumincidenz nicht bestimmbar ist, rechts auch null, weil dann 
die ersten Factoren der 6 Producte Binomialcoefficienten sind, deren 
Basen null und deren Indices grésser als null sind. Wenn aber bei 
m, = 0 auch a, = 0 ist, so kommen wir auf den Fall p = 2 zuriick, 
der durch F. (12) erledigt ist. (0 a, a,) up umm? identificirt sich 
nimlich mit 4(a,a,.)u™u™. Denn die Bedingung (0a, a.) verlangt, 
dass die Ebene von y in einem [a,] liegen soll; dann muss dies aber 
auch der in der Ebene y liegende Strahl thun. Ferner verlangt (0a, a,), 
dass die Ebene von y mit einem in [a,] liegenden [a,] einen Strahl 
gemeinsam haben soll. Dann muss doch der in dieser Ebene von 4 
liegende Strahl mit dem eben genannten Strahle einen Punkt gemein 
haben. Den so durch 9(a,@.)u™u™ bestimmten Strahl hat man dann 
nur noch mit dem durch die 0 in (Oa,a,) gegebenen Punkte zu ver- 
binden, um das aus Punkt, Strahl und Ebene bestehende Gebilde 4 
zu vervollstiindigen. Daraus geht wegen Formel (12) hervor, dass fiir 
m,=0 und a,=—0: u(a,'a,4,)'e™pru™ gleich (m,)a,— (m,)q, wird. 
Dies liefert aber auch die rechte Seite der Formel (13). Also ist die- 
selbe fiir m, = 0 richtig, gleichviel ob a, grésser oder gleich null ist. 
Nun beachten wir, dass fiir die Ebene von 9 die Bedingung yu, sich 
mit e oder, was dasselbe ist, mit (n—3, m—1, m) identificirt, wo- 
durch Forme] (5) anwendbar wird, und folgende Recursion erhalten 
wird: 

1 (4) A, Gy) wm ww == 4 (Gy —1, ay, dy) ee wpm 

+ 4(@, 4 —1, ay) wr wy age 

+ 4 (Gq, Gy, Gy — 1) ep ueuge'. 
Wendet man dies bei (13) an, indem man annimmt, dass diese Formel 
fiir m, — 1 richtig ist, so folgt nach den schon oben benutzten Sitzen 
iiber Binomialcoefficienten, dass sie auch fiir m, richtig ist, wodurch 
sie allgemein bewiesen ist, da sie oben fiir m,—O als richtig erkannt ist. 


Das erste Glied der sechsgliedrigen Summe, welche die rechte 
Seite von Formel (13) bildet, kann, da 


m, + m, + m, = a + a, + a, 


ist, auch geschrieben werden: 
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(m3)a, + (Mg — By + My)a, . (Mz — Ay + M, — a, + M)a, 
oder in Facultiaten: 


Ms! (Mg My — Ao)! (ms my mM, — a) — a,)! : 
Go! Gy! Gy! (ms — ao)! (mg-f-my—Ay — a4)! (my-+ M_-+ My — Ay — A, — A)! 





Der Kiirze wegen, setzen wir diesen Ausdruck gleich A),,. Dann 
muss, consequenter Weise, das zweite Glied der rechten Seite der 
Formel (13) gleich A,,, gesetzt werden; denn es unterscheidet sich von 
dem ersten Gliede nur durch die Vertauschung der Indices 1 und 2. 
Wendet man die analoge Bezeichnung auf die iibrigen 4 Glieder an, 
so wird aus Formel (13): 


(14) (QM Gy) wr wr LI = Ajyg — Ayo, — Ajor + 4429 + A201 — Actos 
wo also 
(15)  Ajns = (0g)a; + (13 — Gi Mya, « (Mg — A My — AR My Jay, 


ist. Der letzte Factor, der gleich 1 ist, kann deshalb auch fortgelassen 
werden. Das Vorzeichen von A;,; ist plus, wenn die Permutation 
ikl aus 012 durch eine gerade Zahl von Vertauschungen je zweier 
hervorgeht, und minus, wenn dazu eine ungerade Zahl erforderlich ist. 
Wie soeben mit Benutzung von F. (12) und von F. (5) unter An- 
wendung des Schlusses von m, —1 auf m, die F. (13) bewiesen ist, 
so lisst sich aus F.(13) und F. (5) unter Anwendung des Schlusses 
von m,— 1 auf m, auch der Fall p = 3 erledigen. Man erhiilt: 


(16) 19 (yy yy) Th wy wy 
= Agirs — Agiz2 — Apors + Ager + Aosie— Agar 
— Ajoos3 + Ajos2 + Ai203 — At230 — Aiso2 + Ats20 
+ A gots ial Agog) in Asiys + Ag; 59 + A439) sien A451 
— Ajoye + Azo21 + Asio2 — Asi20 — Aso: + Asaio, 


wo 

Aizig = (M4)a; « (My — 4; + Ms)a, + (mM, — a; + Ms — A+ My)ay, 
ist. Hier ist der letzte Factor 

(m,— a;-+ ms — a+ m, — a+ My ag . 

fortgelassen, da er wegen F. (10) den Werth 1 hat. 

So kann, man weiter zu p = 4 und iiberhaupt zum allgemeinen p 
aufsteigen. Da das Anschreiben des Ausdruckes, der fiir 

(Qy@,G,... Ap) wi... kt oa 


kommt, bei héheren p oder beim allgemeinen p sehr viel Raum erfordert, 
so beschreiben wir diesen Ausdruck, dessen Bildungsgesetz ja jetzt 
evident ist. Er ist eine algebraische Summe von (p-+1)! Gliedern. 
Jedes dieser Glieder ist ein Product von p+1 Factoren, die simmtlich 
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Binomialcoefficienten sind. Die p-+ 1 Indices der »-+ 1 Binomial- 
coefficienten , die ein solehes Product bilden, heissen immer dp, a,, d,...; 
Gp—1, 4p, jedoch so, dass sie nur beim ersten Glied die eben genannte 
natiirliche Reihenfolge bilden, bei allen folgenden jedoch alle sonst 
noch denkbaren, durch Permutiren der Zahlen 0, 1, 2, ..., p ent- 
stehenden Reihenfolgen zeigen. Ob ein Glied plus oder minus vor 
sich hat, richtet sich danach, ob die Reihenfolge der p+ 1 Indices 
seiner Factoren aus der natiirlichen Reihenfolge der Zahlen 0, 1, 2,..., 
durch eine gerade oder durch eine ungerade Anzahl von Vertauschungen 
je zweier Zahlen hervorgeht. Was endlich die Basen der p + 1 Bino- 
mialcoefficienten, die eins der (y-+ 1)! Producte bilden, anbetrifft, 
so ist die Basis des ersten Factors bei jedem Producte m,4:; die Basis 
des zweiten Factors ist der Ueberschuss der Basis des ersten Factors 
iiber seinen Index, aber vermehrt um m,, u. s. w., sodass immer die 
Basis des i‘ Factors gleich dem um mp-;+2 vermehrten Ueberschuss 
der Basis des (i — 1)'*" Factors iiber dessen Index ist. Die Basis des 
letzten Factors jedes Products muss bei Anwendung der F. (10) gleich 
seinem Index werden, sodass dieser Factor den Werth 1 darstellt. 

Es wird nicht iiberfliissig erscheinen, einige Beispiele der Berech- 
nung hinzuzufiigen: 

1) (0123) w,! uw? w,° w,°. Von den 24 Gliedern werden nur die 
ersten 6 von 0 verschieden, weil alle nachfolgenden als ersten Factor 
einen Binomialcoefficienten haben, dessen Basis null ist, und dessen 
Index grésser als null ist. Der erste Factor der ersten 6 Glieder wird 
0, = 1,. Bei Fortlassung dieses und des letzten Factors lauten die 
ersten 6 Glieder: 

3,. (8-142), —3,.(8—142)—3 (8-242) 

+ 3,.(83 —242),4+3,.(83— 342), — 3,.(3—3 42), 

=3.6--3.4—3.3+3.1+1.2—1.1=—1. 

Dass (0123) w,' wu.” w,° wy® — 1 ist, kann auch direct geometrisch 
erkannt werden, da die Aufgabe mit der folgenden identisch ist: ,,In 
unserm dreidimensionalen Raume soll ein Gebilde construirt werden, 
das aus Ebene, Strahl und Punkt, die einander incident sind, besteht; 
und zwar ist eine Ebene gegeben, auf der der Punkt liegen soll, zwei 
Strahlen, die der Strahl schneiden soll und drei Punkte, durch die 
die Ebene gehen soll.“ 

2) (123) w,? 4,7", Wenn man nur die Glieder, deren erster 
Factor nicht null ist, schreibt und die letzten Factoren, die ja immer 
1 sind, wieder fortlisst, so erhilt man: 

2, .(2—142),—2,.(2—142),— %. 2-242), + %. 2-242), 
=2.3—2.1—1.2+4+1.0—2, 
was auch geometrisch evident ist. 
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3) (n—p, *»—pt+l1,..,.n—1, m) we peta, ..,, wrt 
Hier werden alle auf das erste Glied folgenden Glieder null, weil 
in ihnen immer Binomialcoefficienten erscheinen, deren Basis kleiner 
als der Index ist. Das erste Glied wird: 


(% — P)r—p- (1 —p—n+p+n—p+ Inpyy, ++. 
so dass immer bei jedem Factor Basis und Index gleich werden. 
Daher kommt 1, was auch geometrisch leicht erkannt werden kann. 
Denn (n—p, »—p+1,...,n—1, n) ist nullfache Bedingung 
fiir den [p] der Raumincidenz; gw? bestimmt eindeutig ihren Punkt, 
aus ihm und u*~! ist dann ihr Strahl eindeutig bestimmt, aus ihm 
und w2—* erhilt man eindeutig ihre Ebene u. s. w. 


4) (n—p, n—p+l1,...,m—1, m) wud"? us? wes, ... aa 
Nur die ersten beiden der (p-+ 1)! Glieder werden von null ver- 
schieden. Die ersten p—1 Factoren jedes dieser beiden. Glieder 
werden simmtlich gleich 1, weil sie Binomialcoefficienten sind, bei 


denen der Index gleich der Basis wird. Der p'* Factor wird beim 


ersten Gliede (2m — 2),-1, beim zweiten (2m — 2),, sodass kommt: 


(2 — 2),-: — Gn — 2), ae S8— HD! 


n!(n— 1)! 

Auch dieses Resultat war vorauszusehen, da nach Bestimmung des 
der Raumincidenz angehérigen Strahls durch u2"-* die iibrigen Bestand- 
theile sich eindeutig bestimmen. Dass aber fiir den Strahl (n—2, n)?*-? 

2n — 2)! 
matiker gefunden (vgl. die Anm. auf Seite 17 des 26. Bandes der 
Math, Ann.). Man bemerke, dass auch die von mir fiir den [p] ge- 
fundene Anzahl (vgl. § 1) 


(@p@,Q_--- Ap) (M—p—1l, n—p+1,...n—1, n)”, 
wo 


gleich wird, haben ausser dem Verfasser mehrere Mathe- 


Mm = dy + ay + +++ + dy — 5 p(p + 1) 


ist, durch Specialisirung unseres allgemeinen Resultats fiir die Raum- 
incidenz auf mannichfache Weise gefunden werden kann, freilich in 
anderer Gestalt, als auf Seite 117 der Acta Math, von 1886. 


§ 5. 
Anzahlfunction fir das Punktepaar. Definition der grundlegenden 
Function 7. 


Unser niichstes Ziel ist die Bildung einer Function, welche die 
Anzahl derjenigen R,, die ihren [p] die Bedingung (a), a, a, ..-, Gp) 
erfiillen lassen und selbst m, gegebene [n — 1] -beriihren, abhingig 











174 H. Scuuserr. 


von den gegebenen Zahlen darstellt. Mit anderen Worten, wir wollen 
das in § 2 ausgesprochene Ziel zunichst fiir den speciellen Fall, wo 


M, = My = +++ = mM, = 0 


ist, anstreben. Bei dieser Beschrinkung sind wir in der Lage, die 
in § 3 entwickelte F. (6) anwenden zu diirfen. Indem wir hier in diesem 
Paragraphen zuerst nur p= 1 setzen, erhilt man aus jener Formel 
die folgende fiir das Punktepaar giiltige Formel: 

(17) 2, — 2e = H. 

Dabei bedeutet uw, die Bedingung, dass der R, einen seiner beiden 
Punkte auf einem gegebenen {[m — 1] haben soll, e die Bedingung, 
dass er seinen Strahl einen gegebenen [m — 2] schneiden lassen soll, 
@, die Bedingung, dass seine beiden Punkte coincidiren. Jeder R, 
aber, der die letztere Bedingung erfiillt, wird zu einer Raumincidenz 
(§ 4), bei welcher p = 1 ist: Wir diirfen daher auf die Ausartung 9, 
die Formel (12) aus § 4 anwenden. Doch ist zu bemerken, dass 


(18) Po = 2a, 

ist, weil, wenn das Gebilde y als ein ausgearteter R, betrachtet wird, 
sein Punkt zwei Punkte in sich vereinigt. Die Formel (17) lasst sich 
auf jedes einstufige System von R, anwenden, unter dessen definirenden 
Bedingungen ausser (a,a@,) nur noch die Bedingungen pw, und e vor- 


kommen. Wir diirfen daher, um auf Anzahlen zu kommen, beide 
Seiten der F. (17) mit 


Ay Ay (er 4. pm? -e! 4 pms -@ a cee a et) 
multipliciren, So erhalten wir bei Beriicksichtigung von F. (18): 
2 + (a) a,) wy — 2 + (aga,) e™ 

ome (a, a,) n[2™— ee ote Qm,—2 um? e! -{- =_|_ oe em"), 

wo wegen F, (1) 
m =a +a,+1 

sein muss. Die durch (a, a,) e™ dargestellte Zahl ist null, weil keine 
Bedingung gegeben ist, die die Lage der beiden Punkte des Punktepaares 
bestimmen kénnte. Ebenso ist auch rechts die Anzahl (a,a,) ye™—! 
gleich null, weil der Punkt auf » nicht bestimmbar ist, Also erhalten 
wir die gesuchte Anzahl (a,a,) w™ bloss durch Anzahlen, die auf 
Bezug nehmen, in folgender Weise ausgedriickt: 
(19) (aga) a= 9 (a9 4) [2—? wt 28 wmr—2 et F ..- + 20 wt em—2, 

Auf die rechts stehenden m, — 1 Bedingungssymbole wende man 
nun, in der umgekehrten Reihenfolge, die F. (12) an, wobei man 


beachte, dass unsere Bedingung e¢ mit der dort w, genannten identisch 
ist. Dann kommt: 
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1 Z (20) (a) @,) wi = [(m, —2)q,— (m, —2)a,] + [(am, — 3)q,*2'— (1m, — 3)a,+ 2") 
| + [(m, — Aa, 2* = (my — May BD Poy 
welche Summe soweit fortzusetzen ist, bis die Binomialcoefficienten 
null werden, weil ihre Basis kleiner als ihr Index ist. Die Minuenden 
der in den eckigen Klammern stehenden Differenzen, ebenso wie ihre 
jl ' Subtrahenden, lassen sich nun nach der Formel: 


(21) Up + 2'- (uw — 1), + 2?-(u — 2), +--+ 4+ 2". v, 
F = (w+ 1) + (wt tee + + Iu *) 


summiren. Dadurch erhalt man: 





n " 

? ((m, — Lo + (m, — 1), +e + + (om, — V)m-2-,] 

’ — [(m, — 1) + e+ > + (my — 1)m,-2-«,] 

A oder 

Z (m, — 1)m—1—-a, + (m, — L)m—a, + + (mM, — 1) m-2-0, 
0 oder da m,=a),+a,-+1 ist, 


(iy Qy) WT" = (Ay HE Ay )ay (My HE Ay att $F + + + (Ay + Oy)a,—1- 
Indem wir noch diese Summe in umgekehrter Reihenfolge schreiben, 
, und benutzen, dass 


. (Gy + yi = (By Ay a tay—i 
. ist, erhalten wir schliesslich: 
B (22) (aga) y= (dig + Gy apt + (4) A )at2 ++ + (ay + a; Jay. 


Zu der Formel (22), welche fiir den R, das gestellte Problem lést, 
einige Beispiele: 

1) (1,3) 45—4,-+4,— 10. Direct geometrisch erhilt man 
dieses Resultat so: In unserm [3] schneiden sich 3 der gegebenen 
5 Ebenen in einem der beiden Punkte des Punktepaars. Durch diesen 
Punkt, den durch die Zahl 1 in (1,3) gegebenen Strahl und den 
Schnittstrahl der beiden andern Ebenen, geht ein einziger Strahl, der 





*) Da ich diese Identitiit, die sehr einfach abzuleiten ist, nirgends finden 


2 kann, so deute ich ihren Beweis kurz an: Da 

‘ a, = (a — 1),_, + (a — 1), 

i ist, so ist: 

(WA oH WE Dy Fo EWA Dy ig = 2 [to F thy EB thy ga] F hae 
= 29((W — Ios ++ (4 — Dy pa] + 2'(H — Nyy F Myo 


om 2° [(u — +> +e— 2)4—v—3] + 2(u — 2) y—~v—2 + 2'(u— 1) 4~9-1 + Uy» 


I 


=o’ [(v + 1)o] +2-°" (V+ 1) + +++ 2? (w—2),»—9+2! (W—1)y 9-1 +u, -0 


= 2". +90! ‘O+1),+--: +2?-(w—2), 4+ 2'(w—1),4+4,, 
q. e. d, 
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das ganze Gebilde constituirt. Da von den 5 Ebenen sich je drei auf 
zehnfache Weise aussondern lassen, so ist 10 die gesuchte Zahl. 


2) (n— 1, n) wp?" = (2n —1), = ; (2n),, was auch geometrisch 
evident ist, da m von den 2m gegebenen [nm — 1] den einen Punkt, 
die andern » den andern Punkt bestimmen. 

3) (0, n) wrt —=—n, +n, +--+ + %=—2"—1, Geometrisch 
erhilt man dieselbe Zahl als die Hilfte der Summe aller Binomial- 
coefficienten, die die Basis »-+ 1] haben, mit Ausnahme des ersten 
und letzten, die beide gleich 1 sind. 

In derselben Weise, wie oben die Formel (22) fiir das Punkte- 
paar abgeleitet ist, hat der Verfasser auch fiir den Kegelschnitt und 
die Fliche zweiten Grades die entsprechende Formel miihsam ab- 
geleitet. Doch soll hier das Geriist, an dem das Gebiiude der all- 
gemeinen Formel fiir (@)a@,a,...a,)w™ aufgebaut ist, abgerissen 
erscheinen, und die hingeschriebene Formel nachher als richtig be- 
wiesen werden. 

Fir p= 2, d.h., fiir den Kegelschnitt, ergab sich: 


(23) (pa, @q) we = 2% + [(a, + Ay)a41 + (A, + Ay)a,42-+ +++ + (a, + 4)a] 
— 2% - [Ag + Ag )ata + (Ay + Ag) ace +++ (Ag+ yan] 
2% [dy + Ay )ap1 + (a9 Oy ape ++ (g-+ a]. 


Natiirlich muss hier 


m, = a) + a, + a,-+2 
sein (F. (1)). 


Da Ausdriicke, wie die hier in den eckigen Klammern stehenden, 
auch bei den Riumen zweiten Grades von héherer Dimension auf- 
treten, und iiberhaupt im Folgenden eine fundamentale Rolle spielen 
werden, so wollen wir dafiir eine kiirzere Bezeichnung einfiihren. 

Es bezeichne x(b, c) die folgende Binomialcoefficienten - Summe: 
(24) 4(6,¢c)=b +b, +0,4---+ bit b, 
sodass also zB. 4(b,0)—1 ist, x4(b,b) — 2° ist, ferner auch 
4(b, c) = 2° ist, sobald c > bd ist, endlich 4(2b-+ 1, b) — 22°, 

Ausser 4(b,c) fiihren wir auch noch das Zeichen (u,v) ein, 
das folgende Bedeutung haben soll: 

(25) v(u, v)=zu+, v)—z4u+r, u), 
d. h.: 
(26) H(t, v) = (6 F vgs + WH Ope to + (w+ op. 
Mit Hilfe des Zeichens w liisst sich nun auch die Formel fiir 


p = 3 kurz hinschreiben. Man erhilt nimlich fiir die Fliiche zweiten 
Grades: 





wel 


Ars 
Zu 
dre 
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(27) (ay 445) Wl = P(A), Ay) « W(ay, As) — H(Aq, My) - Y(a,, ay) 
+ ¥(a, a3) - Y(a,, a). 
Um die Formeln (23), (27), sowie die fiir das allgemeine p be- 
weisen zu kénnen, haben wir die Function ~, die eben nur fiir zwei 
Argumente definirt ist, auf beliebig viele Argumente auszudehnen. 
Zu einer solchen Ausdehnung gelangt man durch einen Vergleich der 


drei Formeln (22), (23), (27) fiir p—1,2,3. Es bedeute: 
W (Uo) ed 2%, 


Y (Wy, Uy) = (thy Ey uct (My HE My rata eo es (My My)» 
WY (Ug, My 5 My) = Y(My) « H(ety, My) — H(my) . P(e, Uy) 
+ (Ue) - Y(Mo, tH), 
W(Uyy Uy 7 Uy Uz) = W(Uy, Uy) « P(Uy, Uy) — WP (Up, Uy) . P(e, Uy) 
+ (Uo, Us)» Y(U;, Uy), 
und iiberhaupt, wenn q gerade, die Anzahl der Argumente also 
ungerade ist: 
28) W (oy Uy, Woy o + oy Ug) = W( Uy) « P(t; Uy, . Uy) 
— (U1) - YP (Uy, Ua, «+ +) Ug) 
(Ue) « P(Myy Uy» gy s+ oy My) — 
+ (tg) « W(Uy, + + +5 Ug—1), 
wihrend, wenn g ungerade, die Anzahl der Argumente also gerade 
ist, so definirt werden muss: 
W (Up, Uy, Woy » «oy Ug) = P(Uy, Uy) « W(Uy, Ugy + « -» Ug) 
— W(t My) + (Uy » Mg» + « + Me) 
+b P(Up, Uy)» W(t» Woy Uys «+ oy Ug) foes 
+ W(Uy, Ue) » P(Uy, Woy Wg, + + +» Ug—1)- *) 








Dieser Definition von yp fiir beliebig viele Argumente schliessen 
wit einige Beispiele an: 


1) (1, 2, 3) = 2'-5,—2?-(4,-4+4,) 423.3, = 20 — 404+ 24—4, 
2) w(0, 2, 4, 6) = (2, + 22) - (10, + 10.) — (4,-+ 42+ 45 + 44) 
- (8, + 8, + 8; + 8) 


+ (6; + 6+ 6, + 6, + 6, + 64) - (6; + 6,) 
= 3.- 462 — 15- 210 + 63-35 = 441. 
*) Die nicht negativen ganzen Zahlen wp), uw, U%,...,%, sind immer nach 


ihrer Grésse geordnet zu denken, von der kleinsten Zahl aufsteigend bis zur 
gréssten. 
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3) ¥(0, 1, 2,3, 4) = 2°. [3, P /._- (4.+-4;) (6,-++ 6,) + (5,+5,+-5,) 5s] 
— 28 - (2, + 22) - Ty — (8, +32+ 35) (63+ 6,) 
+ (4; + 4 + 45 + 4) - 55] 
+2. {1, : 1, a (3; + 3,-+ 33) 7 (5.-+ 53+ 5,) 
+ (4; + 4, + 4s + 44) - (42 + 45)] 
— #- [1,° (6, -++ 6,) — (2,+ 2.) - (5,-+ 5,-+ 5,) 
+ (4; + 4. + 45 + 44) + 3,] 
+ 2'. [1, - 5, — (2, + 2,) (4, + 45) 
+ (3; + 3 + 33) ? 3.| 
= 20.5 — 2.104 22.10 — 3.54 2.1=1, 
4) y(n—2, n—1, n) = 2"? - (2n — 1), 
— 2"). (2m — 2)n_1 + (20 — 2),] 
$*:te~ ant 


~nl(n—2)! 
5) o(n—3, n—1, n) = 2" - (2m — 1)n 
— 2"-1[(2n—3)n_2-+ (2m—3)n_1+ (2n—23) qn] 
42". [(2n —4)n-2 + (2m — 4)n-1] 


— 3:2" *. (2n—3)! 
i n! (nm — 2)! 





Es zeigt sich nun, dass die soeben definirte Function w die ge- 
suchte Anzahlfunction fiir den R, ganz allgemein darstellt, dass also 
immer: 

(29) (@y@, +. . Gp) U™ = (aya, .. . Ap) 
ist, wo natiirlich (F. (1)) 


Mm, = Ay + a, +--+ + dp + p. 
Um dieses in § 7 beweisen zu kénnen, miissen wir in § 6 einige 
Kigenschaften der Function  ableiten. 


§ 6. 
Eigenschaften der Function y. 


Die in F. (28) gegebene Definition von w(u,.,u,) setzt voraus 

5 0 i ’ 
dass u, > u, ist. Dies zieht nach sich, dass bei w(t), %,, U4) 
Uy <u, <u, sein muss, und so weiter bis zum allgemeinen y. Man 
hat sich also in (tu), %,,%,.-., %,) die nicht negativen, ganzen 
Zahlen u; nach der Grésse geordnet zu denken, sodass eine nach- 
folgende Zahl immer grésser sein muss, als irgend eine vorangehende. 
Die Formel (25) gestattet jedoch, der Function ~ wenigstens in dem 
Fall noch Sinn zu ertheilen, wo zwei aufeinanderfolgende von den 








YF PP OEE 
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nach der Grésse geordneten Zahlen u), u,, U, -.., M, gleich sind. 
F. (25) ergiebt nimlich: 


v(u,u)—xz(u+tu, u)—yz(u+u, uw) =O, 

Dadurch kommt es dann, dass auch ~(u), u,, #.) null sein muss, 
wenn u)=%, oder wenn u,—w, ist. Ebenso kommt 0 fiir p(t), u,, %) ts) 
sowohl wenn wu) =«%,, wie auch, wenn u, = w,, wie auch, wenn 
u, =u, ist. Allgemein ergiebt sich 

W (Ug, Uy, Ug, ss oy Ug) =O, 
sobald zwei aufeinanderfolgende u gleich sind. Dass zwei nicht auf- 
einanderfolgende gq gleich sind, kann nicht vorkommen, ohne dass 
auch die zwischenstehenden q ihnen gleich sind, weil die w ja nach 
der Grdésse geordnet sein miissen. Es bedeute nun fiir u, > 0: 


i=q 


(30) Wh’ (to, Uy, « - y Mg) = ys W (Uy y Uy 6 Ue — 1, Weary « - oy Uy). 
i=0 
Ferner bedeute fiir u, = 0: 


i=4q 
(31) W'(O, w, , Uo, «+, Ue) => W(O, thy, Way - oy Ui— 1], Wega, +» oy Ue) 
i=1 
Z. B.: 
1) v1, 2, 4) = 40, 2, 4) + ¥(1, 1, 4) + (1, 2, 3) 
= 23+0+4— 27; 
2) w'(0, 2,4, 5) = (0, 1, 4, 5) + o(0,2,3, 5) + vQ, 2, 4, 4) 
= 61+ 51+ 0—= 112. 
Die neu eingefiihrte Function w’ lasst sich nun auch noch in 
kiirzerer Weise, als es ihre Definition verlangt, durch # ausdriicken. 
Ks ist niamlich fiir «, > 0: 
W' (Uy) = P(Uy — 1) = Qu! = 5 » 2M x= (Up): 


Ferner fiir u, > 0: 


W' (Uy, Uy) = (Uy — 1, Hy) + Y(%, wy — 1) 
= (Uo Hy — Tug (Mo Hy — Data oes HE (Mo Fy — I), 
H+ (thy Hy — Vata (Mo Hy — Date ++: 
+ (Uy + Hy — IY)u—r 
= (Uy HE Uy ucts (Mg Uy ute Es + $F (Mo My )uey—1 
Ht (Uy ty — Lua + (Uy + Hy — 1)u, 
= (Uy HE My )utt (Uy EF Uy ta es (My yen 
+ (Uy Hyer 
_ P (uy, U). 
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Es lisst sich nun auch allgemein erkennen, dass fiir u, > 0: 

‘ , +- 1 
(32) W (Ug, yy oo oy Mg) = i © W(t» Uys + + oy Ue) 
ist. 

Fiir q = 0 und g = 1 ist (32) oben als richtig erkannt, Desshalb 
haben wir nur zu zeigen, dass aus der Annahme, es sei fiir g oder 
q —1 Argumente richtig, die Richtigkeit fir qg+1 folgt. Ist q 
erstens gerade, so hat man: 

W (Ug y Uys oo0y Ug) == 2M . (Aly, Ugg oo ey Ug) — 2%. W( Uy Ug y v 00g Mg) fess 
22. (Uy, hy, « « 2) Ug—t)- 

Um hieraus y'(u), u,,..., %) zu erschliessen, hat man in jedem 
Gliede rechts von den Zahlen w,, u,, Uo, ..., W nach einander immer 
eine um 1 zu erniedrigen. So liefert jedes Glied g-+ 1 Addenden. 
Im Ganzen kommt also eine Summe von (q+ 1)? Gliedern. Bei 


andrer Anordnung der Glieder kann diese Summe auch so geschrieben 
werden: 


[2%—* . P(t, ey . «oy My) — 2M! (thy, they «+ oy My) oes 
u,—1 \ 
+ 2a-* . (uy, . «5 Me—1)] 
+ [2% . (ty, ta,» oo Mg) — 2. W(t, Uys os oy My) Foes 
uy , 
+ 2"9. W' (tty, . . «) U1). 
Was in der ersten eckigen Klammer steht, ist identisch mit 
1 
5 V (Woy Uy, + + xy My)e 
Bei der zweiten eckigen Klammer benutzen wir die Annahme, dass 
F. (32) far q Variable richtig sein soll. So kommt: 
1 w(u u u,) +2. 2M . w(u,, u Ug) — + +* 
2 0? oe ea q 2 [ 7 1? ao *t9 q 
iu 
+ 2°9, Y(Up, Wy se sy Ue) |. 


Wir erhalten demnach: 


, 1 
WY (thy thy» «2 oy Uy) = $0 © W (thy, My» » + +p Ue), 


wodurch F. (32) als allgemein richtig erkannt ist, falls qg gerade ist. 

Ist zweitens g ungerade, so hat man: 

W (Ug, Uy, « «2p Ug) = (Uy, Uy) P(g, Uy y «0p Ug) — Y(Uyy Uy) » W(Uy, Uys « +) Ug) 
H+ - + P(g, Ue). W(Uy, Uo, . . - Ug—t)e 


Aehnlich, wie vorher, leiten wir aus diesem Ausdruck, gemiiss 
F’, (30), w ab, indem wir beachten, dass 


Wy (u,v) = v(u, v) 


ist. So kommt: 
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WP" (yy Uy» + + oy My) = [Y(Uys Uy) « P(t, Uy, + +» My) — W( Uy, Uy) 
 Y (Uy, Uy, oy Ug) foe 
+ P(Uy, Me) » P(Uy, May + + oy My—1)] 
+ |v (ty My) « W(t, Uy, « « +» Ug) 
— Y (Uo, Ma) . (ty, Ug, . + Me) +--+]. 
Indem wir nun annehmen, F. (32) sei fiir q—1 Variable richtig, 
erhalten wir aus der zweiten eckigen Klammer: 


q—1 
ee AC Th Ce 
also im Ganzen: 
, q—1 
WY (Uyy Uy y + «oy Ug) = P(Myy Uy y «+ oy Ug) FZ + YUM My» + +) My) 
q+1 
= = U(Mos hye ey Ug) 
wodureh F. (32) auch dann als richtig erkannt ist, wenn g ungerade ist. 
Bisher war u, > 0 vorausgesetzt. Ist u,—O0, so tritt an die 
Stelle von F. (32) die folgende Formel: 


‘ "rr q 1 
(33) W (0, 6, Ua, . - oy Mg) = itt - W(O, Uy, Ua, + + +» Ug) 


nel = 


- W(u,, Uo, eer ua). 


Um sie zu beweisen, beginnen wir mit g = 1 und q = 2. 
Es ist 
¥' (0, t) = HO, uw —1) = (4 —1), + De Fe FO Da 


= 2u-1 — 1 = 24 —1— 5-2" 


= 7(0, u,) — 5 W(t): 


Ferner: 


y (0,u,, u) = (0, u,—1, uw) + (0, u,, uw —1) 
= 2°. [w(u,—1, uw.) + v(m, u—1)] 
— 2, ¥(0, uw.) — 2". H(0, wu, —1) 
+ 2%. (0, u,—1) + 24-1. oO, wy) 
== 29 W'(u,, UW) — 2-1. (Q4—1) — 24, (24-1— 1) 
+ 2% (Qu-1_ 1) 4 Qu-l(Qu — 1) 
= 29. W' (uy, Up) + 2-1 + Qu — Qe — Quel 
= 2°. ¥(uy, 4) + 52" — 2%] 
5 (2°. W(t, tt) — (2% — 1). 2" + (2% — 1). 2%] 
— 5 Oe, te) 


= W(0, u,, %,) — 5 (W (uy, Uo). 


3 
2 


6 
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Fiir g = 1 und g = 2 ist hiermit F. (33) bewiesen. Um sie allgemein 
zu beweisen, nehmen wir zuerst q gerade an, und gehen aus von: 
W(O, ty, Ua, - - -y Ug) == 29. (uy, Uy, .~ 0) Me) 

— 2% . W(0, uy, ty, » +) Uy) fe 


Gehen wir nun zu #’ iiber und ordnen dann die rechts entstehenden 
Glieder anders an, so kénnen wir folgern: 


W(O, thy» thay « » oy Uy) = 29. W(t, Uy, . oy Uy) 
— [2-1 . PO, ty, tg, . «oy My) 
— 2 (0, Uy, Ug, +) Uy) +] 
— [2% . YO, tay tg, «+ oy Me) 
— 2%. W(O, thy, ty, e+ oy Mg) fe +]. 


Nehmen wir nun an, dass F. (33) fiir g Argumente (einschliesslich 
der voranstehenden Null) richtig sei, so folgt weiter: 


W' (0, 06, thay - « -p Ue) =f y(u,, Wing 0 » 09 Me) 
— ; [2% . (O, thay » « -y Ug) — 2%. W(O, Uy, Ug, ~~ y My) Foe 
— [2m 2. (0, tgs « «45 the) — 2% LO, tay, thy, oy tly) Eo | 
oe ; [2 . (thy, . « +) Uq) — 2% (ty, Ug, . 0) Uy) +], 


Das erste und dritte von den rechts stehenden vier Gliedern ergeben 
zusammen 


qd 
5 V(O, Uy, May. + +) Uy) 
Fiigt man zum zweiten Gliede noch 
1 90 
3° * Y (Uy, Way + + oy My) 
hinzu, so ergiebt sich daraus 
+. 0 
2° v( 9 Uy, Ug, ++ Uy), 
sodass kommt: 
, q+1 1 . 
YO, thy, Uy oe oy Ug) = + VO, Uy, Uys s+ oy Ug) — FY (Myy ay «« -y Uy) 


+5 (2 «D(a, Uy, «+ +p Ug) — 2%. W(t; y gy «+ oy Mg) eee], 





Die letzte eckige Klammer reducirt sich nun aber auf 0. Denn, daq 
gerade ist, so enthalten die Entwickelungen der darin enthaltenen w 
Potenzen von 2, und man erkennt leicht, dass auf jedes entwickelte 
Glied immer noch eins folgen muss, das sich von ihm nur durch das 
Vorzeichen unterscheidet. Beispielsweise kommt aus dem ersten Producte 
Zurt. w(t, Uy, -+-)Uq) und aus dem zweiten — 2b, w(wW,, Uy, ...) Uy) 
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So ist also F. (33) fiir gerade q bewiesen, da, unter der Annahme, 
dass sie fiir q Variable gilt, abgeleitet ist, dass sie auch fir eine 
Variable mehr richtig ist. 


Bei ungeradem qg gehen wir aus von: 
Y(O, Uy, Uy = + -y Uy) = YO, Uy) « Y(thy, « - «y Uy) 
— Y(0,"Up) . (Uy, Uy, ++ 0» My) °* 
und leiten hieraus ~ ab. So kommt: 
W (O, Uy, Ways» +) Uy) = [y'(0, Uy) « P(Ua, « « ») My) 
- y'(0, Uy) , v(m, Ugy es sy Uy) +: ‘| 
4 [v(0, Us) +» Y'(tha, Way.» oy Uy) 
— (0, ty) «W(t, Uy, . + oy Mg) > +] 
= [¥O, t%) - (ue, « +») Uy) 
sie v0, My) « Y(u,, Ugy s+ Uy) ale ‘| 
1 
— 5 (WC) « P(e, - « My) 
— W(Uy) . P(Uy, Uy, . My) > ‘| 
+ 2=* « [Wh O, uy) «(ay - «+5 tg) 
— (0, ty) . P(t, Uy, - ++) Me) ees] 
- att * W(O, Uy, Uy, +++) Mg) --5 Y (Uy Ug, + + +5 Ug) 
Somit ist F. (33) als allgemein richtig erkannt. Unter mannichfachen 
Kigenschaften der Functionen # und wy brauchen wir im folgenden 


Paragraphen besonders die, welche sich aus IF’, (33) durch die Speciali- 
sirung u;==7 ergiebt, also aus: 


yO, 1,2, 3, ees q) = 14+ -v(0, 1, 2,3, oeey Q) 


2 
1 ‘ 
— 5 v1, 2, 3, ~e 9 q)- 
Die linke Seite y’ (0,1,2,3,..., q@) muss immer null sein, weil, 
wenn man von den Zahlen 1,2,...,q irgend eine um 1 vermindert, 
immer zwei aufeinanderfolgende Zahlen irgendwo als gleich erscheinen 
miissen. Daher ist: 


(34) v(1,2,3,....9) =(@+1).¥(,1, 2,3,...,9). 


§ 7. 
Anzahlfanction fiir (a, a,...a,)u™ beim R,. 
In § 5 ist die F, (29) nur fiir » — 1 bewiesen. Thre Allgemein- 
giiltigkeit ist demnach erkannt, wenn wir unter der Annahme, sie 


gelte fiir p—1, ableiten kénnen, dass sie dann auch fir p gilt. 
Hiernach kénnen wir annehmen, dass fiir a, > 0: 
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(35) (Ay) Gg, + + 4 Ap) WE? = H(A, Ay, . « 4 Ap) 

ist, weil die links stehende Bedingung sich auf einen R,_; bezieht. 
Hieraus folgt aber nach Formel (2): 

(36) Po (Go, Ay, +++ Gp) um = 0, wenn a, > 0 ist; 

(37) Po(O, Ay, + + +p Gp) WI — Y(a,, Ay, «- +) Mp). 

Wir setzen nun zunichst ein durch die Bedingung (0, 1,2,..., p) w— 
definirtes einstufiges System von R, voraus und wenden auf dieses 
System die F. (6) an, wozu wir berechtigt sind, weil keine andern 
Hy als w, gegeben sind. So kommt: 

(p+ 1).(0,1,2,..., p) wm —=—2.¢(0,1,2,..., p) wm 
+ 9(0,1,2,..., p) wm. 
Der erste Addende rechts ist null, weil (0,1,2,..., p) den [p] als 
gegeben voraussetzt, und er desshalb ausserdem nicht noch die Be- 
dingung e erfiillen kann. Der zweite Addende ist nach F. (36) gleich 


w(1,2,..., p). Wenden wir nun die in § 6 arithmetisch bewiesene 
F, (34) an, und heben durch p + 1, so erhalten wir: 


(38) (0,1,2,... p)um=¥(0,1,2,..., p), 
wo 
1 9 
' i, = - p(p + 3) 
ist. - 


Durch F. (38) ist die F. (29) fiir a; =i, d. h. fiir das denkbar 
kleinste m, bewiesen. Um sie allgemein zu beweisern, ist also nur 
noch nothig, dass gezeigt wird, wie aus der angenommenen Giiltigkeit 
fiir m,— 1 die fiir m, folgt. Wir nehmen desshalb an, sie sei fiir 

(a, By, ++ 09 A — 1, Gitty ++ 4 ap) er 
richtig. Dann ist bei Anwendung von F, (30) und (32): 


i=p 
. 7 . +1 
(39) > (Gq, Gy, +-y @—1, Gyr). Op) wm 12 W (ig Gy,+ ++) Ap), 


i=0 
falls a, >0 ist. 
Ebenso ergiebt sich aus F. (31) und (33): 
i=p 
1 
(40) 290, ayy .+ Qi, Gigay s+ 4 dy) wm? = PT. YO, ay, ., ap) 
i=1 


1 
a V(G,, ++» Ap): 


Wenn wir nunmehr ein einstufiges System von R, voraussetzen, die 
simmtlich (a)a, ... ap) w™-"' erfiillen, und auf dasselbe F. (6) an- 
wenden, so erhalten wir: 


(p+1) . (aya, ... Gp) wy = 2 . €(ay ay... dp) wm! + po (dy ay... Gp) wm. 
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Der erste Addende rechts wird nun durch F. (5) zu dem Doppelten 
der linken Seite von F. (39) oder (40), je nachdem a, grésser als null 
oder gleich null ist. Also kommt: 


(p +1). (aya, ... ap) em = (p+ 1). Y(aya,... ay) +9, 

wenn a, > 0 ist. 
(p+ 1). (0,a,... ap) wm =(p+1). ¥(0,a,... ap) — O(a, .-- ap) 

+ Y (a, ies Ay), 

also in beiden Fiillen: 
(41) (@y a, ... Gp) wm = Yaya, .. . Gy). 
Hiermit ist unter der Annahme, F. (29) gelte fiir » —1, bewiesen, 
dass sie auch fiir p bei jedem m, gilt. Also ist sie allgemein giiltig. 
Hierzu noch einige Beispiele: 

1) (1, 2,3) ow, = (1, 2,3) = 4 (nach Beisp. 1 am Schluss 
von § 5), d. h.: es giebt in unserm Raum 4 Kegelschnitte, welche 
8 gegebene Ebenen beriihren; 

2) (0, 2, 4, 6) uh — (0, 2, 4,6) — 441 (mach Beisp. 2 am 
Schluss von § 5), d.h.: es giebt in einem sechsdimensionalen linearen 
Raume 441 Fliichen zweiten Grades, von denen jede 15 gegebene fiinf- 
dimensionale lineare Riiume beriihrt, sowie den [3], in welchem sie 
liegt, eimen gegebenen [4] in einer Ebene sehneiden lasst und den- 
selben auch aus einem in diesem [4] liegenden Strahlbiischel einen 
Strahl ausschneiden lisst; 

3) (0,1, 2,3, 4) uw = y(0,1, 2,3, 4)—1 (nach Beisp. 3 am 
Schluss von § 5), d.h.: es giebt in einem vierdimensionalen , linearen 
Raume einen einzigen dreidimensionalen Raum zweiten Grades, der 14 
gegebene dreidimensionale lineare Riiume beriihrt; 

a—l 7; 

4) (n—2, n—1, n) uo"! = o(n— 2, n—1, n) = ar 
(nach Beisp. 4 am Schluss von § 5), d.h. es giebt in einem n-dimen- 
sionalen linearen Raume te SS “2 Kegelschnitte, deren Ebene 
beliebig ist, und welche selbst 3n — 1 gegebene [m — 1] beriihren. 


Erste Bemerkung zu dem durch F¥. (38) ausgesprochenen Resultat: 
Die Bedingung (0,1, 2,..., p) spricht aus, dass der [p] des R, ge- 
geben ist. Dieser [p] wird nun von dem [m—1] jeder der * p(p+3) 
gegebenen Bedingungen mw, in einem [p—1] geschnitten, der von 
dem R, zu beriihren ist. Die zu der Beriihrung eines [p — 1] inner- 
halb eines [p] duale Bedingung ist aber die, dass der R, durch einen 
im [p] gegebenen Punkt gehen soll. Folglich ist die zu 


‘ + p(p+3) 
(0, 1,2, oo ey Pp) faa 
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im [p] dual entsprechende, also numerisch damit identische Anzahl 


die Anzahl derjenigen R,, welche durch * p(p + 3) im [p] gegebene 
Punkte gehen. Diese Zahl ist aber, wie rein algebraisch evident ist, 
gleich 1. Folglich ist auch 


> P(p+3) 
(0,1,2,..., p) mm == | 


Demnach ist, wegen F. (39), auch: 
(42) v(0,1,2,...,p)=—1. 

Der Verfasser hat sich vergeblich bemiiht, dieses interessante Resultat 
auch rein arithmetisch, allein aus der Definition von ~, zu beweisen. 

Zweite Bemerkung zu F. (39): Bei den linearen Riumen war es 
dem Verfasser gelungen, die Anzahl, welche der thier gefundenen 
analog ist, explicite durch die gegebenen Zahlen ay, a,,...,@p aus- 
zudriicken, wie in § 1 angegeben ist. Die entsprechende Anzahl 
(Acta mathem. Bd. 8, 8. 117) war das Product einer Determinante mit 
einem Quotienten von Producten, sodass jeder Factor eines solchen 
Products die Facultit einer ganzen Zahl war. Es liegt daher nahe, 
zu untersuchen, ob sich nicht auch 

W (dg, My, + + +) Mp) 

in ahnlicher Weise durch My, My, .++) Gp ausdriicken lisst. In der 
hiermit angedeuteten Untersuchungsrichtung ist jedoch der Verfasser 
bisher nur 2u zwei speciellen Formeln gelangt, welche sich beide auf 
den Fall beziehen, dass a4;—=n—p-+i ist. Diese schon auf der 
Hallenser Versammlung der Deutschen Math. (vergl. die ,,Berichte“) 
mitgetheilten Formeln lauten folgendermassen: 


43) Wenn p ungerade ist, so ist 
9 


y(n—p, n—p+l,..., ) 
_ for2!...(p—1)!) [((2m—2p+1)! (2mn—2p+3)!... (2n—>p)!] 
aicrie  (n—p)! (n—p+)!...(n—1)! n! 


(44) Wenn p gerade ist, so ist 
y(n—p, n—p+l1,..., ) 
[1!3!...(p—1)!].2"-? . [((2m — 2p + 2)! Qn — 2p+4)!...(2m—p)!] 


(n —p+ 1)! (m—p+2)!...(n—1)! n! 4 


Man bemerke, dass bei der Anzahlfunction fiir lineare Riiume 
Producte der Facultiiten von Zahlen auftreten, die sich um eins unter- 
scheiden, wihrend bei den beiden durch die F, (43) und (44) dar- 
gestellten, auf Riiume zweiten Grades beziiglichen Anzahlfunctionen 
Producte der Facultiiten von Zahlen auftreten, die sich um zwei unter- 
scheiden. 
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§ 8. 


Anzahlfunction fiir (a,a,...@)) uum beim R,. 


Der Weg, den der Verfasser beschreiten musste, um die Anzahl- 
functionen fiir Riume zweiten Grades aufzufinden, ist linger, als der 
Weg, auf dem sie bewiesen werden kénnen. Bei dem ersten Wege 
hat man von der oben behandelten Raumincidenz aus durch viele 
Ausartungen hindurch allmahlig zum R, voranzuschreiten. Wenn aber 
so erst einmal die Gestalt der gesuchten Anzahlfunction vorliegt, so 
kann ihr Beweis durch den Schluss von m, — 1 auf m, vermdge der 
Formel (9) gefiihrt werden. Denn diese ergiebt: 


(45) (p+2—k)p" us”... = (p+1 —k).pr ps... preset? me? 
+ eu ws...ue pus uy. e*» 


wo links und bei jedem der drei Addenden rechts noch die Bedingung 
(a)@,...@») hinzuzudenken ist. Der Werth des zweiten Addenden 
rechts ergiebt sich dabei aus F. (5) und F. (30) bis (34), der des 
dritten Addendeu aus F. (2). Fir m,—0O muss die zu beweisende 


x57? gefundene 
reduciren, die vorher bewiesen sein muss, Ausserdem aber ist wegen 
des aus F. (2) folgenden dritten Addenden nothwendig. dass die zu 
beweisende Anzahlfunction fiir das denkbar kleinste p als richtig er- 
kannt ist. Denn die Anwendung derselben auf g, setzt voraus, dass 
sie fir p—1 und m— 1 giiltig ist. Das denkbar kleinste p aber 
ist, falls alle Bedingungen mu, bis uw, gegeben sind, p= —1. Dann 
wird jedoch uw, mit wp4, identisch und w,,, wird zu 2,.¢e. Denn e 
bedeutet, dass der [p] des R, einen gegebenen [n — p — 1] ein- 
punktig trifft; und m,4,: verlangt, dass der R, einen gegebenen 
[n — p — 1] beriihrt, was der R, nur dadurch vermag, dass der als 
doppelt vorausgesetzte [p] den |[m — p —1] schneidet. Demnach 
kann man die Definition der uw, bis uw, auch noch auf u,4, ausdehnen, 
indem man setzt: 


Anzahlfunction sich auf die fiir (a)a, ... ap) wy" uy”. Ww 


‘ 1 
(46) C= 5 Upti: 


Hiernach muss die zu beweisende Anzahlfunction auch noch der Be- 
dingung unterliegen, dass sie, fiir » =k — 1 speciaiisirt, die Gleichung 
(46) erfillt. 

Das hierdurch gekennzeichnete Beweisverfahren soll hier fiir k = 2 
und in § 9 fiir k = 3 durchgefiihrt werden. 

Um die vom Verfasser gefundene Anzahlfunction fiir 


(iy, - +. Gp) wm pre 


13* 
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kiirzer ausdriicken zu kénnen, fiihren wir noch foi eude abkiirzende 
Bezeichnungen ein: 


(47) y =Y(a,a,... ap), 

(48) Wi = (Goa, .- - Gi-1, Gipsy «+ Gp), 

(49) Wiz = V(Gg, . . . Me-1, Upps, - - -y Ge-1, Abpiy .- +) Bp), 

woraus sich die Bedeutung von wy’, ¥; und yj, von selbst ergiebt. 
Hiernach lautet die zu beweisende Formel: 


i=p 


(50) (ajay. « @y) wm py —= 2m. yY — > (— 1). Dy, 
, i=0 
wo 
i=a;—m, 
D; = 2%. y;. a (m,), 
° i=0 
ist. 


Die Specialisirung auf p — 1 ergiebt: 


(51) (aga) wm wee = 2 Y(ay, a) 
— 2% 24%. [(ms)y + (mr) EE (ms). 
fF 2%. 2%. [(amy)q + (mq), + + + + + (My)a,—m]. 
Es ist also zu zeigen, ob diese F, (51) der Gleichung (46) geniigt. 
Dies ergiebt sich auf folgende Weise, falls a, > 0 ist: 


C (ty ay) WE yt —= 21. H(A) —1, a) + 2™—*, H(A, a, —1) 
— 2%, 2%-1[(m, — 1)g + +--+ (Mm, — 1)a—m) 
— Qu? , 2% . [(m,— 1)y9 + - + - + (m,—1)a,—m,—1] 
24-8. 2u[(m, — 1g + + + + + (Mm, — 1Y)a—m—1] 
$ 2%. 24-1 [(m, — 1)g + + -- + (mM, — 1)a—m] 
= 2m! p(aya,) — 24te—! [(amy)y +--+ + (My) a,—m,] 
sf Zarb [(My)9 + + > + + (1M2)a,—m,] 
1 
= 5 (49a) wy wy 
Wenn zweitens a,—0 ist, so ergiebt sich die Bedingung (46) 
auf folgende Weise: 
e(0a,) wp wat = 2". ¥(0, a — 1) 
— 2a *[(Mmy — 1)y + + + + (am, — 1)a—m-1] 
+ 24-*[(m, — 1g + +++ + (my — No-m), 
woraus sich, da m, — 1 =a, — m, wegen F. (1) ist, ergiebt: 
a) e(0a,) wm emt = 24-1 —2m-1, falls m, > 0 ist, 
b) e(Oa,) wm wm? == Qa-l — Qm-1 4 Qa-l, falls m, = 0 ist. 
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Die rechte Seite von a) ist aber identisch mit: 
Qm—1 , (2% — 1) —= 2G-—-2 (2™ —_ 1) 


1. . « , 
a =< Qm (0, a;) a 2%[(m.)o -f- wae -f (25 )a,—m,| 
=+(0,a,) wm um, falls m, > 0 ist. 


Ebenso ist die rechte Seite von b) identisch mit: 
Dig -1 , (2% = 1) an G3. (2™ — 1) “fF Qa—1 
1 


3° Dima (0, a) at ; 2% [(20y)o +-:: + (a, m, | 
+ = + 2% (m,)o—m] 


= ; (O,a,) um um, falls m, =O ist. 
Somit gehorcht F. (50) der Bedingung (46). 

Um zu zeigen, dass sie auch der Bedingung (45) fiir k = 2 ge- 
horcht, unterwerfen wir zuerst nur den Minuendus 2% und dann 
erst jedes Glied D; dieser Bedingung. 

Die rechte Seite von (45) wird fiir k = 2: 


bo) = 


(p—1) . (Ay @, dy... dp) wit pre! + Ze(aga, ... dp) wm um! 
+ Po (doy ++. Gp) Wm wy. 
Falls a, > 0 ist, wird hieraus bei Anwendung auf das Glied 
Dm, . 
ssiiadads (p —1)- 2m. y42-9m-1.2T! 44g, 
wo von F, (32) und von F. (2) Gebrauch gemacht ist, sodass sich in 
der That 
p.2™.y 
ergiebt, d. i. aber das, was die linke Seite von (45) bei K==2 verlangt. 
Falls a, = 0 ist, kommt: 
(p —1)- 2m. pt 2. gma. PT! y_9.29m-1.2 Waray... dp) 
+ 2m! , (a, dy. + Ap), 
wo von F’. (33) und von F. (2) Gebrauch gemacht ist. Hieraus ergiebt 
sich wiederum p.2™.y. Damit ist gezeigt, dass der Minuendus 
von F. (50) der Gleichung (45) geniigt. Wir miissen nun dasselbe 
von jedem der p+ 1 Glieder D; zeigen. Es sei zunichst a, > 0. 
Dann kommt: 


i=a;—m,—1 t=a;—1—m, 
. s—1 
(p —-1)- 2%. y;- > (m, - 1), + 2-2%. y,- > (m, — 1); 
i=0 i=0 
i=ajy—m 


+ 2-2%-2.y,. >) (m, — 1) + 9, 


1=0 
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wo von F. (32) Gebrauch gemacht ist, nachdem man aus den Gliedern, 
die von ¢€(a)4@,...@) herstammen, das Glied (a)a,...@;—1, Gi41,...@p) 
ausgesondert hat. Beachtet man nun noch, dass 


t=a;—m,—1 t>a;—m i=a;—m, 
(52) > (m — 1+ z (m, — 1); = >? (m,), 
i=0 t=0 


ist, so ergiebt sich: 


t=a;—m, 


7M. (m,), =p. Di, 


wie die linke Seite von F, (45) verlangt. 
Um D, fiir a,=—O0 zu priifen, setzen wir zuerst i > 0 voraus. 
Dann kommt: : 


i=a;—m—1 t=a;—1—m 
‘ \ ¢ 9a;-1 
(p—1). : i .. i. (My _ 1), + 2.2% ° w; . > (Mm. — 1), 
a 
j=20 t=0 
t=a;—m =aj— mM, 
€ .) + Shri 1 
4+2.2%.y,-= > (m, — 1), —2-2%--a,(a,a,.-. “)> s (m, — 1); 
i=0 ry 
t=a;— m 
+ 2%. o(a,a,... ap). > (m, — 1), 
t=0 
wo das dritte und vierte Glied aus der Anwendung von Formel (33), 
das fiinfte Glied aus der von F. (2) hervorgegangen ist. Wendet man 


nun noch beim ersten und dritten Gliede F. (52) an, so erhilt man: 


t=a;—m, 


p-2%. we. >) (my, 
i=0 


also das, was die linke Seite von F. (45) verlangt. 

Falls a,==0 und auch i=O ist, erhilt man aus F. (50) das Glied: 

, (a, a. - + dp) - [(M)o—m,], 
das nur dann von null verschieden ist, wenn m, = 0 ist. Aus diesem 
Gliede erhalt man: 
(p + 1) P(G ay... dp) « [(m, — 1)o—m,-a] 
+2. 4 (a, a... . Ap) ~ [(M,)o—m,] + 0. 

Hier ist das erste Glied immer null, das zweite nur dann von null 
verschieden, wenn m, = 0 ist. Also kommt null, wenn m, > 0 ist, 
und p.w(a,d,...@p), wenn m, = 0 ist, in beiden Fallen also das, 
was F’, (45) verlangt. 

Somit ist nun von allen Gliedern, welche F. (50) enthilt, gezeigt, 
dass sie der F. (45) unterliegen. Der Beweis der F. (50) ist also voll- 
stindig gefihrt, wenn noch gezeigt wird, dass sie fiir m,—0 sich auf 
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die in § 7 bewiesene Formel (aja, ... dp) w™ = (aga, ... ay) reducirt. 
Dies ist der Fall, da alle Glieder D; verschwinden miissen, weil in 
ihnen die obere Grenze des Summenzeichens J kleiner als die untere 
wird. Denn aus F. (1) folgt: 

a; — my = — p= (yay bob aati fq), 
also eine in allen Fallen negative Zahl. 

Es wird nicht iiberfliissig erscheinen, wenn wir F. (50) auf den 
Kegelschnitt und die Fliiche zweiten Grades anwenden, d. h. sie fiir 
p= 2 und p =3 specialisiren. Dabei sollen die auftretenden Glieder 
einzeln, d. h. ohne Summenzeichen, angeschrieben werden : 

1) Fiir den Kegelschnitt ist: 

(53)  (@y@, yg) wm we == 2, (dy Ay Ao) 
— ¥(a,a,).2%. 2)0 2 9 )a,—m, | 
Ht (ay @y).2%. | (my )q + (amy), +++ (My) a,—m] 
~ Y (a Ay). 2%. [(amy)9 + (my), ++ (yJa,—m,] 
Diese Formel schliesst die Untersuchung fiir den Kegelschnitt schon 
ab, da derselbe ausser den auf die Lage seiner Ebene beziiglichen 








Bedingungen keine anderen elementaren Lagebedingungen als uw, und p, 

besitzt. Beispielsweise entsteht die bekannte Zahl 92 der Kegelschnitte, 

welche acht in unserm Raume gegebene Strahlen schneiden, aus I’, (53 
n folgender Weise: 


(1, 2, 3) u,°u.® = 28. p(1, 2, 3) — vig 2).23.[8, +8, +8,+8,] 
+ wl, 3).22.[8)-+ 5 +811 — 92, 8)-2.18,4 81 
== 28.4 — 3.23.93 + 10,2737 — 10.2'.9 = 92, 
2) Fir die Pliiche zweiten Grades ist: 
(54) (yay Gy ay) ei wy == 2. W (Aya, Ay) 
— (ay @, A_) 2%. [(My)y + (Mey), + (Mg )a,—m, | 
+ W (aya, dz). 2%.[ (ay )y + (amy), EE (ay as—m, | 
~ Y (Ay Gy Ay) .2% .[(My)q + (Ig) +++ + (Mg) a, : 
+- (a, Ay ay). 2%. [(y)9 + (arg), E+ ++ (Mega —m, | 


Mit dieser Forme] ist die Untersuchung fiir die Fliche zweiten Grades 
noch nicht abgeschlossen, da noch die Beriicksichtigung der Bedingung 
us fehlt. Die allgemeinste Formel fiir die Fliiche zweiten Grades ist 
I’. (64) in § 10. Als numerisches Beispiel diene: 
(0, 1, 2, 3) my? wo™ = 27.4(0, 1, 2, 3) — ¥(0, 1, 2).2°. [1 +7,] 

aa ¥(0, 1, 3),2?.7, —O+ 0 

= 27.1 — 1.23.8 + 4,2?.1 = 80, 
d. h. die Zahl der zwei gegebene Ebenen und sieben gegebene Strahlen 
beriihrenden Flichen zweiten Grades betriigt in unserm Raume 80. 
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§ 9. 
Anzahlfunction fiir (a,a,...a))u™uru™ beim Ry. 


Der im Eingang von § 8 angedeutete Auffindungsweg fiihrte den 
Verfasser schliesslich zu der folgenden auch uw, beriicksichtigenden 


Anzahlfunction: 
i=p 


(55) (@)@,--+@p) ur were wm == 2m 3m, y — > (—1)?-*.D; 


i=0 


i=p—1, k=p i=p—1,k=p 
— S14". Bn + >(- ly Fi, 
i=0,k=1 i=0,k=1 


wo D;, Ex, Fix die folgende Bedeutung haben: 


= l=a; — m 


a ky, 
a) Dz, = 2" .y; >. (Ms)q > (m,—q-+ m,)r3 


q=0 i=0 
q=a; + 4;,+1—m,—m, 
b) Eixx = w (a; ax) o Wiz. > (ms )q ° Qmrt9; 
qQ=a; + ap4+1— m—m, > m 
c) Fy = Vit bi. > (ms). > (m, +q)*) 
q=0 l=a; eo 1—m 


Diese Formel ist bewiesen, wenn sie den Formeln (45) und (46) 
Geniige leistet, und wenn sie fiir m,—O sich auf F. (50) reducirt. 
Das letztere erkennt man leicht, wenn man beobachtet, dass alle 
Glieder E;, und F;, fiir m, =O verschwinden miissen, weil bei E;, 
und bei F;; die obere Grenze des ersten Summenzeichens kleiner als 
die untere Grenze wird, und zwar wegen F.(1). Ferner bleibt von 
den Gliedern, die das erste Summenzeichen bei D; umfasst, nur das 


erste 0) = 1 iibrig, das mit 


i=a;—m 
3 (0 —0+m,), 
i=0 


zu multipliciren ist. Demnach reducirt sich F. (55) auf die in §8 
bewiesene F’. (50), sobald man m, = 0 setzt. Ausserdem ist noch zu 
beweisen, dass die obige Formel den Bedingungen (45) und (46) 
gehorcht. Diesen Beweis wollen wir nur fiir a) > 0 vollstindig durch- 
fiibren. Fiir a, =O ist die Untersuchung analog, nur dass immer zwei 
Grappee von Gliedern noch hinzutreten, die eine dadurch, dass 


$) Die i in 1 dieser Formel vorkommenden abkiirzenden Zeichen p; und y,;, sind 
schon in § 8 (Nr. 48 u, 49) erklirt. 
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w’(Oa, ... dp) 
nicht gleich 


ext _ y(0a, wie Ap) 


sondern gleich 





p+i1 1 
a * (Oa, - ++ dp) — 5 (a, 4, «+ + ap) 


ist, die zweite Gruppe dadurch, dass bei a, = 0 g, nicht null wird 
. (2). Alle diese so hinzukommenden Glieder heben sich aber einander 
auf, gerade so, wie sich das auch in § 8 zeigte. 
Wenn a, > 0 ist, wie also angenommen werden soll, so ist: 
i=p 
(56) e(aya,...ap)= P 3 (Gigs Gy 5 - 0 09 Ge — 1, Genny »- 5 Gp) 
i—0 


Hieraus ergiebt sich zuniichst, dass das erste Glied von (55) der Formel 
(45) gehorcht, weil 


(p— 2). Quart Bm—le yy -L 2. Qma. Zm—1, ss wy 
sich verwandelt in: 
(p—1).2™.3™.y. 
Setzt man hier p= 2, so ergiebt sich, dass jenes erste Glied auch 
der Formel (46) gehorcht. Um dasselbe auch fir D;, E;,, und Fx 
einzusehen, setzen wir abkiirzend: 
q=m, =a; —m 
(57a) La = be (ms)q + 7 (m; — 7+ m,),, 
“= t=0 
Q=a; +4,+1—m—m 
(57 b) ‘Iigas > (m5), . 2"+2, 
q=0 
=; ap+1—m—m l=ayp—m 
(57¢) “2 (ms)q >) (m+ @); 
i=a; +1—m 
so dass also: 
6)@, + . 
D; = 2". ;.0a; Bix = Vain). Vin toy Fig = AT. Win. ay 
sein muss. Im Hinblick auf die Gestalt der Formeln (45), (46) und 
(56), erkennen wir, dass wir D;, E;, und F;, in dreierlei Weise um- 
zugestalten haben: 
erstens, indem wir m,—1 statt m,, und m,-+-1 statt m, setzen; 
zweitens, indem wir m, — 1 statt m, setzen, jedes a, das nicht 
den Index « bezw. i oder k hat, um 1 vermindern, die 
erhaltenen Resultate addiren, und die Summe verdoppeln; 
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dritiens, indem wir m, — 1 statt m, setzen, bei D; a; um 1 
vermindern, und dann verdoppeln, bei E;, und Fi, erst 
nur @;, dann nur a, um 1 vermindern, beide Resultate 
addiren und die Summe verdoppeln. 

Was durch diese drei Umwandlungen aus D;, Ex, Fix wird, 
wollen wir beziehungsweise mit 


a) 2..Ya, 2Zi.vi.p.ea, BWi.Wi.ua; 
b) W(ajAx)-Vik-Yo, V(G:de)-Vin-(P—1).Ze, Wade) Vir Ue; 
) QUA win.ys, BED. (p—l.sy We Win.ty 


bezeichnen, Wenn nun F, (45) erfiillt sein soll, so muss sein: 


(p—2).%a+ p.Za-+ Ua == (p—1).xa, 
(p—2).ye + (p—1).4. + te = (p—1).a., 
(p—2).y¢ + (p—1).2, + uy = (p—1). ay. 
Und wenn F. (46) erfiillt sein soll, so muss sein: 
22a + Ua= 2a, 
Ze + Ue = 2, 
2p + Uy = Z;. 


Diese sechs Gleichungen sind aber erfiillt, sobald die folgenden 
sechs Gleichungen befriedigt werden: 


(58 a) Ya + Za = Xa, 
(59a) Za + Ua = Ya, 
(58 b) Yet % =X, 
(59 b) Ue = Ye, 
(58 ¢) Us + 2p = &, 
(59 c) Uy = Y. 


Nach dem Obigen ist: 


q=m,—1 t=a, —m, 
(60 a) Ya => (m, — eae (m, —1— q-+m,-+ 1). 
q=0 i=0 


Fiir 2, ergiebt sich nach Anwendung von F’ (32): 


q=m,—1 t=a; — m, 


(61a) Za =» (m; — 1) >) (m,— 1—q-+m,),. 


q=0 4=0 
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Ferner erhalt man: 


q=™—1 ta; —1—m 
(62a) Ua = > (m,— 1),. > (m,—1—q-+m,),. 
q=0 i=0 


Da immer 
(m, —1— q+ m,), + (ms — 1 — q+ m,)-1 = (m, — g++ m,), 
ist, und da 
(m, —1— q+ m)) = 1 = (m;, — g +m) y 
ist, so ergiebt die Summe der rechten Seiten von (61a) und (62a) die 
rechte Seite von (60a), wodurch F. (59a) bewiesen ist. Um auch 
F. (58a) als erfiillt zu erkennen, hat man immer von (60a) und (61a) 
diejenigen Glieder zusammenzufassen, bei denen die zweite Summe 
identisch wird. Da dies immer solche zwei Glieder sind, die (m,—1), 
und (m,—1),-1 als ersten Factor haben, so erhalt man durch Addition 
von solchen zwei Gliedern: 
i=az;— m 
(Ms)q. > , (ms + mM, — Qh. 
t=0 

Beachtet man dabei noch beziiglich (61a), dass 

(m; — 1)n—1 = 1 = (15 )mm, 


ist, so erhilt man durch Addition der rechten Seite von (60a) und (61a): 


q My, my 


i=a; - 
X77 
Ya + Za = > (Ms )g oe (m,—q-+m,),, d. h. = xq. 


q=0 ‘=v 
Um die Formeln (58b) und (59b) zu beweisen; entnehmen wir 
aus den oben beschriebenen Umgestaltungen: 


q=a; + a4,—m—m,, 


(60b) Yo = >) (img — 1g. 2meb 041; 


q=Vv 
q=4; + 0,+1—m, — im 
(61 b) = > (m, —1),.2™+29; 
q=0 
Q=4; + a,— mM — MH 
(62b) Ue = 2 > (ms — 1).2™+9, 
q=0 


wo die rechte Seite von (62b) durch Addition zweier Summen unter 
Benutzung von 

v(a;— 1, ax) + Ya, ax — 1) = ¥(Giar) 
entstanden ist. Der Vergleich von (60b) mit (62b) zeigt unmittelbar 
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die Uebereinstimmung mit F. (59b). Um auch die F,(58b) als befriedigt 
zu erkennen, fassen wir von den rechten Seiten von y, und zg, immer 
solehe zwei Glieder zusammen, die gleiche Potenzen von 2 enthalten. 
Dadurch kommt, weil 


(ams — 1)g—1 + (ams — 1)q = (ims)q 
q=a; + a,—m,—m-+1 


Ye + %e = >? (m,)4.2"2, d.h, == 2%. 


q=0 


ist: 


Um endlich auch die Formeln (58c) und (59c) zu priifen, gehen 
wir von den folgenden aus den obigen Festsetzungen resultirenden 
Formeln aus: 


q=a; + a, —m, — mM t=ap—m, 
(60¢) = > (m; —1),. } (m,-+ 1+ 9); 
q=0 t=a; +1—m, 
q=a; + ay 1—m, —™m, =ap— my 
(61¢) “= > (m; — Dy > (m, + 9):5 
q=0 t=a;-+1—m, 
q=4; +a, —m, — mM, i=a,—m, 


(62 c) Uy = 2) (m%— 1),. Za (m. ++ q): 
q ~ 


i=a; — m 


q=4; +a,—m—m, l=a,—1—m, 


+>) (m;—1) es >) (m, + q). 


q=0 t=a;+1—m 
Wendet man bei den beiden Addenden in (62c) die Formel 


(m, + Q)i—1 + (m, + a): = (mm + 9 +1): 


wiederholt an, so ergiebt sich daraus: 


q=a; + a, —m — m, 1=a,—m 
uy = > ((m, —1),. > (m+q+1), dh. = yw. 
q=0 i=a;+1—m, 


Somit ist I. (59c) erfiillt. Um zu zeigen, dass auch F. (58c) 
erfiillt ist, fassen wir wieder aus y, und ¢; solche zwei Glieder zusam- 
men, welche dieselbe aus dem zweiten Summenzeichen resultirende 
Summe aufweisen. Eine solche Summe wird bei yy mit (m, — 1),-1 
und bei zy mit (m,—1), multiplicirt. Da beide Coetficienten (m,), als 
Summe haben und da (m,-—1), = 1 = (mg), ist, so erbilt man: 

, q=a;+a,+1—m—m t=ap—m 


UY +e -> (Ms)q- Za (m+ q), di. = 2 


q=0 t=a;+1—m 


Hiermit ist gezeigt, dass die 6 Formeln in (58) und (59) erfiillt 
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werden, woraus folgt, dass auch den Formeln (45) und (46) von der 


an den Anfang dieses Paragraphen gestellten Anzahlfunction geniigt 
wird. 


Als Beispiel fiir die nunmehr bewiesene Anzahlfunction wahlen wir 
p= 4, a,—1, m =—0, m, = 8, m, = 6, d. h. die Anzahl derjenigen 
dreidimensionalen Riume zweiten Grades, welche, in einem vier- 
dimensionalen linearen Raume liegend, 8 Ebenen und 6 Strahlen be- 
riihren, die auch in diesem [4] gelegen sind. Die gesuchte Anzahl 
ergiebt sich aus F. (55) in folgender Weise: 

(0, 1,2, 3,4) wy° wo’ w,® == 28 3°. w (0, 1, 2,3, 4) 

— 24, w(0,1,2,3).[6).(14, +14, +14, +14, + 14,) 
+6, (13)-+ 13, + 13,4 13, +13,)+ ++ 
+64(8)-+8, +8) +8, +8,)] 

+2. (0,1,2,4) .[6). (145+ 14, + 14, 14,)-+ > 

+64(8)-+8,+8,+8)] 

—2?.9(0,1,3,4),[69(14y+ 14, +14.) >> 

+ 6, (8) +8, +8,)] 
+2!.0(0,2, 3,4).[6) (14 +14,) +--+ +6, (8) +8,)] 

— 2 .(1,2,3,4). (6) .14)+ +++ +-6,.8y] 

— ~ (3,4). (0, 1,2).[6,.2°] 

4244.4 (0, 1,2).[6).(8,)] 

= 186624.1—16.1.[1.1471+-6. 1093+ 15. 794 

+ 20.562 + 15.386 +6. 256 +1. 163] 

+8.5.[1.470+6.378 + 15.299 +4 20.232+ 15.176 

+ 6.130+ 1.93] 
4.10.[1.106+6.92+15.79-+ 20.67-+ 15.56 
+6.46+1.37] 
+-2.10,[1.15-+6.14-+415.13+-20.12+-15.11 
+6.10+1.9] 

—1.5[14+64 154204154641] 

—35.1.1-+ 128.1.70— 186624 — 16.38668 

+ 49. 15376 — 40.4336 + 20.768 —5.64 

= 186624 — 618688 +- 615040 — 173440 

+ 15360 — 320 = 24576. 

Der soeben berechneten Anzahl entspricht dual die Anzahl der- 
jenigen R,, welche 6 Ebenen und 8 Strahlen beriihren, die in einem 


zu Grunde gelegten [4] liegen. Es ergiebt sich fiir diess Anzahl 
gemiiss I", (55): 
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(0,1, 2,3,4) m,° wo us® = 2°.38.H(0, 1,2, 3,4) 
— 24. (0, 1,2,3).[8,.(14,-+ 14, + 14, + 14,+ 14,) 
+8, (139+ +++ 13,)+>°- 
+ 8,.(6)-+-+-+6,)] 
+ 28. (0, 1,2,4) .[8. (14) +--+ 14;)+-- 
+8, (6) + -+-+6;)] 
— 27. p(0,1,3,4).[8,.(14)-+ 14, + 14,) +++ 
+8, (6) +6, + 6,)] 
+ 2" .(0,2,3, 4). [By (14+ 14,) +--+ +85 (6) +6,)] 
— 29. (1,2, 3,4). [85.14 + -+--+8,. 65] 
— w(3,4).(0, 1,2) .[8,.2°+8, .27-+8, 25] 
+ ¥(2,4).(0, 1,3). (8, .2°-+8,.27 
— v(1,4). (0,2, 3).[8,-2°] 
— w(2,3).4(0, 1,4) .[8,.2°] 
+ 27. #(0,1,2).[8,-(6,) +8; -(7,) +8)-(8,)] 
bas 26. (0,1,3).[8).(6;-+6,) +8, .(7;-+7,)] 
+ 25. (0,2,3).[8).(6.4+6,+6,)] 
+ 25.y(0, 1,4). [8,.(6)] 
= 419904 — 16.1[1.1471-+4-8.1093-+4+.28.794 
+ 56.562+- 70.386 +56 . 256 
+ 28.163-4-8.99-+-1.57] 
+ 8.5.[1.470-+8 .378-+-28 .299-+-56 .232+-70. 176 
+ 56.130 + 28 .93+-8.64-+- 1.42] 
— 4.10.[1.106-+-8.92-+-28.79-+-56.67-+ 70.56 
+56 .46-+ 28. 37-+8.29-+4 1.22] 
+ 2.10.[1.154+8.14-+4 28.13456.12+4 70.11 
+56.10+4+28.9+48.8+1.7] 
— 1.5.[1+8+4 284564 70+ 56+ 2848-4 1] 
— 35.1.64.[14 8.2 28.4]+35.4.64.[148.2] 
— 25.6.64[1] —10.11.64[1] 
+128. 1[1.15+4+8.35-4- 28.70] 
— 64.4.[1.35-+8.70]+32.6. [1.50] 
+ 32.11[1.20]—=419904 — 1771008 + 1904640 
— 583680 + 56320 — 1280 — 288960 + 152320 
— 9600 — 7040 +- 288640 — 152320 +- 9600 
+ 7040 = 24576. 


Diese Zahl ist wegen des Dualitiitsprincips im [4] mit der resultirenden 
Zahl des vorigen Beispiels identisch. 
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§ 10. 


Specialisirungen fiir den Kegelschnitt und fiir die Fliche 
zweiten Grades. 


Setzt man in F. (55) p= 2, so erhiilt man eine Formel, welche 
alle durch das Symbol (a) a,a@,)u,™ mu.” u,™ zusammengefassten Kegel- 
schnittanzahlen ausdriickt. Dabei bedeutet ,™, dass die doppelt 
gedachte Ebene, in welcher der Kegelschnitt liegt, m, gegebene [n — 3] 
schneiden soll. Die so entstehende Formel ist also etwas allgemeiner, 
als die F. (53), weil sie fiir die Ebene des Kegelschnitts nicht bloss 
die Bedingung (a,@,@,), sondern auch noch die Bedingung u, beriick- 
sichtigt. Wegen der Kleinheit von p lisst sich diese aus I’. (55) ent- 
stehende allgemeinere Formel etwas vereinfachen, sodass sie in folgender 
Weise geschrieben werden kann: 


(63) (gay a) wy wy” Wg —= 2" .3™ (aga, a) — G, + G, — G,, 
wo 
G, == 2m Dar, wy (a a,) [(am5)p a (ms), 91 + i”: 
“> (105 a }a,—m,—myf1 . 2eobay—my—me +1) 
+- Qme 2Qar, wy (ap a;) [(ams)o + (ms), .2! to (3a, Mm, —My* 2a a 


q=—ae+a,41 l=a,.—m, 


+2%.9h(aga,). >) (M)y >} (My — G+ ms) 


q=v t=0 
q=a l=a,—m, 
sf Qeert-artas , > (Ms). > (m, — g-+ m,),; 
q=0 a,+1—m, 


und wo G, und G, aus G, hervorgeben, wenn man statt des Index 2 
bei a die Indices 1 und 0 bevorzugt. 

Kbenso liisst sich die Formel vereinfachen, welche sich aus F’. (55) 
fiir p=3 ergiebt. Dadurch erhilt man fiir die Fiche eweiten Grades: 
(64) (ayy ayy) wim yee == 2,3". a (ay ay Gy Gy) — Ag, + Ag, — Agy 

rs A,, + Aj; ae Ay, ie By + By a By; 
— By + By — B,, 
wo 
Agy = 2" (ay A) W (dy Ay) [(mmds)y + (mg) 2! +--+. 
o +- (ts) a-a,—m,—m +1 » Qartar—m “met t} 


q=a,+a,41 =a,;—m, 
Boy = (ay ay). 202° ps (ms)q + > (ms + q+ m,); 
q=0 l=a,+1-—m, 


ist und wo die iibrigen A und die tibrigen B aus A), und B,, durch 
Analogie hervorgehen. 
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Als Beispiel wahlen wir (0, 2, 3, 4) u,4u,‘u,*. Hierfiir ergiebt sich 
bei Fortlassung derjenigen Glieder, die gleich null werden: 


24.34. 4(0, 2, 3, 4) — (0, 2).H(3, 4).24.4,.2° 

— (0, 2).27.[4y- 85+ 4, «Ty 4-6, +45 -5o] 

+ (0, 3).2°. [45.8)+4).Ty+45-6)-+45.5y $44.45] 

— w(2, 3).2*.[4, 8-+4, - Ty 4,-6, +45 «59 +4, 45] 

= 1296.10 — 3.35.16 — 3.128.15 + 7.64.16 — 10.16.16 = 10128; 


d. h. es giebt in einem [4] 10128 Flichen zweiten Grades, die den 
dreidimensionalen linearen Raum, in dem sie liegen, durch einen 
gegebenen Punkt schicken, und ausserdem 4 gegebene dreidimensionale 
lineare Riume, 4 gegebene Ebenen und 4 gegebene Strahlen beriihren. 

Der Vergleich der Formeln (29), (50), (55) zeigt, dass der Ueber- 
gang von m,—m,=—0 auf m,>0 und m, =O sowie der weitere 
Uebergang zu dem Fall m, > 0 und m, > 0 neue Glieder hinzufiigt, 
sodass anzunehmen ist, dass auch die Formel fiir 


(aya, a, es Ap) ee ee a wir 


noch andere Glieder enthalt, als solche, die durch Setzen von m, =0 
in die in F, (55) vorhandenen Glieder iibergehen. Die Bestimmung 
dieser andern Glieder und iiberhaupt der ganz allgemeinen Formel fiir 


(Gy @y - + - Gp) wy" My”. - id 
muss einer spiateren Untersuchung tiberlassen bleiben. Wohl aber liisst 
sich schon jetzt erkennen, dass diese letztere mit dem Gliede: 
O.3".3".¢"..6¢7 

beginnen muss, dass dann eine Gruppe von Gliedern folgt, welche 
aus den D; der F. (55) so hervorgehen, wie diese aus den D; der F. (50) 
entstanden sind, und dass darauf ebenso geartete Verallgemeinerungen 
der Glieder E;, und F;, folgen miissen. 

In der vorliegenden Arbeit des Verfassers sind von den Bedingungen, 
die sich auf die Punkte, Tangenten, Tangentialebenen u. s. w. eines 
R, beziehen, keine andern als die mit w bezeichneten einfachen Be- 
dingungen beriicksichtigt. Was die vielfachen anbetrifft, so lassen 
sich diese leicht durch die Bedingungen uw und (a,a, ... ad») aus- 
driicken, und zwar vermége der »-dimensionalen Incidenzformeln, 4. h. 
der Verallgemeinerungen der von mir im zweiten Abschnitt meines 
»,Kalkiils der abzihlenden Geometrie“ aufgestellten Formeln. Zu solchen 
vielfachen elementaren Bedingungen gehért z. B. die ¢-fache Be- 
dingung, dass der R, mit einem [n—p—i-+1] einen Punkt gemein- 
sam haben soll, oder die (2n—2p-+1)-fache Bedingung, dass der 
R, einen im [n] beliebig gegebenen Strahl als Tangente haben soll. 
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Alle Anzahlen, die sich auf derartige vielfache Bedingungen beziehen, 
lassen sich vefmége der n-dimensionalen Incidenzformeln durch die 
hier betrachteten Anzahlen ausdriicken. 


§ 11. 
Anzahlfanction fir die kegelartigen Raume zweiten Grades. 
Wenn man auf die in § 9 bewiesene Formel fiir 
(dp @, . . » Gp) wimp wg 

die letzte der unter (3) zusammengefassten Formeln anwendet, so 
erhilt man die Anzahlfunction fiir g,-1, und dadurch auch fiir das in 
§ 2 mit S,_, bezeichnete Gebilde. Da dieses Gebilde S, 1 dem Rp-1 
im [p] dual entspricht, und in unserm Raume das zu R,, d. h. zum 
Kegelschnitt; duale Gebilde ,,Kegel“ genannt wird, so ist es gerecht- 


fertigt, S,-, als einen kegelartigen Raum zweiten Grades zu bezeichnen. 
Man erhilt fiir dieses Gebilde; 


i=p i=p—1,k=p 


(65) (aya, --- Gp) wy my age = > D;.(—1)-§ —> <n, 
i=v i=0,k=1 
wo 
q=™m, 
D; = 2%. i> (img )q «(M3 — 9 + My)a; — m, 
=0 
und 7 


q=a ;-+az—m—m, 
Ex. = a >) (ims)o- [(m. ++ q)a, —m, — (m, + Q)a;—m,] 
q=0 
ist, Hierbei bedeutet mu, die Bedingung, dass der Punkt, von dem 
der S,_, ausgeht, auf einem gegebenen [m—1] liege, und ist doppelt 
gerechnet, sodass die rechte Seite von F. (65) noch durch 2™ zu 
dividiren ist, wenn man dieses kegelartige Gebilde nicht als einen 
ausgearteten R,, sondern fiir sich betrachten will. 
Beispiele zu F. 65): 
1) (0, 1, 2, 3) m,°u,8a,° = 23. H(0, 1, 2).0).8, — 2?.y(0, 1, 3).0,.8, 
+ 2'.H(0, 2, 3).0).8, — 2°. p(1, 2, 3).0,.8, 
= 23.1.8, — 27.4.8, + 21.6.8, — 2°.4.1 — 92, 
d. h. es giebt in einem [3] 92 Kegel, welche acht gegebene Strahlen 
beriihren. 
2) (0, 1, 2, 3) ay ao" wy! = 2°.6(0, 1, 2).[4y-By + 44-49 + 49-3y 
+ 4,.2, + 4,.1)] 
— 224°. (0, 1). [49-(1o) + 41-(2o)] 
+ 2145 . (0, 2).[45.(1))] = 16 = 23.2, 


Mathematische Annalen, XLV. 14 
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d. h. es giebt in einem [3] 2 Kegel, welche bei festem Scheitel einen 
gegebenen Strahl beriihren und durch vier gegebene Punkte gehen. 


3) (0, 1, 2, 3, 4) wy * uy? My” = 24. H(0, 1, 2, 3). [7.99 + 7,.8) + T.-T 
7. 65 + ae + 7, +25] 
= 25+4. (0, 1, 2). [7.25 + 7, 39] 
+ 2244. H(0, 1, 3).[7).2)] — 1280 — 2.80, 


d. h. es giebt in einem [4] 80 kegelartige Riume zweiten Grades, 
welche bei festem Scheitel zwei gegebene Ebenen und sieben gegebene 
Strahlen beriihren, ein Resultat, aus dem durch duale Umwandelung 
hervorgeht, dass es in einem [3] 80 Flachen zweiten Grades giebt, 
welche zwei Ebenen und sieben Strahlen beriihren, die in diesem [3] 
gegeben sind. 


4) (0, 1, 2, 3, 4), wo"? 4! = 24. H(0, 1, 2, 3).[1,.13, + 1,.12, 
— 23.4 (0, 1, 2, 4).[1,-135 + 1,. 125] 
+ 22. 4(0, 1, 3, 4).[1p-13, + 1,.12,)] 
— 2'.(0, 2, 3, 4).[1p-13, + 1,.12,] 
+ 2°. (1, 2, 3, 4). [1p-13, + 1,.12,] 
= 24.1, 1210 — 23.5.506 + 2?.10.144 
— 21.10.25 + 29.5.2 — 4390. 


Das im [4] duale Analogon zu diesem Ergebniss lautet, dass es im [4] 
4390 Flichen zweiten Grades giebt, welche 12 gegebene Strahlen 
schneiden und 1 gegebene Ebene beriihren. 


Anhang. 


Tabelle aller elementaren Anzahlen fiir den in einem [4] liegenden 
dreidimensionalen Raum zweiten Grades, 


Da bei weitergehenden Untersuchungen ausser den bekannten 
auf Kegelschnitte und Flichen zweiten Grades beziiglichen Anzahlen die 
durch das Bedingungssymbol (0, 1, 2,3, 4) u™ w™ um u™ zusammen- 
gefassten Anzahlen wohl am leichtesten, auch ihren numerischen Werthen 
nach, gebraucht werden kénnten, so folgt hier zum Schluss eine vom 
Verfasser schon in den Mitth. der Hamb. Math. Ges. vom Mirz 1889 
verdffentlichte Tabelle dieser Anzahlen. Diejenigen unter ihnen, bei 
denen m, null ist, folgen unmitteibar aus der F. (55) des § 9. Aus 
ihnen und den bekannten auf Kegelschnitte und Flichen zweiten Grades 
beziiglichen Anzahlen ergeben sich vermége der Formeln 3) dann 
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auch leicht diejenigen Anzahlen, bei denen m, nicht null ist. Der 
Kiirze wegen ist von zwei wegen der Dualitit gleichen Zahlen immer 
nur die eine geschrieben. Es bedeutet also immer (m,, m,, ms, ™,) = 2% 
sowohl, dass es im [4] x Rdume eweiten Grades giebt, von denen jeder 
durch m, gegebene Punkte geht, m, gegebene Strahlen, m, gegebene 
Ebenen und m, gegebene [3] beriihrt, als auch dass es im [4] x Réume 
zweiten Grades giebt, von denen jeder durch m, gegebene Punkte geht, 
m, gegebene Strahlen, m, gegebene Ebenen und m, gegebene [3] be- 





riihrt. 


dingungssymbolen entsprechen. 


(14,0,0,0)— 1 





(13, 1,0,0)— 2 
(13,0, 1,0) —= 3 
(13,0,0,1)— 4 





(12,2,0,0)— 4 
(12, 1,1,0)— 6 
(12,1,0,1)— 8 
(12, 0,2,0)— 9 
(12, 0, 1, 1) = 12 
(12, 0, 0, 2) = 16 


(10, 2,0,2)—= 64 
(10, 1, 3,0) —= 54 
(10, 1,2,1)—= 72 
(10, 1,1,2)—= 96 
(10, 1, 0,3) = 88 
(10 0, 4,0) —= 81 
(10, 0, 3, 1) = 108 
(10, 0, 2, 2) = 144 
(10, 0, 1, 3) = 132 


(10, 0,0, 4) = 86 








(11, 3,0,0)— 8 
(11, 2, 1, 0) = 12 
(11, 2, 0, 1) = 16 
(11, 1, 2,0) = 18 
(11, 1, 1, 1) = 24 
(11, 1, 0,2) = 32 
(11, 0, 3, 0) = 27 
(11, 0, 2, 1) = 36 
(11, 0, 1,2) = 48 
(11, 0, 0,3) = 44 


(10, 4, 0, 0) = 16 


(10, 3, 1, 0) = 24 
(10, 3, 0, 1) = 32 
(10, 2, 2, 0) = 36 
(10, 2, 1, 1) = 48 





(9, 5,0,0) = 32 
(9,4, 1,0) = 48 
(9, 4, 0, 1) = 64 
(9, 3, 2, 0) = 72 
(9,3, 1,1) = 96 
(9, 3, 0, 2) = 128 
(9, 2, 3, 0) = 108 
(9, 2, 2, 1) = 144 
(9, 2, 1, 2) = 192 
(9, 2, 0, 3) = 176 
(9, 1, 4,0) = 162 
(9, 1, 3, 1) = 216 
(9, 1, 2, 2) = 288 
(9, 1, 1, 3) = 264 
(9, 1, 0, 4) = 172 
(9, 0, 5, 0) = 243 
(9, 0, 4, 1) = 324 


; 
| 








Demnach enthilt die Tabelle 344 Anzahlen, die aber 680 Be- 


(9, 0, 3, 2) = 432 
(9, 0, 2, 3) = 396 
(9, 0, 1, 4) = 258 
(9, 0, 0, 5)-—= 137 
(8, 6,0,0) = 64 
(8, 5,1,0)— 96 
(8, 5, 0, 1) = 128 
(8, 4, 2, 0) = 144 
(8, 4, 1, 1) = 192 
(8, 4, 0, 2) = 256 
(8, 3, 3, 0) = 216 
(8, 3, 2, 1) = 288 
(8, 3, 1, 2) = 384 
(8, 3, 0, 3) = 352 
(8, 2, 4,0) = 324 
(8, 2, 3, 1) = 432 
(8, 2, 2, 2) = 576 
(8, 2, 1, 8) = 528 
(8, 2, 0, 4) = 344 
(8, 1, 5, 0) = 486 
(8, 1, 4, 1) = 648 
(8, 1, 3, 2) = 864 
(8, 1, 2, 3) == 792 
(8, 1, 1, 4) = 516 
(8, 1, 0, 5) == 274 
(8, 0, 6, 0) = 694 
(8, 0, 5, 1) = 902 
14* 
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(8, 0, 4, 2) = 1156 
(8, 0, 3, 3) = 1048 
(8, 0,2, 4) —= 704 
(8,0, 1,5) = 376 
(8, 0,0,6)—= 188 


(7,7, 0,0) == 128 
(7,6, 1,0) —= 192 
(7, 6,0,1)—= 256 
(7,5, 2,0) —= 288 
(7,5,1,1)— 384 
(7,5, 0,2) —= 512 
(7, 4,3,0)—= 432 
(7, 4,2, 1) = 576 
(7, 4, 1, 2) = 768 
(7, 4,0,3)—= 704 
(7, 3,4,0)—= 648 
(7, 3,3, 1) == 864 


(7, 3, 2, 2) = 1152 
(7, 3, 1, 3) = 1056 
(7, 3,0, 4) = 688 
(7, 2,5,0)—= 972 
(7, 2, 4, 1) = 1296 
(7, 2, 3, 2) = 1728 
(7, 2, 2, 3) = 1584 
(7, 2, 1, 4) = 1032 
(7, 2,0,5)—= 548 
(7, 1, 6, 0) = 1388 
(7, 1, 5, 1) = 1804 
(1, 1, 4, 2) = 2312 
(7, 1, 3, 3) = 2096 
(7, 1, 2, 4) = 1408 
(7, 1,1, 5) = 152 
(7,1 0,6) —= 376 
(7, 0, 7, 0) = 1802 
(7, 0, 6, 1) = 2216 
(7, 0, 5, 2) = 2628 


| 


H. Scuuserr., 


(7, 0, 4, 3) = 2304 
(7, 0, 3,4) = 1552 





(7, 0, 2,5) —= 848 
(7,0,1,6)—= 424 
(7, 0,0, 7) = 212 
(6, 8, 0,0) = 256 
(6,7, 1,0) = 384 
(6, 7,0,1)—= 512 


(6, 6, 2,0) = 576 
(6,6, 1,1) = 768 
(6, 6, 0, 2) = 1024 
(6, 5, 3,0) = 864 
(6, 5, 2, 1) = 1152 
(6, 5, 1, 2) = 1536 
(6, 5, 0, 3) == 1408 
(6, 4, 4, 0) == 1296 
(6, 4, 3, 1) = 1728 
(6, 4, 2, 2) = 2304 
(6, 4, 1, 3) = 2112 
(6, 4, 0, 4) = 1376 
(6, 3, 5, 0) == 1944 
(6, 3, 4, 1) = 2592 
(6, 3, 3, 2) = 3456 
(6, 3, 2, 3) = 3168 
(6, 3, 1, 4) = 2064 
(6, 3, 0, 5) = 1096 
(6, 2, 6, 0) = 2776 
(6, 2, 5, 1) = 3608 
(6, 2, 4, 2) == 4624 
(6, 2, 3, 3) = 4192 
(6, 2, 2, 4) == 2816 
(6, 2, 1, 5) = 1504 
(6, 2,0,6) == 752 
(6, 1, 7,0) = 3604 
(6, 1, 6, 1) = 4432 
(6, 1, 5, 2) = 5256 














(6, 1, 4,3) = 4608 
(6, 1, 3, 4) = 3104 
(6, 1, 2, 5) = 1696 
(6,1, 1,6) = 848 
(6, 0, 8, 0) = 4166 
(6, 0, 7, 1) = 4728 
(6, 0, 6, 2) = 5024 
(6, 0, 5, 3) = 4152 
(6, 0, 4, 4) = 2736 
(6, 0, 3, 5) = 1504 
(5, 9,0,0)—= 512 
(5, 8, 1,0) = 768 
(5, 8, 0, 1) = 1024 
(5, 7, 2, 0) = 1152 
(5, 7, 1, 1) = 1536 
(5, 7, 0, 2) = 2048 
(5, 6, 3, 0) = 1728 
(5, 6, 2, 1) = 2304 
(5, 6, 1, 2) = 3072 
(5, 6, 0, 3) = 2816 
(5, 5, 4, 0) = 2592 
(5, 5, 3, 1) = 3456 
(5, 5, 2, 2) = 4608 
(5, 5, 1, 3) —= 4224 
(5, 5, 0, 4) = 2752 
(5, 4, 5, 0) = 3888 
(5, 4, 4, 1) = 5184 
(5, 4, 3, 2) = 6912 
(5, 4, 2, 3) = 6336 
(5, 4, 1, 4) = 4128 
(5, 4, 0, 5) = 2192 
(5, 3, 6, 0) => 5552 
(5, 3, 5, 1) = 7216 
(5, 3, 4, 2) — 9248 
(5, 3, 3, 3) = 8384 
(5, 3, 2, 4) = 5632 
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(4, 
(4, 
(4, 
(4, 
(4, 


(4, 


(4, 


| (4, 


| 
| 


(4, 


(3, 
(3, 
(3, 
(3, 
(3, 
(3, 
(3, 
(3, 
| (3; 
| (3; 
@ 
3 


(3, 


3,1,5) = 3008 
2,7,0) = 7208 
2,6,1) = 8864 
2, 5, 2) = 10512 
, 4,3)—= 9216 
3,4) = 6208 
: 9. 5) = 3392 
1, 8,0) = 8332 
7,1)—= 9456 
1, 6, 2) = 10048 
1,5,3) = 8304 
1,4,4) = 5472 
0,9,0) = 8628 
0,8,1) = 8924 
0, 7,2) —= 8392 
0, 6,3) —= 6416 
0,5,4)—= 4048 
ameeemamene |. 
10, 0,0) = 1008 
9,1,0)— 1504 | 
9,0, 1) = 2000 
8, 2,0) —= 2240 
8,1,1)— 2976 
8,0,2) = 3952 | 
7, 3,0) = 3328 
7,2,1)— 4416 
7, 1,2) = 5856 
7,0,3) = 5360 
6,4,0) = 4928 
6, 3,1) = 6528 
6, 2,2) = 8640 
6,1,3)—= 7904 
6, 0,4) = 5168 
5,5, 0) = 7264 
5, 4,1) = 9600 
5 3, 2) = 12672 
2,3) = 11584 
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1, 3) = 13008 
5, 0) = 11968 
4, 1) = 15488 


3, 2) = 19968 
2, 3) = 18112 
6, 0) = 16192 
5, 1) = 20416 
4, 2) = 25344 
3, 3) = 22720 
7, 0) = 20256 
6, 1) = 24320 
5, 2) = 28294 
4, 3) = 24576 
8, 0) = 28056 
7, 1) = 25856 
6, 2) = 27392 
9, 0) = 23840 
8, 1) = 24624 
7, 2) = 23392 


10, 0) = 22626 


9, 1) = 21412 
8, 2) = 18200 


0, 11, 0) = 20089 


1,4) = 7584! (3, 7, 
6, 0) = 10208 | (3, 6, 
5, 1) = 13152 | (3, 6, 
4,2) = 16704 | (3, 6, 
3, 3) = 15104 | (3, 6, 
2,4) = 10176 | (3, 5, 
7, 0) = 13136 | (3, 5, 
, 1) = 16064 | (3, 5, 
5, 2) = 18976 | (3, 5, 
4,3) = 16640 | (3, 4, 
3, 4) = 11264] (3, 4, 
8,0) = 15192 | (3, 4, 
7,1)= 17248 | (3, 4, 
6, 2) = 184382 | (3, 3, 
5, 3) = 15328 | (3, 3, 
9,0) = 15784 | (3, 3, 
8, 1) = 16376 | (3, 2, 
7, 2) = 15504 | (3, 2, 
6, 3) = 11936 | (3, 2, 
10, 0) = 14993 | (3, 1, 
9, 1) = 14202 | (3, 1, 
8, 2) = 12028 | (3, 1, 
7,3) = nd (3, 

saeanneier (3, 9, 
0, 0) = 1896 | (3 » 9, 
1,0) = 2784 |_— 

0,1) = 3672 | 21 12 
2,0) = 4064 | 2, 11, 
1,1) = 5344| (2, 11, 
0,2) == 7016 | (2, 10, 
3,0) = 5888 | (2, 10, 
2,1) = 7712} (2, 10, 
1, 2) = 10080 | (2, 9, 
0,3) = 9184] (2, 9, 
4,0) = 8448 | (2, 9, 
3, 1) = 11008 | (2, 8, 
2,2) = 14304 | (2, 8, 


10, 1) = 17552 


9, 2) = 13692 


0,0) = 3312 
1,0) = 4728 
0,1)— 6144 
2,0) = 6672 
1,1) = 8616 
0, 2) = 11088 
3,0) = 9280 
2,1) = 11888 


1, 2) == 15160 
4, 0) = 12672 
3, 1) = 16064 
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(2, 8, 
(2, 7, 
(2, 7, 
(2, 7, 
(2, 6, 
(2, 6, 
(2, 6, 
(2, 5, 
(2, 5, 
(2, 5, 
(2, 4, 
(2, 4, 
(2, 3, 
(2, 3, 
(2, 2, 
(2, 2, 
(2, 1, 
(2, 1, 


2, 2) = 20240 
5, 0) = 16896 
4, 1) = 21120 
3, 2) = 26176 
6, 0) = 21504 
5, 1) = 26112 


4,2) = 31104 
7, 0) = 25536 
6, 1) = 29568 
5, 2) = 33024 
8, 0) = 27936 
7, 1) = 30336 
9, 0) = 28096 
8, 1) = 28256 

10, 0) = 26172 
9, 1) = 24248 

11, 0) — 22938 

10, 1) = 19704 


(2, 0, 


(2, 0, 12, 0) = 19167! (1, 
11, 1) = 15396 | (1, 





(1, 13, 
(1, 12, 
(1, 12, 
(1, 11, 
(1, 11, 
(1, 10, 
(1, 10, 
(1, 
(1, 
(1, 
(1, 
(1, 
(1, 
(1, 6, 
i (1, 


? 


? 


TDW SO © 


I 





0,0) = 5284 
1,0) —= 7256 | 
0,1) = 9228 
2,0)—= 9784 


1, 1) = 12312 

3, 0) = 12896 

2, 1) = 16008 

4,0) = 16512 | 
3, 1) = 20128 | 
5, 0) == 20852 | 
4, 1) = 24192 | 
6, 0) <= 23808 | 
5, 1) = 27264 | 
7, 0) = 26112 | 
6, 1) = 28416 | 


5, 8,0) = 26688 
4, 9,0) = 25440 


(1, 3, 10,0) — 22784 
(1, 2, 11,0) — 19396 
(1, 1, 12, 0) = 15854 
(1, 0, 13, 0) = 12541 
(0,14, 0,0) = 7703 
(0, 13, 1,0) = 10122 


(0, 12, 2, 0) = 12988 
(0, 11, 3,0) = 16192 
(0, 10, 4, 0) = 19488 
(0, 9, 5,0) = 22464 
(0, 8, 6, 0) = 24576 
(0, 7, 7,0) = 25344 











Das vollstiindige Formensystem dreier cubischen biniéren 
Formen. 


Von 


Frhr. v. Gatut in Darmstadt. 


§ 1. 
Einleitung und Pricisirung der Aufgabe. 
Angeregt einerseits durch eine Bemerkung des Herrn Professor 
Dr. Fr. Meyer in Clausthal, der in seinem Berichte itiber den Stand 
der Invariantentheorie das Fehlen ausgefiihrter Untersuchungen tiber 
mehrfach simultane Systeme binirer Formen von hodher als 2. Ordnung 
feststellte, andererseits aber durch die Ueberzeugung angetrieben, 
dass die Aufstellung eines mehrfach simultanen Systems die ausser- 
ordentliche Anwendungsfihigkeit der Syzygantentheorie zeigen kénnte, 
entschloss ich mich das vollstindige Formensystem dreier simultanen 
biniiren cubischen Formen: 
fx’, 92°, p25 
zu geven. Ich schliesse mich hierbei an meine im 31. Bande der 
Math. Annalen verdéffentlichte Arbeit iiber 


»die irreducibelen Syzyganten zweier cubischen biniren 
Formen a,° und «,°* 


an. Ich ging dort von dem vollen System dieser 2 Formen aus, das 
bekanutlich aus nachfolgenden 26 einfach simultanen Formen besteht: 


1) A=(AA)*; Ba=(VV)?; C=(AV); D=—(A0); 
E=(V0); J=(f9); o=5 (pm); 

2) pe=(~4)*; tme=—(fV)P; se—(Ap)'s te = (A); 
6,=(Vp)'; te = (V2); 

3) AL=(ffY; Vi =(py')*; 9.2? = (fp); An? = (fv)'; 
He? =(p)'; vz? = (fx)! = — (pp)' = — (AV); 

4) f&=—a5; ge =a%; Qe =(fO)'; Ke =(pV)'; 
f° = (fV)'; &® = (pA); 

5) o.' = (f9)'. 
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Dieses System wollen wir mit /’,® und seine einzelnen Formen mit 
G,G’,G” ... bezeichnen. Es bestehen fiir die Formen /f,° und ¥,', 
sowie fir die Formen g,° und y,° die analogen Systeme von einfach 
simultanen Formen 

F,¥ und 0, ¥ 


bzw. mit den Grundformen 


Es ist dann z. B. 


t=(f9); %=— (fH); %, =(py)' 

V = (pg’)*; Vi = (py’y; Vv, =s (py’)*. 

a = ({V); a, = (fV1)"; mt, = (pV,)? us. f. 

Fiir die Grundformen der 3. cubischen Form w~ wiihlen wir die 
Bezeichnung 
v.*; 62 —(~y)*; x= (d)'; W— dd’). 
Es sind dann im System F, ¥ folgende Formen als schon im System 
F’, ® enthalten auszulassen: 
h=f; %W=@; &,=—4; 4,—A4 
und alsdann im System ®Y die weiteren 8 Formen 

h=P; P=; O&=—K; K—x, 

A,=V; V.=9@; A,=—B; B,=—X°A 
wenn wir nun das volle System der simultanen Grundformen der 
biniren Formen f, gm, » entwickeln wollen. Es enthilt dann dieses 
einen Bestand von 

26 + 22 + 18 = 66 
einfach simultanen Formen, zwischen denen selbstredend keine Be- 
ziehungen von der Form 
G;= 24° GG,’ 
bestehen kénnen. 
Nach allbekannten Satzen erhilt man aber weiter alle gemischt 
simultanen Grundformen durch Ueberschiebungen der Producte 
U =(G’)™. (@")™. (4)... 
Vi= wh, 36, uh, Ye, 
oder durch Faltung der Producte U und V. Enthilt eine solche Ueber- 
schiebung aber ein zerfallendes Glied, so ist sie durch niedere Ueber- 
schiebungen darstellbar und daher auszulassen. Wir ordnen nun die 
Producte U und damit auch die Ueberschiebungen 
(UV Ie 


nach der Ordnung der niedrigsten zwei in ihnen vorkommenden 
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Grundformen G und G’. Bezeichnen wir mit G,'‘, wie iiblich, eine 
Grundform G von der Ordnung 7, so erhalten wir als erste Gruppe 
von Ueberschiebungen diejenigen, bei denen 

(1) U=G,.G,.W 

ist. 

In meiner angefthrten Arbeit wurde aber gezeigt, dass alle 
Producte G,.G, in der Form (Inv. Cov.) darstellbar sind. Es 
miissen nur die dort gegebenen Syzyganten um eine weitere: 

(352) 

vermehrt werden. Wir hatten niimlich nur die beiden (352): 

(352),: 20V -—pr+a26=0, 

(352),: —20V + Cu— BA—2Ev=—0. 
Aus der ersteren folgt aber unsere Behauptung nur dann, weun es 
gelingt eine weitere (552), zu entwickeln. Hierzu gelangt ‘man aber 
leicht durch die erste Ueberschiebung der Syzyganten: 

(422): p* <= 2 Inv. Cov. 
iiber ©, mit der Beriicksichtigung, dass 
1 
Diab 
(Op)'=5 Jp —t 

ist, in der Form: 


(532),: pt — HW Jp? — 


cle 


Au—-=(C—J’*)s4—JSDO 
+(c-—is*)JA=0, 
Ba —5(C—J*)w+JEO 
—(c—iv’)IV=0. 
Es fithren daher mit G,.G,' alle Ueberschiebungen von Producten: 
U=—G,.G,.W 
mit Producten V auf Theile von der Gestalt 


2» Inv. Cov., 


bel ee 


(352),: wo ++ Ja? — 


nl = 


und sind dieselben folglich siimmtlich auszulassen. 

Wir kommen zunichst zu den Producten: 
(2) U = G,'.G,?. W. 

Enthilt nun V den Factor 6, so haben wir fiir jede Ueber- 
schiebung zerfallende Theile von der Form 

(G,?0)'. W (¢ =1 od. 2). 

Ist aber in V kein Factor 0 enthalten, sondern nur Factoren 

w und x, so giebt es stets zerfallende Theile 


(@, . G's c- W (i—1, 2,3). 
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(3) Das Product U=G,'.G,'*. W liefert ebenfalls nur zerfallende 
Ueberschiebungen: 


(G2{%).,.W oder (G.!.G,', 6_, 4. W. 


i=1,2,34° 


(4) Ohne Weiteres erhellt, dass Producte U=G,?.G,'*. W 


immer die zerfallenden Glieder ergeben 
(G,2,8)'W und (Ge, ge}. W. 

(5) Da in Folge unserer Syzyganten (#45) alle Producte 
@.G,'= 2G6,G, G,"3 + 2G,?G_3 + XZ Inv. Cov. + LG, G,' 2G," 
sind, so gilt dies auch fiir die Producte 

U=G,'.G,'*. W. 

(6) Ist aber U=G,?.G,'?. W, so enthalten die Ueberschiebungen 
mit V immer ein zerfallendes Glied, wenn V den Factor 0 besitzt. 
Im entgegengesetzten Falle erhalten wir fiir die 4 ersten Ueber- 
schiebungen Theile von der Form 

2 i 
G,?. Gr*, {wu | . W. 
“2 

Fiir héhere Ueberschiebungen kénnen wir aus W noch einen 

zweiten Factor G,? herausziehen, wenn nicht U zu den Formen 
G,*.G,*.W oder G,*?.G,*‘.W 

gehéren soll, und finden dann die beizubehaltenden Theile 
(G.? . Gz?. Gz", p*)'. W ous. w. 


(7) Producte U=G,?.G,"?. W geben fir V=—0.V’ immer 
ein zerfallendes Glied. Ist dies aber nicht der Fall, so haben wir 
bis 3. Ueberschiebung den Theil 


(Gz, ¥)' W 
und fiir alle héheren den Theil 
v \* 
G,?.G,4, {yx} .W (i=—4, 5, 6). 
“2 


(8) und (9) Ohne Weiteres ergeben sich zerfallende Ueberschiebungs- 
theile fiir die Producte: 


U=—G,'.G,*.W wud U=G,'.G, 4. W. 
(10) Wegen der Syzygante (228) 
2%? -+ Ag’? — 20f9+ Vf? =—0 
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folgt dies auch fiir die Producte 
U=G,'.G,'4. W. 


Wir sehen also, dass alle Ueberschiebungen (U, V)¢ auszulassen sind, 
wenn U mehr als zwei Factoren G enthilt, den einen Fall aus- 
genommen, dass U ein Product von 3 quadratischen Covarianten G 
ist. Wir werden zunichst zeigen, dass auch dann die dabei auf- 
tretenden Ueberschiebungen 

v\' 

G,?.G,?.G,"", {yx}, (¢—5 oder 6) 

x 

iiberfliissig sind. 
Nach den vorangegangenen Untersuchungen kommen dabei aber 

alle Producte G,?.G,'? nicht in Betracht, die in tts einer Syzy- 
gante auf Ausdriicke 


2G,>.G, und Z Inv. Cov. 
zuriickzufiihren sind. Wegen der Syzyganten 
(514), und (154),; (834), und (334),; (424), und (244),; 
(424), und (244),; (264), und (624),; (444), und (444),; 
(534), und (354),; (334), 
gilt dies aber fiir die Producte 
Ad und Vu; Awund VA; Avund Vv; OA und On; 
Ov, A*, Au, Av, pr, w, v? 
Die Producte G,?.G,?.G"a? reduciren sich mithin auf die 
unter dem Schema 
AV. G§+x+4=—3) 
enthaltenen. Es liisst sich aber leicht zeigen, dass ein jedes dieser 
Producte auf die Form 


ZG,*.W 

zu bringen ist. Durch meine Syzyganten 

(066), (156), (606), (516), (336),, (426), (246), 
ergiebt sich die Behauptung sofort fiir 

~ V5, V26, A®, A’6, AVG, A’®V, V2A. 
Es lassen sich aber die Syzyganten (¢k6) so ergiinzen, dass dies auch 
fiir die tibrig bleibenden Producte 6?A, 0?V und O° gilt. 

Wenden wir nimlich den Seite 426 der angefiihrten Arbeit ge- 

gebenen Aronhold’schen Process auf die Syzygante 


(336), : 2§€ + OAV + Cfp =0 
an, so ergeben sich die zwei weiteren: 
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(426),:) 207A + 4¢? 4+ 20ef + 2EQ+ A°V+4 2Dfyp+ Cf? =0, 
(246),:) 20V + 4€*— 2J§p+26K+ AV? + 2Efp+ Cy? =0 
und eine dritte durch nochmalige Anwendung desselben Processes auf 
die zweite: 


(336),:) 40° + 8AVO + 2QK-+ 22§£+ 6Jf§ — 6S pt — 4d*fp 
+ 10Cfp + 2Ef?+2Dq? =0. 

Bei dem Mangel einer Syzygante mit der Charakteristik ©? ist, 
nebenbei bemerkt, letztere wieder ein Beispiel einer Grundsyzygante 
erster Art, die nicht durch ein bindres Product G.G’ charakterisirt 
ist. In Verbindung mit den Relationen fiir A*’V, AV? und AVO 
geben die 3 neu aufgestellten Beziehungen den Nachweis, dass auch 
die Producte 9°, 6?A und O6*V in der Form YG,*. W darstellbar 
sind und daher auch die Ueberfliissigkeit jeder Ueberschiebung: 

(G,? .G,* ..G,'*, VP. 

Unser gemischt simultanes System der 3 Formen /, p, ~ reducirt 

sich daher auf Formen von der Gestalt: 


(G,V)je¢ und (4.G’, Vy. 


§ 2. 
Formen (GG’, V)?. 

1) Die Formen (G, . G,’, V)¢ fiihren siimmtlich wegen der Syzy- 

ganten (¢k2) auf zerfallende Formen 
2 Inv. Cov. 
und sind daher auszulassen. 

2) Von den Ueberschiebungen (G,.G,'*, V)¢ kommen nur die 
3'° Ueberschiebungen in Betracht, da wir die Untersuchung aller 
(G, V)@ dem folgenden Paragraphen iiberlassen wollen. In Folge der 
Syzyganten (¢k3) fihren aber simmtliche Producte G, .G,'* mit Aus- 
nahme von pO und z® auf Aggregate X Inv. W zuriick. Es bleiben 
von dieser Gruppe nur die Formen iibrig: 

(pO, ¥)°; (pO, x); (70, %)*; (a0, x)”. 

3) Bei den Ueberschiebungen (G,? . G,’*, V)¢ sind alle diejenigen 

auszulassen, bei denen G,?.G,'? nicht eines der Producte 

A’, AV, V*, A8, VO oder CO 
ist. Denn diese fiihren wegen unserer Syzyganten (¢k4) saimmtlich 
auf Producte G, .G,'* der naichsten Gruppe und auf Glieder von der 
Form 2 Inv. Cov. zuriick. Die Syzygante (224): 


2AV + 2J8? — 20? — pp — fx =0 
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zeigt aber auch die Ueberfliissigkeit des Productes A.V. Die Producte 
A? und V? liefern uns rein simultane Formen G, undG,. Weiter kénnen 
wir von allen Ueberschiebungen absehen, bei denen V den Factor @ 
enthalt. Leicht tiberzeugt man sich daher, dass alle hierher gehérenden 
Formen entweder auf Formen -der nichsten Gruppe (4) oder auf die 
3%" Ueberschiebungen von 


OA, OV und CO 

mit w und x zuriickfihren. 

4) Auch bei den Formen: 

[G, . G3, Vie 

reducirt sich die Méglichkeit der Combinationen ausserordentlich. Ohne 
wesentliche Rechnung ergeben niimlich wieder die Syzyganten (ik4), 
dass alle Producte G,.G,'%, von zerfallenden Producten Z Inv. Cov. 
abgesehen, auf die folgenden: 


px; Kx; pp; ft; Kp; fo; 

fp; Op; fx; ps; Om; or 
zuriickfiihrbar sind. Ohne Weiteres ist klar, dass jede hierher ge- 
hérende Form zerfallende Theile liefert, wenn V den Factor # oder x 
enthalt, und dass von den Ueberschiebungen der vorstehenden Producte 
G,.G,'* mit V nur solche von der Form: 


[G., : G,?, id 
iibrig bleiben. Unter diesen ist aber 
a) (yz, 0*)* ersetzbar durch den Theil: 
(p90) (pd") (x0’) = (a. a, 9)’. 
Das Product 2. 2, lisst sich aber auch durch eine Syzygante in der 
Form 2 Inv. Cov. darstellen. Um dies zu beweisen benutzen wir den 


Process 
aX 

dX -> Wi af, ’ 

fiir den man die Reductionsformeln: 
df= vw; dg = 86, dA =2(fy) = 2A,, 
dV = 6, dx = (~V)P =a, 
ohne Weiteres findet. 
Wenden wir diesen Process, dessen weitere Entwickelung hier 
nicht nothig wird, auf die Syzygante 
n= BA—2EO0+(C—J*?)V—Jdu 

an, so erhalten wir 


22.2, = Z Inv. Cov. 
und das Ausfallen von 


(px, 0*)' und (f, p, 0?)'. 
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b) Ebenso leicht lisst sich das Zerfallen von (Kz, 0°) zeigen, 

indem wir diese Ueberschiebung durch den Theil: 

[(K8)?. x, 8° =— (ty. m, 8)? = — [(f,9)' x}! 
ersetzen. Es ist aber (¢,0) im System py dieselve Form wie (¢V) 
im System fm. Ix diesem besteht aber die Relation: 

(tV) = — Avo p —§ Agy x — Jo = EZ Inv. Cov. 
Hierdurch ist aber die Ueberfliissigkeit der Formen: 
(Kn, 8%)! und (Qp, 3%)! 


erwiesen. 
c) Analoges ergiebt sich fiir die Ueberschiebungen: 
(Kp, 0*)* und (Qz, 6?)4. 
Ersetzen wir niimlich die erste durch den Theil 
(Kd) .p, dP? =—(,.p, 0)? = [(¢,9) p], 
so kénnen wir sofort die gleichen Schlussfolgerungen ziehen. 
d) (fo, 6*)* liefert den Theil: 
[(f8)?, (68")'}*. 
Da wir aber im niichsten Paragraphen, der von den Formen (G, V )¢ 
handelt, den Nachweis erbringen, dass 
(60)! = & Inv. Cov. 
ist, so kénnen wir auch die Formen: 
(fo, 6*)* und (gt, d*)! 
auslassen. Kin Gleiches gilt fiir 
(ft, 0)* und (gs, 0?)*. 
e) Es bleiben mithin in dieser Gruppe nur die gemischt simul- 
tanen Formen iibrig: 


(pp, 9)* und (fz, d?)*. 
5) Die Ueberschiebungen : 
(G,? . G,*, Ve 
liefern stets Theile von der Form: 
(G,?, 0)'. W und (G,3, py). W. 
6) Dagegen bediirfen 
(G.'. G4, Ve d.i. (G_'. &, Ve 
einer naheren Betrachtung. Enthilt V den Factor 0, so liefern diese 
immer zerfallende Theile: 
(G,4, 6°. W. 
Wir kénnen daher voraussetzen, dass V nur Factoren w und x besitzt. 
Wegen der Syzyganten (235), und (325), sind aber die Producte @p 
und @z von der Gestalt 
ZG,* . G,'? 
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und demnach ihre Ueberschiebungen mit der vorigen Gruppe tiber- 
flissig. Nach den Syzyganten (255), und (525), ist aber 
cr und #s = & Inv. Cov. 
und jede ihrer Ueberschiebungen zerfallend. 
Wegen (345), und (435), hat man 
So und (= 2G, . G,'?.G,”? + ZG, - G, . G,". 
Daher ergeben auch diese Producte nichts Neues. 
7) Bei den 
(G,*° .G,*, Vy 
kommen nur solehe V in Retracht, die nur aus Potenzen von 0 be- 
stehen und, wenn keine zerfallende Theile auftreten sollen, nur solche, 
bei denen V — 0+ ist. 
Dann ersetzen wir aber 0° durch: 
03 = — 2x? — Ay’, 
und kénnen dann stets wieder zerfallende Theile bilden. 
8) Die Ueberschiebungen: 
(G,?.G,'4, Ve oder (G,?.%, Vie 
bediirfen nur dann einer niheren Betrachtung, wenn V aus lauter 


Factoren y~ und x besteht. Alsdann erlauben aber die Syzyganten 
(ik6) den Ersatz der Producte @.G,? durch 


= G,° . Cov. + X Inv. Cov, u. s. w. 
9) und 10). Die Ueberschiebungen 
(G,° . G4, V)® und (8, Vye 


endlich, letztere wegen der Syzygante (228), geben stets zerfallende 
Theile. 


Von allen Ueberschiebungen 
(G.G', Ve 
sind daher nur beizubehalten die 6 Invarianten: 
(pO, ¥)°, (pO, x), (#O, w)® und (xO, x), 
(fx, 8%)', (pp, 0%)! 

und die 6 Covarianten erster Ordnung: 

(0A, v)*, (OV, ¥)*, (0% w. 

(OV, x)*, (OV, x), (0°, x). 


§ 3. 
Die Ueberschiebungen (G, V)?. 


1) Formen (G.', V)°. Von allen hierher gehirigen Formen bleiben 
uns die folgenden “brig: 
(py), (xv)', (px)', (x)', (po)' und (79)'. 
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Die Ueberfliissigkeit aller tibrigen hingt wesentlich von der Eigenschaft 
der Ueberschiebung 


(sw)! 


ab. Es lasst sich zeigen, dass diese ein Aggregat zerfallender Glieder 
ist. Diese allerdings etwas miihsame Zerlegung auszufiihren gelingt 
mit alleiniger Anwendung der von Herrn Professor Gordan in seiner 
1875 erschienenen Schrift: 

» Ueber das Formensystem binirer Formen“ 
Seite 11 gegebenen Formel III, die wir abgekiirzt durch das Symbol 


% 1 1s 
m, 2, M,) oder kiirzer (’ ai. is *) 
@, Wy, Gy ~% & 


bezeichnen wollen und weiter durch die bekannten, meist von Gordan 
und mir gegebenen Entwickelungen von zerfallenden Formen: 


(G, Ge. 
Aus 

LA? v 

43 8 

o ft § 


erhalt man: 
[(A24)? p]! = [(A%@)' wo} + £ [(A%g)? w+ 5 [(A®@)? v] 


Die rechts stehenden Glieder entwickelt man der Reihe nach, wie folgt: 


Aus 
4 A fc Ay 
228 und 3 28s 
Oo 1 0 0 3 0 


erhalt man: 


[(A*@)! v} = 5 (pA, »)* — 5 AO, — 5 (sv)! — A. (wy. 


AA @ 
2 2 3) giebt: [A’g)? ¥]? = (pA, y)?—< 4O,. 
02 0 


((A*@)* p]' endlich ist (sp),. Die obige Identitaét geht daher iiber in: 
[(A?¥)? g]' = 2(pA,, ¥)? — AO, + 5 (sv) —A. (Ey). 


Besondere Schwierigkeiten bereitet die Aufstellung einer zweiten 
Gleichung fiir 


[(A? o)* pt. 








n 
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Hine solche griindet sich auf die aus 
A? » @ 
4 33 


022 
folgende Gleichung 


’ 2 5 9 
(a2)? gl]? + 5 (A?) gp]! = [(A2 yp)? wP + 5 [(A2g) v]!. 
Die Entwickelung des ersten Gliedes der linken Seite: 
[((A?y)?@}? 
bedarf wieder breiterer Rechnung. 


Aus rs 3 5) findet man leicht: 
(A?, o)? = A.p, — 5 Av. 


Die alsdann néthige 2-Ueberschiebung von Ap, ergiebt sich aus 
A p, 4 (¢ Pi ?) 
(( ta Wat 


[Ap,, 9? = 5p. D+ ; (Ep,)'; 
und man hat daher schliesslich: 
[(A?¥)?p]}? = 3 p.p, + 5 (En)! —5 AO. 
Die vorstehende zweite Relation fiir 


[(A?w)*> @]! 


in der Gestalt: 


geht dann iiber in: 
[(A? wp} = §[(A° oP ¥]+ [(A2o)*v}'— 5 [Spr, +5 b,)' — 5 40,|. 


Die Entwickelung der zwei ersten Glieder rechts ist oben gegeben. 
Ks eriibrigt also nur noch die Darstellung von 


(€ p,)*. 


Hierzu liefern die Formeln 


die Identitit: 
(Ep,)! = A. (Ew)? + 2[(AH'¥]}? — 5 (AN? Yh. 


Der Theorie der simultanen Formen zweier /,° entnehmen wir die 
Gleichungen: 


Mathematische Annalen, XLV. 16 
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wire 


(Ag)! =—lAp+ Ag, 


(Atv=——ss, 


ole 


und finden dann: 


(Ep)! =A. v)> —F (pA, ¥)? + 40, +5 (sv)! 


Die gesuchte zweite Relation fiir 


[(A? p)> gq]! 
lautet dann: 


. ‘ 8, a 
[(A?¥)*p]! = J (pA, ¥)? — AO, + = (sw)! — AEY)® — 3 pp. 
Durch Verbindung der beiden Relationen fiir 


; [(A?p)> op]! 
erhalt man endlich: 


(pA, vP + ; (sw)! — pp, = 0. 


Da aber unter den Formen (GG’, V)e¢ das erste Glied der linken Seite 
nicht enthalten ist, bedarf dasselbe noch der Zerlegung. Dieselbe wird 
sofort erreicht, wenn wir meine Syzygante (413) zweimal iiber y schieben 
und beriicksichtigen, dass nach Analogie des Formensystems von / » 


(Q¥)—=— Fa +5d,.A 
ist. 
Man findet: 


° 2 2 i 1 
(pA, ¥)? =—5D0,+54.90,+554,—Zdd,4 
und schliesslich die gesuchte Zerlegungsformel: 


(sy)! = DO, — AO, — 5 Ja, + 5IdS,A+ pp, 


sowie deren Gegenbild: 

(ty)' = EO, — BO, + ; Ji, — z JI,V + : ad oo 
Fiir eine Reihe weiterer Untersuchungen ist es von Vortheil, den eben 
gefundenen Werth (Qw)? nicht zu substituiren. Man hat alsdann: 


(sy), = D@, — AO, + J.(Q¥)? + 5 pp, 


und 


(cy), = EO, — BO, — J (Kv)? + 5 xp,. 











eat ALO 


en 
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Der Seite 426 meiner Verdffentlichung im 31. Band der Annalen be- 
schriebene Aronhold’sche Process 


x= Del 


auf die zweite Darstellung (ry)! angewandt, giebt mit Hinzunahme 
der Gleichungen : 


00,=0,; 20,=—8; ap, = 2(0y)’, 


(ay)! = — 5 (xv)! — CO, + EO, + J.(E¥)? + 5 pp, — «.(0¥)*, 
und 
(c¥)'= 5J(pv)'— CO, + Do, + J (ev)? +5 xp, —p(Ov)*. 


Obgleich hiermit auch schon, wegen der Allgemeinheit von ~, das 
Zerfallen der ersten Ueberschiebungen von s,¢, 6, t tiber x erwiesen 
ist, wollen wir doch die leicht auszufiihrenden Entwickelungen der- 
selben explicite geben. Analog (sw)! hat man: 


(su)! = D. (fx)? — A(px)? + J.(Qx)? + 5 pd). 


In Uebereinstimmung mit den Reductionsformeln fiir das simultane 
System fp findet man 


(fx)? = — Fu, —5 4,9, 
(px)? = — Fu, — 5 d,9, 
(Ax)? = — a, 
(%Q)? = —5C,0, + 5B, A—fI,y,+5D,8 
und schliesslich 
(sx)! = —56(DJ, —JD, — Ad,) —§ Du, +5 Ap, 


© i 3 
— 5 I(C,9, — E,A + d,) — 3P%, 


sowie: 
(rx)! = —50(Ed,+ JD, — BJ,) —5 Ew, +5 Ba, 
+ 5I(C,0, — B,V — Jv.) — 3 26,. 


Auch die Ueberschiebungen von s,¢, 6, t mit d lassen sich ohne 
grosseren Aufwand von Rechnung zerlegen. Da aus der Entwickelung von 


ys 
313 


021 
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die Relation 
[(so]'], = (sd)! 


folgt, so haben wir zur Darstellung von (sd)' die Gleichung fiir (sw)! 
nur zweimal iiber ~ zu schieben und erhalten: 


(s8)' = D@,¥)? — AQ, ¥)? + J[(Qv)*¥}? +5 (pr, ¥)?- 


Die Anwendung des in seinen Anfangen leicht zu iibersehenden Processes 
ox 
aX = > i 
OV; 


p? = ZX Inv. Cov. 
giebt mit Hiilfe der Reductionsformeln: 
Ip =v; 2A=—0; dp =—a(pA)? =(~A)?—p, 
die Identitit : 


auf die Syzygante (422): 


2p.p, = 2X Inv. Cov. 
und weiter die gesuchten Zerlegungen: 


(s 0)! = X Inv. Cov. 
und 


(rd)! == J Inv. Cov. 


Unterwerfen wir aber die zweite dem schon 6fter angewandten Process 
(pag. 426 des 31. B. der Ann.) 


> OX 
ox = fi 09,’ 
so ergiebt sich, wegen: 


t= — Jax — 36, 
die Relation: 
— J(xd) — 3(60) = Inv. Cov. 
oder: 
(60) und (td) ebenfalls = 2 Inv. Cov. 
Die weitere Ausfiihrung der Rechnung kann leicht nach vollstiindiger 
Entwickelung des ersten der eben gebrauchten Aronhold’schen Processe 
gegeben werden. 
2) Formen (Go+is Vv). 
Diese liefern, von rein simultanen Ueberschiebungen abgesehen, 
die Formen: 
1) (0, ¥¥f§—1,2,3]; (0, x)[§ = 2,3]; (0, 0)[i = 1, 2], 
(4, ) (A, x)? (4, 0)? 
(w, ¥)?F 5 (u, #25 (u, 9)*F. 
(v, v)? (v, x)? (v, 6) 
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2» GN, GOI, paz uasy EM, Gary, 
(E, ‘J (6, x)! ($,9)*) (6, 6?) 
3) (#, v)' und (0, x) [fiir ¢ = 2 und 3]; 
(8, 0)?; (9, 87); (, o)*; (®, wx)4; (8, wd); (6, 0)'; (9, dx). 
Die Ueberschiebung [@, x*]! ist wegen der Syzygante : 
Qu? + 63 + Ay? = 0 


auszulassen. 


§ 4. 


Reduction der erhaltenen gemischt simultanen Grundformen und der 
Ersatz der iibrigen durch symmetrische Formen. 


1) Invarianten. 
Nach den vorigen 2 Abschnitten erhielten wir folgende 15 In- 

varianten gemischt simultanen Charakters: 
a)  (098)?; (Ey); (Cy). 

(112) (121) = (211) 
b) — (Ad)*5 (w)*5 (Ex)*5  (Ex)?5 (PO, H)®5 (0, ¥)’. 

(312) (1382) (123) (213) (321) (231) 
c) (vd)?. 

(222) 
d) 90, x)*; (xO, x). 

(323) (233) 
e) (2 0*)'- 

(114) 
f) (pp, OY; (fx, 0*)*. 

(224) (224) 
Die Invarianten der Gruppe a) sind ersetzbar durch: 


a’) (09)?; (0,V); (0,4); 


— ) ae gen sofort die Relations 
denn aus (J 21 und 121 folgen sofort die Relationen 


(v)> =— (0,V)? und (€) = — (0,4). 
Diejenigen der niichsten Gruppe sind identisch mit: 


b’) (Ex); (&x)*; (§,4)*; (,K)*; (6,Q)> und (C4). 
(123) (213) (132) (231) (312) (321) 
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Man findet nimlich mittelst (95%) und der Identitiit: 


(pQ?=—sZ4+5dA 
die Gleichungen: 


(Ad)? = 2(&, Q)* + JC, ? 
(ud)? = 2(, K)? — JO,. 


und 


Wegen meiner Syzygante (323) ist jede Ueberschiebung von pO 
gleichwerthig mit der von 2A bis auf Glieder von der Form 2 Inv. Cov. 


Es ergiebt aber bed. nevst 
(QV) =5Ax—5Cf 
sofort: 


(Az, p)® = 2(6,Q)° + Cd, 
(Vp,¥) = 2(6, K)> + Cd,. 
c) Die Invariante (vd)? erscheint in der fiir die 3 Formen sym- 
metrischen Gestalt 
c’) (AV) (Ad) (V9). 
Alle iibrigen Invarianten sind, wie leicht zu zeigen, tiberfliissig. 


(pO, x) -s : : ; ' 
d) (323) oder das mit ihr gleichwerthige (7A, «)° oder [(A x)? z]' 


und 


ist identisch mit: (6,2)' oder: 
— (Op,) (8x) = — (»,-2, 0). 
Es liasst sich aber leicht zeigen, dass letztere Form mit 
p,. a= Z inv. Cov. 
ist, Wir hatten namlich friiher die Relationen bewiesen: 
a. 2, =(fV)?. (pd)? = 2d.C. 
Analog ist aber: 
p,- x= (pA). (fVP —2d.C. 
Mit (pO, x)® ist dann auch (20, x)* auszulassen. 
e) Die Invariante (114) =(00?)! ist wegen te *) ersetzbar durch 
[(78*)? 9}? 
und diese, wegen der aus * A °) hervorgehenden Relation : 


(fy = m9 — hw, 








Ie) 


NV. 


t|' 


ch 
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durch 


(x, . 0, g]?. 
Wie x.V wegen der Syzygante (143) von der Form 2 Inv. Cov. ist, 
so gilt dies auch fir 2, .0. Es ist daher auch (#6?) eine tiberfliissige 
Form. 
f) Ks eriibrigt noch die Betrachtung der Ueberschiebung: 


(pp, 0°)* = [(pd*)>p]* = — (t, p)'. 
pd *) : 
Aus (? 12 folgt aber: 
é (pt.)' = [(pt,)'A}’, 
und mit 


(ft)! = 5 (BA—CV) — x? = Zinv. Cov. 


haben wir daher: 
(pt,) = LInv. Cov. 


und die Ueberfliissigkeit der beiden Invarianten 
(pp, 6)! und (fz, 6%)', 


2) Covarianten 1, Ordnung. 


Unsere friihere Betrachtung ergab das Vorhandensein der nach- 
folgenden Formen: 


a) (Ov)? und (@y)%. 


(111) (111) 
b) (Aw); (ud); (Ox)*; (Ox); (OA, ¥)%; (OV, ¥)> und (a, yd)! 
(311) (181) (113) (113) (311) (131) (113) 
c) (vv); (0); (60); (pd)'; (wd)! und (0%, 9)’. 
(221) (122) (212) (212) (122) (221) 


d) (Ax)?; (ux)?; (OA, x)®; (OV, x)%. 
(313) (133) (313) (133 
e) (vx)?; (0%, x). 
(223) (228) 
f) (80")%; (6 0")°. 
(124) (214) 
) (#, dx)‘. 
(115) 


oS 


a) Die 2 Covarianten der ersten Gruppe ersetzen wir durch die 3 
symmetrischen 
1 \2. 1. “"\2 
a‘) (Ov); ©.9)'; (0,/), 


zwischen denen eine lineare Beziehung besteht. 
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Unsere Behauptung ergiebt sich aus der Entwickelung von (4 : ¥) 
und den 3 Gleichungen 


(Ov) +5 Ov! =— G9), 
—(8¥) +5 (Ov) = — @f) 
(Ov)? + (0,9)? + (0,/)? = 0. 


b) Die sieben Covarianten (113) u.s. w. lassen sich auf die sechs 
folgenden zuriickfiihren: 


b) = x)? = (118); (0K)? = (131); (0, @)? = (811); 
(9x)? = (113); (8K) = (131); (9, @) = (311). 
Aus der Relation: 
(@Q—=—Z44+5,I4 


und der Entwickelung (? @ 7) folgern wir nimlich zunichst: 


112 
P (Avy? = Jp, + 2(#,Q) + (0,Q) 
un 
(up)? = — Jp, + 2(9,K)® + (0,K). 


- =o Qw , : 
Weiter ergeben die Entwickelung von (7 9 ) und die Gleichung 


(9 @' = 5 (fp—A®): 
5 (fp, ¥)’ — 5 (A0, v)’ — 7 (av)? + 5 Jp, = — (0,Q). 


fvp 


Da aber aus 00 ») die weitere folgt: 


(fp, ¥) = Jy.p — 3 (av), 


so ist hiermit auch die Zuriickfiihrung von (OA, y)* und (OV, v)* 
auf die neu gewahiten Covarianten geleistet. Kingehendere Rechnung 
beansprucht die Reduction der letzten Covariante (113) 


(, ¥9)*. 
Die Entwickelung von 4 = *) giebt zuniichst: 


(3, v.d)! == [(/; y.0)*g}? + ; U(f, ~.d)>@]?. 


Der erste Term der rechten Seite ist die 3. Ueberschiebung von 








ie) 
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(f, vd) tiber m, Fiir (f, 0)? erbalt man aber aus ye: 6 mit Beriick- 


002) 


















sichtigung der Beziehung 


({#)! = 5 (wm, — 80), 
die Gleichung: 


(f, yd) == 0,.8 + 2 om. 


Mit Hinzunahme der aus pte *) fliessenden Relation: 


:; , 3, 
(px, p)® = — dy.m, — 7 (M9)? 
geht daher der erste Term rechts tiber in 
[Ch 49)? o}’ =; 0,9, 9) —F Iam, — 7 (Hm 9)’- 
Die Umformung des zweiten Termes aber kniipft an die aus eo 
resultirende Gleichung 


(f, ¥d)> = (0,0)! + = (fx)? 


an, die wegen der bekannten Reductionsformeln: 


. 1 
(0,0) =—s4 
und 
— 1 1 . 
(fx)? =—s#,— 54,4 
libergeht in: 
. me 7 1 
(/, 49)? = — Fm — 5419. 
Daher wird der 2. Term rechts 
. i. a. 7 ° 1 
Uf; yd)? ae ae 10 (up)? iio 5 J; My. 


Wenden wir aber auf (u,g)? und (6,0, w)* die vorstehend fiir (uw)? 
und (OY, ~)* gegebenen Darstellungen an, so folgt sofort die Zuriick- 
fiihrbarkeit von (#, ~d)* auf die gegebenen 6 Covarianten. 

c) Die Covarianten dieser Gruppe sind auf die folgenden 6 sym- 
metrischen zuriickfihrbar. 


(Ed)? = (122); (&,V)? — (122); (&,A)? = (212), 
(£0)? == (212); (€,7)* = (221); (€,4)? = (221). 


————— eee —_— 


vpAV 


Dies beansprucht aber ebenfalls einige Rechnung. 094 


) liefert die 


Gleichung: 
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2 
(6, V)* + 3 (21 V)! = (p.4)' 
und on ¥) die zwei weiteren 
sat 
— (vp)? = (& VF — 5 (n, 9), 
+ (vw)? = (6A)? — 5 (pA). 
Die Combination der beiden letzteren: 
(& V — 5. V)' = — GA + 5 (n.d)! 
giebt in Verbindung mit der ersteren: 


(p,V)' = § (&V)? +2 (G4) 


und 
(p,A)! = 5 (6A)? +2 6, V)*. 
Diesen entsprechen aber die gesuchten Reductionsgleichungen: 
(pd)! = 2 (6d)? = 3 (E,A)’, 
(xd)! = = (€6)? + 2 (6, V)’, 
(vy)? = 2 {(6A)?— & VF}. 


6 


5 


Um endlich die Covariante (0?, y)° auf die 6 neuen zuriickzufiihren, 
schieben wir die Syzygante (224) dreimal iiber y und erhalten: 


2(0*, v)? = 27 (Oy)® + 2(AV, ¥)® — (wp, ¥)° — (fx, 9)’. 


- AVw (729) es : 
Da sich aber aus t 9 ) und 030 die Gleichungen ergeben: 


(AY, ¥)* = (p, V)! +5 (r 9)? 


und 


wr. Ph. +2000". 
(fx, yy =d, - 2 — > (vy)? 


so ist hiermit auch unsere Behauptung fiir die letzte Covariante (0*, y)* 
erwiesen. — 

d) Die Covarianten dieser Gruppe sind alle iiberfliissig, was sich ohne 
gréssere Rechnung ergiebt. Wir kniipfen diesen Nachweis an die 
bekannte Gleichung an: 








cee IE 











n, 


p)* 


ne 
lie 





ee ee et 
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Aus ey. und mit Bentitzung der aus der Theorie zweier f,° be- 
kannten Formeln: 
(A)! = 5 dp, — 5 O,% 
und 
(xd)? = — 6, 
erhalt man dann: 
2 1 
5 (Ax)? = 5 (Op,, 0)? — 5 C,.(¥O)? + 5 (0,0). 
, 0 p, a . , 
Wegen (5 20 ist aber: 


i 
(Op,, 8) + 5 (6,0)' = (90)?. p, 
und 
(Ax)? wie (ux)? = 2 Inv. Cov. 
Das bei dieser Entwickelung auf beiden Seiten mit gleichen Coef- 


ficienten auftretende (6,0)! zerlegt sich wegen (i ve) in: 


— (6,0)! = [(f6,)*]? — 5 Jo, = ZInv. Cov. 


weil mit 


(fo) = — EA+ CO — pz 
(f6,) = & Inv. Cov. 


auch 


zu setzen ist. Da aber aus ee die Gleichung folgt: 
(OA, x) + 5 (Ax)? = — (6,0), 
so zerfallen dann auch die beiden letzten Covarianten der Gruppe d): 
(OA, x)* + (OV, x)*. 
Aber auch die Formen der Gruppen e), f) und g) sind auszulassen. 


e) Die erste derselben (vx)? zerlegt sich wegen we in: 


1 on . 1 
(vx)? = 2 (C\p. — CO, p)) +5 (o,V)'. 
Da aber mit (¢0)' auch (6, V)'= 2 Inv. Cov. ist, so gilt dasselbe 
auch fiir (v2x)?. 
Die niichste Covariante (0%, x)' ist wegen der Syzygante (224) 
durch die 3'° Ueberschiebungen von x mit AV, mp und fz ersetzbar, 


— 3 7 ‘ AV x Ges) _— 
Diese zerfallen aber simmtlich wegen ( 20 und 030)? mithin 
auch die zu untersuchende Form. 
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f) Die beiden folgenden Grundformen (£6?) und (€6?)° erledigen 
sich gemeinsam. 


fev , = : : 
Aus, j 9 folgern wir zunichst die Gleichung: 


— (66%) = [(f8*) VP + 5 (782 VI. 
Nun ist aber, wie sich aus (Geo) ohne weiteres ergiebt, 
(f6?)? = x,.8—F Uf 


und mithin das erste Glied der rechten Seite mit #V und ,0 (Vergl. 
die Syz. (143)) von der Form 2 Inv. Cov. 


Aus pete folgt weiter, dass das 2. Glied auf (r, V)' zuriickfihrt, 
das mit (td) ebenfalls zerfillt. Ks ist daher auch (€6?)? und 
(€0?)3 == DY Inv. Cov. 
g) Aehnlich lisst sich auch das Zerfallen der letzten Covariante 
(®, dx)? = (115) 


beweisen. 
, , , “0 , — 
Die Entwickelung von ¢ L °) giebt niamlich: 


(®, #8)'—= M+4+1N=[(f, x0)? po) +4 [(f, x0)°9F. 


Da aber wegen qed das Zerfallen von (f, x0) in X Inv. Cov. folgt, 
so gilt dies auch fiir N. Um dasselbe fiir M zu beweisen, entwickeln 
, ‘- =f) —_ 
wir (999) im: 
— 
(0x, f)? —5 Bo, =x. 


Jede 3. Ueberschiebung von x.z, tiber eine Form g,° liefert aber 
‘% 0g = i , ‘ : ; 
wegen (9 9) nur Glieder von der Form 2 Inv. Cov. Es ist mit- 


hin auch: 


[(dx, fp)’ = M = ZInv. Cov. 


3) Covarianten 2. Ordnung. 
Wir hatten hier die Formen: 


a) (pw)'; (xv)'; (Ev)'; (Ev)'; (#0); (Fy*)'; (00)!, 
211) (121) (421) (211) «~((112) (112) _~— (112) 
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b) (px)'s (wx)'; (Ex)?; (Ex), 
(213) (123) (123) (213) 


ec)  (#, Hx)*; (802). 
(114) (114) 


a) Die 7 Formen der ersten Gruppe reduciren sich auf die 6 sym- 
metrischen Formen 


(121) = & )*; (211) = (¢ y)?. 
a) (112) = (& 9)?; (201) = (9), 
(112) = (&7)*; (121) = (@f). 


Diese Zuriickfiihrungen erfordern noch einmal eingehendere Rechnung. 
Diese Zerlegungen kniipfen wir an die Entwickelungen: 


Cia (iS ge) 
111 120 003 
und die aus ihnen folgenden Gleichungen: 
— (€¥)? + 5 (av)! = — & f+ 5 (mS); 
(F.-Y, w) — 5 (EY? +5 (ev)! = — (ref) 
Jy.0 = (f.V, oP +5 (Evy? +5 (xy). 
Aus diesen folgt sofort durch Elimination von (pf)! und (/¥, y)*: 
5 (aw)! == Ev)? — (& ff? — ZA, 
5 (p¥)'= > (Ev)? — (fp)? — GIA 
und die Reduction der beiden ersten Covarianten der Gruppe auf die 
neu eingefiihrten. Die vorstehenden Gleichungen sind einfach tiber- 


tragbar auf (p,q)! und (z,)'. Damit kénnen wir auch die Ersetz- 
barkeit der Covarianten (00)! und (#0), ohne weiteres folgern. Aus 


(7 : °) und Ui ; 3 erhalten wir die solches beweisenden Relationen: 
(99)? + (00)! = (2,9)! 
1 ° 2 
(00)! +438 = Gg)? +2 (m9). 
Nicht so einfach gestaltet sich dieser Nachweis fiir 


(oy*)*. 


und 
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2 
Wegen (<9 ?) haben wir: 


212 
(Oy)! = M+ 2 N= [(fv)' gp) +5 [(f¥ 9! 
und wegen de : 
8 


(fv)? = 0.9 — 5 f8 


und 


8 oa : . 
M—=R—FS= (Ov, 9) — Hf, 9). 


Mit Zuhilfenahme der bekannten Beziehungen: 


(¥O,)' = §, — 5Ie 
und 


(¥0,) = — ; ad | 


; v@ 3) 
giebt dann 003 


\ 3 ; 6 \9 1, 
R = (0,¥%, 9)? = — J,0, + = 5,9, — 5 (EP +51 9)'- 


Aus (ie*) folgt weiter: 


S= (/9, 9 =dod — (9) m , (x, 9)’ 





und die zu beweisende Zuriickfiihrbarkeit von M. Dasselbe folgt aus 


bed mit den Gleichungen 


(Fe = Jib — 5b 


und 
3 : 
(fv yoy? = J, 9, — i0 (5, 9)” 
auch fiir N und mithin auch fiir (#p?)*. 
b) Die 4 Covarianten dieser Gruppe zerfallen simmtlich. 


Aus pes erhalten wir nimlich 


(wx)! = ((fx)' VP? + [(fe)?V]! + 5 [fx]. V. 
Es ist aber 
(fx) = 5(¥x, —560,), 
(fx)? =— 5 (u, + 4,9), 
(fxP— Ej. 
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Da aber (u,V)' wegen bekannter Higenschaften der Functional- 
determinanten zerfallt, haben wir ein Gleiches nur nachzuweisen fiir 
die zweiten Ueberschiebungen von ~z, und 00, mit V. 


Dies folgt aber aus den Entwickelungen von Gs ?) und (° 7 
mit den Gleichungen 


(p2,, V)? = p.m, — ; (u, V)! 


und 


(00,, V)? = €,0, —5 (mV) —Z LV 


ohne weiteres. Es sind also auch (px)! und (a~x)' auszulassen. Aus 
Tp x 


09 ") entnehmen wir dann die Gleichung: 


9 2 1 lp 
(§%)? + 3 (xx)! = — ; (2, V)'— 5 J, % + 3 E,V 
und die Ueberfliissigkeit der Formen 
(Ex)? und (€x)?. 
Aber auch die beiden Covarianten der letzten Gruppe sind auszulassen, 
c) Die Zerlegung von (#, ~x)* kniipfen wir an die aus (0 7 4 
folgende Gleichung: 
2 f 9 2 9 
(0, wx)! = M+ 2N=[(f, vx)? +2 (fF ooo. 
Die Reduction von M verlangt die niihere Betrachtung von (/, yx)’. 


Aus he folgern wir aber fiir diese Ueberschiebung die Glei- 


chung: 
(wx, f)? = O,.n — 5 £0 = Bg.?.h,?. 


Da aber in Folge der Entwickelung von (52%) fiir jede 3. Ueber- 


schiebung von g.h iiber » die Gleichung besteht: 


(hg, 9) = (hg)®.g — = (hg) pl? — 5 (hg)? 91! 
und 


(x0,)' = —5%,0 = ; Ey; (x0)? = 5443 
(&, 8)! = = 0 = ; Uf; (6,4)? =— 51 


ist, so fiihrt M ausser Gliedern von der Form Inv. Cov. auf 


(2,0, p)? und (1,0)! 
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zuriick. Diese sind aber beide ebenfalls von dieser Gestalt wegen der 
Syzygante (143) und der Relation 


(x, 3) = 5 Hay. 


Zur Zerlegung von N entwickeln wir ( 


vy ?) : 
030 und finden: 


(f pu = —d,.x — : a, 0 -+- ; Uf 
und das Zerfallen von N. 
Aus der Entwickelung von ee) folgt dann auf gleiche Art 
die Ueberfliissigkeit der letzten Covariante: 
(92)3, 
Denn wir erhalten die Gleichung: 
9\! ‘ “/ £22\2 19 1 ¢ 
(962) + 5 (62)? = — [(f0"*g]}? — 5 [(f6?)* I}, 

die wegen 

(0 6%)? = (0d)?d — + XO, 

(f02)? = m,.8 — 2 Uf, 

(fH) = — x, 


lauter zerfallende Glieder giebt. 


4) Covarianten 3. Ordnung. 


Wir haben die gemischt simultanen Covarianten erhalten: 


a) (111) = (Oy)'; (111) = (9); 

b) (113) = (#x)?. 

Die Formen der ersten Gruppe fiihren auf die symmetrischen Gebilde: 
a’) (Ow)', (O,')! und (0,/)' 


zwischen denen eine lineare Beziehung besteht. Wegen G . 4 be- 


stehen niimlich die Gleichungen: 


(9 ¥)? + (O¥)' + Jo = (0,9) +5 5.9, 
— (94)? + (Ov)! —i Jv =f)! +5 9,.f 


und 


2(0¥)! = (O,9)' + Of) +559 +5 df, 


© 
“ 


die unsere Behauptung erweisen. 
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Die Ueberfliissigkeit der Covariante (#@x)? endlich folgern wir 


resp: 
sofort aus (/ 9 4): 


(9x) + (Ox)! + 5 Jue = [(fxPo}' +5 £9 
mit der Ueberlegung, dass 


(fx)? = —5u,—5d,0 


und w, Functionaldeterminante ist. 


§ 5. 
Uebersicht iiber die gemischt simultanen Grundformen. 


Das gemischt simultane System von Grundformen enthilt mithin: 
1) die 3 Invarianten ' 


(90)?, (0,V)?, (O,A)? 
2) die 6 Invarianten: 
(&x)*, (Ex), (&,)*, (€,K)*, (.@)% (6. 0)*, 
3) die Invariante: 
(AV) (49) (V9); 
4) die 3 Covarianten 1. Ordnung: 


(Ov), (9), (Of), 


zwischen denen eine lineare Relation besteht, 
5) die 6 Covarianten 1. Ordnung: 


(Ox)*, (0,K)?, (0,@)*, (Ox)*, (8, K)*, (90) 
6) die 6 Covarianten 1. Ordnung: 
(60)*, (66)*, (6: V)% (6: V)*, (2A)%, (6,4)? 
7) die 6 Covarianten 2. Ordnung: 


(Ev)*, (Sv)*, (Ep), (8:9), (Gf), (67)? und 
6) die 3 Covarianten 3. Ordnung: 


(Ov)', (O,9)', (2/)' 


zwischen denen ebenfalls eine lineare Beziehung besteht. 

Der weitere Ausbau der Theorie dieses Systems, insbesondere die 
Aufstellung der zwischen den Grundformen bestehenden einfachsten 
Syzyganten, verlangt vor allem die eingehende Betrachtung des 


Mathematische Annalen, XLV. 16 
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wiederholt in seinen einfachsten Formen benutzten Aronhold’schen 


Processes 
p xX 
oO X = WV; oe 


und des mit ihm verwandten 


ox = uF. 
0g; 


Die hierzu néthigen Formeln bediirfen der Zerlegung vieler zerfallender 
Ueberschiebungen, zu denen aber das meiste Material in den von uns 
deshalb mit grésserer Ausfiihrlichkeit gegebenen Reductionen bereits 
enthalten ist. Doch wollen wir diese Betrachtung einer spiateren 
Publication vorbehalten. 


Darmstadt, im Februar 1894. 
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Beitrige zur Auflésung von linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung mit linearen Coefficienten 
sowie von Differentialgleichungen zweiter Ordnung, denen 
gewisse bestimmte Integrale gentigen. 


Von 


J..H. Grar in Bern. 


Herr L. Pochhammer wies in seiner Arbeit ,,Ueber einige besondere 
Falle der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen 
Coefficienten“*) darauf hin, dass die allgemeine Gleichung 


er d 
(1) (Aya+ By) 53 + (A, + B,) 52 + (A, 2+ B,)y = 0 


sich stets auf die Formen 


a? ] 
222-4 (stb) 2+ artbyy=0, 

¢ 72 ] 
(2) wat (a,2-+b,) 5% + (a,2+b.)y = 0, 
‘ 42» j 
") 2 TY _ (g—9) 4¥— ay —0, 

a d 
“ aoX+oes—y=0, 


reduciren lasse. In einem spiitern Artikel ,, Ueber eine specielle Dif- 
ferentialgleichung 2'** Ordnung mit linearen Coefficienten “**) bestimmt 
er die particuliiren Integrale von (4) 
> wx ae 
¥, =T(1—@) Fe, 2), wo F(e,2)=1+ nee 1.2. e(e+1) 5 dds 
Y. =F (g—1) at-e F(2—@, 2) 
*) Math. Annalen Bad. 38, S. 228 ff, 
**) Math. Annalen Bd, 41, S, 174 ff. 
16* 
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und sodann weist er auf den Zusammenhang mit den Bessel’schen 
Functionen hin, da abgesehen von einem constanten Factor 


a a? 
J (x) =a F(a+1, —*=) 
gesetzt werden kann. 
Im Nachfolgenden wollen wir noch auf einige Gleichungen auf- 


merksam machen, welche mit der Gleichung (4) zusammengebracht 
werden kénnen. 


A. 
Wir gehen aus von der Form 


124 14 
a T% + (atl) Ga—y=0 
(5) oder 
d 
dx —* =, 
Wenn 


so sind die beiden sities as dieser Gleichung 


y= Fla, 2); y= 0-*F(—a, 2). 


I) a S44 205% + (x? —r(r+1)) y= 0). 
Es sei 
eh=p 
da 
a? © = D(D-1), 
so folgt 


(D? + D—r(r+1))y+ay=0, 
(D—r) (D4+r+1) y+ aty =0; 
dividiren wir nun durch 4 und fiihren 


d 
Deez, 


7 —)Gz +*t)4¢ y= 0. 


*) Vergl. L. Schlifli: Sopra un teorema di Jacobi recato a forma pid 
generale ed applicato alla funzione cilindrica, Annali di Mat, Ser. II*, Tom. V°, 
p. 203, 1871 und schon vorher in: Sulle relazioni tra diversi integrali definiti che 
giovano ad esprimere la soluzione generale della equazione di Riccati. Annali 
di Math. IL. Ser. Tom. III, p. 232. 


**) J, Dienger, Differential- und Integralrechnung, Stuttgart 1857, 5, 347, 


ein, so folgt: 
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vo 
Nun sei 
a 
i= t, 
dann ist 
1, a — t d . 
3" 4n2~Ct «Ca? 


somit lautet die Gleichung 


(5, —) (a4 tN y + ty =0. 


r 


Nun sei y = ts, worauf folgt 
a(t ate +; 3) # ome. 


Die Gleichung hat die Form des Typus (5) 


(ae +a)y —y=0. 


Um die particuliren Integrale zu erhalten, setzen wir 


a=r+5, L=—t, 

0 aeFe+h—)=Fe+h -9) 
1 
m aye} 2) 
Nun ist 
7 
y= 2, = (=) 4= (¢) £, 

also 


ame (2) (_#y me (ft r2a 
Y; =>’ () ( 7) : => ne G ) 


Sur(rt+staqi1) & cee +141) 


rts -+-22 
15r 6H'6) 
= ZF — 

t 

: 1 
id } = 2 rts 
, y,=a2 ”" I(x). 
he Ferner 
ali 


m=) ==) @) FOr — 4) 
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n= GF Ss a) 


ot a r(——i4 41+ +1) 


9 50 


=f <—_ 


v=(2) © F(z). 


Die vorliegende Differentialgleichung hat also als allgemeines 
Integral dasjenige der Differentialgleichung fiir Bessel’sche Functionen 
I. Art. Es muss somit die Gleichung auch so gelést werden kénnen, 
dass man dieselbe in die Form der Differentialgleichung fiir Bessel’sche 
Functionen I. Art verwandelt und dies ist mdglich: 


Die Gleichung 


2 os + 2% 5° dy .+ (x? +r(r+ 1))y= 
wurde in die Form gebracht 


(D—r)(D4r4ly+aty=0. 


Nun nach der Formel 
pq= (? as ”' a (2 5 sy, 


(D—r) (D+r41)= c= y may 
=(D+3)—-(+))3 


somit nimmt die Differentialgleichung die Gestalt an 


(D+)— C+) +2}y—0. 


ist 


' 1 : , 
Nun soll das Symbol D um = vermindert werden; zu dem Behufe 


setzen wir 


yY¥=u2 “- 


dann ist 
3 
2 5d V, sd&V 
(D+ :) V=x dz + % aa?’ 


also lautet die Differentialgleichung 


t 





ae 








fe 





Te 
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rol = 


V=0 


1 
eev as 3 ~—(r +; ya *V+ 22.4 
3 
multiplicirt mit 2” 


o @V av 


ade + * az —(r+)7+27=0, 
DV—(r+i)V+eV—=0, 


“ 2kV 
dat 


adv 


+4 us. + (2 — r+3)) V = 0, 


was die Differentialgleichung fiir Bessel’sche Functionen ist, deren 


particulire Integrale 
r+ ; -r— 4 
V,=d(x) und Vi=J (a) 


die particuliren Integrale 


| 
= 
| 
| 


1 ro ae 3 
y, =2 ~F 7(a) und y,=a * J (x), 


wie friiher, abgesehen von einem constanten Factor. 


(1) I) a FY + (a-+1)a $4 — bary = 0"), 
da 
2ay _ 
aa = D/D-}), 
so folgt 
(D (D—-1) + (a+1)D — ba’) y=0, 
(2) (D(D+a) — ba’) y=0. 
Nun sei p= 2’, logp=—r log x 
dp dx d I; on D _ 
-* F Pip = a> o*. 


Dividiren wir (2) durch vr’, so folgt 
D(D b 

aie tHe pee, 
b 

) (0 aL “)y —apy =9. 


*) Dienger, 8. 173. 
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Nun setze man 


b 
t= 72, 
dann ist 
D d 
7 eeets 
d d a 
(2644+ 99—ty—0, 
d d a 
(3) s(t S+2)y- y=0, 


und (3) ist nichts anderes als der Typus (5), wenn < durch a ersetat 
wird, Somit folgen als particulire Integrale 


y= F¢, t) — F(S, 5 a’), 


a 
y—t *F(— . >) = on _ F(—!, ba), 
r Tr 


r aaa os _ 4 2 22) 
at Y ve sil 





1 
ae = 


Ein Fall muss besonders behandelt werden, nimlich r = 0, dann 
heisst die Gleichung 


7s + +975 — by —0, 
oder 
(D? + aD — b)y=0. 
Die Wurzeln der quadratischen Gleichung D? +- aD — b =O seien 
m und m, dann folgt 


(D — m) (D —n)y=0, 


wo 
m = OTE TH 
2 
aw as 4b 


Die particuliiren Integrale sind in diesem Fall 


—atVe+4o 
y= 2" = 2 ? 

—a—-Va+ 4b 
Y, =e =-% . 


Uebrigens kann man noch direct zeigen, dass fiir den Fall r = 0 


die particuliren Integrale der Hauptgleichung sich in diejenigen der 
Nebengleichung verwandeln. 
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B. 


Man kann bei der Integration solcher Differentialgleichungen auch 
den indirecten Weg einschlagen, d. h, eine Differentialgleichung bilden, 
der eine bestimmte Integralform zukommt. 


Die Differentialgleichung ne" Ordnung mit ‘linearen Coefficienten 
laute 


(1) (ay" + by) TY + (ay + b,) ety:. = (dy—10-+ Dy 1) 3% 
+ (dnz + baby =0 

f(&) = Gy” 4 a, a ee brit + a, 

g(%) = ba" + da" +--+ det by, 

so folgt fiir (1) 

@) of (,)y +9(z,)¥ =O. 


Dieser Gleichung versuche man durch ein bestimmtes Integral zu 
geniigen von der Form 


und 


y = fe re dt, 


wo die Grenzen constant und noch aus den Bedingungen zu finden 
sind, h(¢) eine noch zu bestimmende Function von ¢ allein ist. Da nun 


d , 
f (55) ovt = et f(t), 
ebenso 
d 
g (<..) et = eg (2) 
so giebt die Anwendung von (2) auf das Integral die Bedingung 


(3) fe h(t) x dt + fe h(t) on dt = 0. 


Den ersten Term integriren wir partiell und finden ihn 


fe h(t) adt = {e*h(t)} = (ewe dt, 


eingesetzt erhalten wir als Bedingung 


(en) + fern (0) — : Te dt = 


bai 


Diese Bedingung erfiillt man am bequemsten dadurch, dass die Grenzen 
so ausgewahlt werden, dass der Ausdruck in {1} verschwindet und dass 


lings des ganzen Weges der Ausdruck II das gleiche thut. 
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Wir haben somit 
git) W(t) _ 


fe) k® 


Log h(t) =f fet: 


Der leichteste Fall ist offenbar der, wo alle Wurzeln der Gleichung 
{(#) = 0 verschieden und wirklich in der Zahl » vorhanden sind. Da 
somit a, nicht verschwindet, so kann man die Variable 2 so um eine 
additive Constante veriindern, dass b, verschwindet, so dass also die 
Function g(t) den (n—1)'" Grad nicht iibersteigt. Schliesslich steht 
es noch frei a, = 1 zu setzen, dann ist 


daraus schliesslich 


A 
{® =Ti(é—a), oS a 
i 


t— ay ‘ 
Nun ist > 
-— 9(@) — =" 
A aia? h(t) = T(¢—a)4. 
Die Grenzen sind so zu wihlen, dass 
et TT (t—a)4 
verschwindet, 


Angenommen nun, auch alle Exponenten A wiiren negativ, so giebt 
es doch immer eine Gegend des Horizonts, wo e*' in einer alle alge- 
braischen Ordnungen iibertreffeunden Kleinheit verschwindet. Von dieser 
Gegend aus kénnte man um jeden der » Pole a besonders eine Schlinge 
werfen. Einer jeden solchen Schlinge entspricht eines der » particuliiren 
Integrale von der Form 


ym fet M(t—ay-t at, 


C. 
Nach diesen allgemeinen Bemerkungen gehen wir zur Betrachtung 
der Gleichung 
1? dy 
(1) (Ay@+B,) 54 + (Ae + B,) 52 + (A,@ + B,)y = 0*) 
iiber. Ohne der Allgemeinheit der Untersuchung zu schaden, darf man 
B, = 0 setzen und dann die ganze Gleichung durch Ay dividiren, also 


¢ d®y ms dy nat 
(2) 24 + (ax+c) 54+ (ba+9) y= 0*). 
Die Gleichung 
f= + at+d 
kann zwei ungleiche oder zwei gleiche Wurzeln haben. 
*) Vergl. L. Pochhammer, diese Annalen Bd, 38, 8, 224 ff. und A. Weiler, 
Crelle’s Journal Bd, 51, S. 107 ff. 
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I. Unter-Fall: Die Wurzeln der Gleichung ? + at+b—=0 
seien ungleich z. B. gleich a und B, dann ist a = — («+ 8), b = a, 
somit lautet die Differentialgleichung 


2% + (—ax— pac) 4 (aB-+g)y=0 


oder 
4 (a d _ a ——— 
: #(75— @)(q—8)y + a, + 9)y =0- 
e Nun setzen wir y = e**z, dann wird die Differentialgleichung zu 
e 
lz 
t «lie — 6) | ae + ( i teatg)e=—0 
oder 
‘ dz 
(3) tie —|(@— A) — el Ts + (ca t+ 9)6 0. 
Wir setzen nun 
w 
t= —— 
a—B 
und 
ca-+g=—— («#—A)h; 
so folgt 
9 a ) 12 
f p(B ies — [st ae — ele) gg — (@—B)he = 0, 
a iz 
or © div' — (w ~oOa = ee 
p mit andern Worten, die Untersuchung kommt auf die Auflésung von | 
n 
(4) x ©Y — («—e) % —ay=0 | 
da* y | 
zuriick, was den Typus (3) von Herrn Pochhammer darstellt. 
Der Vortheil dieser Reduction liegt auf der Hand, Die 6 con- | 
stanten Elemente wurden zuniichst auf 4, sodann nach Gleichung (4) | 
g auf 2 reducirt. 
Wenn wir nun die allgemeine Vorschrift der Auflésung befolgen, 
80 ist 
fH =tt—-1), g9O=ct—a, | 
also 
Lo 
} t) Sow ; "i c—a . ” ‘a-- —-a— 
, Om Hay ea tee het I, ym forte Etyrenide, | 
| 
wenn 
{oe t(¢— 1)-*} 
an den Grenzen verschwindet. 
Sind die recp.*) a, wie von ¢c — a@ positiv, so kann man 0 und 1 
als Grenzen wihlen und ¢* entwickeln. Es folgt } 
Yr, 
*) recllen Componenten. 
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: a a ‘ 
=F att —7 a 
ym fete &. ad ferea—ore at 
e a =s0 
0 0 


=0 


1 
I=o A=o@ 
af. ' ra+a)C(c—a) x 
ams +a—1 —.. f\c—a—1 = cincligmdtastegemniniie « 
Sef (i—?) dt az rate) at’ 
4=0 A A4=0 


Bezeichnen wir analog wie jene Function mit einem Parameter 


A=o@ 
A 
i" — a 
F(a, 2) — > wetiFi 


nun als Function mit zwei Parametern 


i= 


. - 1 Fata) at 
(6) F \G, ¢, x) —_ Fora c) in ? 


4=0 


so folgt als erstes particuldres Integral der Differentialgleichung (4), 
wenn wir (5) und (6) mit einander vergleichen 


1 
1 . 
(7) y= F(a, C; £) —roteca | oe — éyp-e- tl. dt. 
0 


Setzen wir in 
1 
y -| ev! fe-1(1 —t)-4— dt 
0 


statt ¢ den Werth 1 — w, so folgen als Grenzen des Integrals 
t=0, um], 


t=1, u=O0, 
also 


Q 


y= fF "(1 —u)t—!w-4-!-—du= “f e~ a yo—a—1 (1 — 4)*—! du 


1 


} WZ (— tat 
—«f uc—a—1( 1 —)e—-!. a a du 
0 4=0 ‘ 
Z(—-y'e F re+a—ayria) (— 2) 
an —a a —_ 
= e> ——— ' eames —uy'du = «2 led’) 
A=0 =0 


14=@ 


a F(c—a-4) (— a) 
= [(a)F(c—a).e Te atete iT 
=0 


= [ (a) l(c — a).e* F(c—a,c¢, —2). 








80 





lu 


8 
a 


' 
| 
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Wir haben somit als 2'e Form des I. particuliiren Integrals von (4) 


(8) y, =F (a) (ec — a) e F(c—a, c,— 2), 
und so direct die Relation beider F’- Functionen 
(9) F (a,c, 2) =e* F(e —a, ¢,—2). 


Um das zweite particuliire Integral von (4) zu erhalten, wihlen 
wir, ausgehend von 


y - | ext ta-1(¢ pers lyp-e- dt, 


die Gegend des Horizonts, wo x? negativ ist und werfen von da aus 
eine Schlinge rechtliufig um beide Pole + 1 und 0 herum, also 


1 
y= aia f°" ta-1(¢ — 1)-a—1 dt, 


—N"1 ) 


wo N eine sehr grosse zum unendlich werden bestimmte Zahl ist. 


Nun sei t=", also Pole = 0, x 


mb feOr ens 


—N ve 
= 1 1— u — > 
Sin © fe ue (1 =) lu 
Ne 


Man kann es nun stets so einrichten, dass « abs. > # lings des 


ganzen Weges, folglich darf man das Binom (1 — a entwickeln 


(-9* = Fewe-g-YO 


Nun ist 
(— 1p eo" er r@—ce+4+1) 
c)! a! f@—e-+1)-a!’ 
—_ nee 1 F(a—c+4+1) ay, 
somit (1 _ =) a Ta—e+ 1): il H heme) 


1=0 


amo 
-¢ NiF@—e+i+1) 2 —— 
2 T@—e+1) af wet? du. 
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° * =— = | — ba 1 _ 
Nun ist aber 5 — { evu° du= ra+2—o) 
“ar Oz ) 
A= a 
y= z'-¢ r(a—e+i+ 1) . 


_ P@—e+1)fa+2—o) a!’ 
(10) y=2'--F(a—c+1, 2—c, 2). 

Dies ist das 2” particulére Integral von Gleichung (4), fiir welches 
nach der Relation (9) 

F(a —c+1, 2—c¢, xz) =e* Fil—a, 2—c, — 2) 

gesetzt werden darf 
(10a) y=c* xz F(l1—a, 2—c, — 2). 

Es sei uns gestattet gerade hier noch einige Darstellungen der 


Function 
1 


1 
dea rare=af “so 
V0 
einzuschalten. 


Die 2° Form ist 
1 
(1) F(a, ¢,2) =F oe fest — t)— dt. 


0 


Die 3° Form 


(12) F(a,c¢,2)= 5 J ef t9-1(t — x)-«dt 


—N Ox ) 


(13) F(a,c, 2) = aa f° t-#(t 4. a) dt. 
a 


—2z0 


und die 4'¢ Form 


Die Formeln (12) und (13) gelten immer wie auch die Parameter a 
und ¢ beschaffen sein mégen. 

Wir stellen nun noch folgende Frage: 

Wann unterscheiden sich die zwei particuliiren Integrale von 
Differentialgleichung (4) nur durch eine multiplicative Constante und 
reichen daher zur Darstellung des allgemeinen Integrals nicht aus? 

Damit dies eintreten kann, miissen die zwei Summenreihen iiber- 
einstimmen, daher muss unbedingt der Exponent 1 —c des Factors 
a'-¢ der 2" Function eine ganze Zahl sein. Wir kénnen 1 —c ent- 
weder als Null oder negativ ganz annehmen, dann ist ¢ positiv ganz 
z.B. =n+1, wo n=0,1,2,3... ist, Dann geht 
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w-- Fia—c+1, 2—e, 2) 


iiber in 


* A=o 
a” Fla —n, —n+1, n= DF ra+a—*) jan 
i=n 





a—n)-aAl(A—n)! 


Ich stelle diese Summe deshalb so dar, weil im Nenner [ (4A —n-+-1) 
unendlich gross wird, so lange 4 < » ist. Es ist deshalb angezeigt, 
A=n-+wp zu setzen; dann wird 


w-- Fia—e+1, 2—e, 2) 


zu 
‘Seto gO "SI _rote) ot 
Ta@—n)-(w+n)iat” —f@—n) F@)T@+e+1) @! 
“u=0 pan’ 
. 
= Tem Fa, +1, 2). 


Mit anderen Worten: Unter der Voraussetzung, dass c positiv ganz, ist 


(14) a--F(a—c+1, 2—e, 2) = a ay F(a, ¢, 2) 
und der Factor, um welchen sich die beiden particuliren Lésungen in 
diesem Fall unterscheiden, ist =—~——., wo m pos. ganz. Giebt es 


noch eine 3' particulire Lésung der Differentialgleichung (4), die 

auch dann nicht mit F'(a,c,2) zusammenfallt, wenn ¢ eine ganze 

Zahl ist? Eine solche lisst sich am leichtesten aus den zwei be- 

bestimmten Integralen herleiten. Nehmen wir der Einfachheit halber, 

damit der Pol 0 zngiinglich werde, a als pos. an und gehen aus von 
i—c 


y= a2 Fia—c+1, 2—c, 2) = siz o* gt (1 — a du 


oa Oz ) 


1—c 


ams = uw g,a—l1 Po c—a—1 ? 
siz f ¢ ut! (u — x) du 
a Oz 


Nun kénnen wir die Schlinge um den Pol «=O zusammenschniiren 
und von ihr die aus 0 um w geworfene Schlinge abtrennen, z. B. so 


Nun mitteln wir zuerst, wenn y = S, +S, gesetzt wird, 
ge 2 
Ss; = ve f e* uel (4 — x)°-2—! du 


t 
ee 
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aus. Da der Nullpunkt zugiinglich ist, so ziehen wir den Weg auf 


die Strecke O bis 2 zusammen 
0 x 


und setzen recp.*) ¢ — a@ pos. voraus 


S, == ax (e—*#@ a—1) ef#(o—a—I)) . a fe ut! (a = u)e- a—1 dx 


x 
ei ®(c—a) — geen a) 
= -gi-e 
Qin 


0 
x 
‘ini 2¢ sin x(¢ — a) gine 
Qin 


0 

x x 
—tinz(e—a) 1 ft Te 
a ? Jerecatecern rust (e—uj-eida. 


Nun setzen wir u=—2t, u=0, t=O, 
dent, 











u= Zz, 


1 
l—e 
5: = Fe—wre= ad e** (wt (@ — wt)-* wd 
0 


1 
1 x a— c—a—. 
—Te=atenenf ° ange ree. 
u 


Nun ist 
1 
fe t-1(1 — )°-—1 dt = F(a) P(e — a) F(a, ¢, 2) 
0 
: ‘ r 
somit S,= Fe ee F(a, ¢, 2). 
Nun folgt 
oiling a few ue 1(u — x)-4-! du. 


¥ 
= Tin Qin, X&) 


Wir ziehen den Weg ebenfalls auf die Strecke — N bis 0 zusammen 
0 


S, = sig(e ia(a—1-+c—a—1) __ eti a(e—1-+e-e—1)), gi- fe ue) ( (w—a)e-4—! du 


0 —o 


a x (e-iz¢ — ga) ae f eX ye (u aie azyp-e-t du. 


—o 

0 

- 27 sin xe; ad | 
—o 


*) recp. = reelle Componente; der Kreis sollte ganz an « herangeriickt sein. 


1 
8, = — 5 e* ut! (uw — x) du. 








men 


Adu 


t sein. 
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Nun sei &=— at 
u=Q, t=0Q, 
=— OOo, t = 00 
: 2 
—_<- ze vate | e—*t ga-t ta-—1 (i + ty-e-1 go-e-i . adt 
__ sin xc 


— — a , i te-1(1 4 fa dt, 
somit folgt im Ganzen 


gi-< F(a —€ -{- Bs 2— C, x) = eer F(a, Cc, £) 


sin Cc - — — 
- al J ‘go-1 (14 #)-«-1 dt, 
0 


(15) oder 


w-- Fia—c+1, 2—c, z)— Ft Os F(a, ¢, x) 
sin xc p 


= — SEZ fe—atto-a(1t tye dt. 


0 





Das Integral rechts hat nur dann einen Sinn, wenn die reelle Compo- 
nente von # positiv ist. Wenn ferner c eine ganze Zahl ist, so ver- 
schwindet sin wc; damit folgt, dass auch der Unterschied der beiden 
Functionen auf der linken Seite wegfillt und diese zwei Functionen 


einander gleich werden, ein Resultat, das sich mit dem friiher erhaltenen 
Ergebniss deckt. Nun aber ist 


J e-* ga-1(¢ 4 Jee dt, 
0 
unter der Voraussetzung von a pos., gleich 
gi-¢ 


¥3 —) e% ut! - x(u — x)*-2- du 
N Oz ) 
ein particuléres Integral von Differentialgleichung (4), welches nie 
mit F(a,c, 2) zusammenfallt. Wir wollen versuchen, dasselbe durch 
eine Summenreihe darzustellen, wenn ¢ gleich einer ganzen positiven 
Zahl (m + 1) ist. 
Wir gehen aus von 


S = fc-* tert + 1)-— dt 


0 
% 


= rl—c C (a) r 4 
‘gin we {zt F(a—ce+1, 2—e, 2) — T(a—ce+ 1) F(a,e, x). 


Mathematische Annalen, XLV. 17 
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Denken wir uns einen Grenziibergang, indem wir n+ 1-+ ¢ 
statt ¢ einsetzen, wo ¢ zum Verschwinden bestimmt ist, so folgt 


S = lim — —————__ Ja-*-*' F(a — n — 1—n— 
a Seecize" (a ‘oy ®, n— &, 2) 


— pass Fea, n+i-+e, zh. 





Nun ist 
7 


a a a 
sin (x(n + 1 + 2)) sin (x(4 +1 — n—2) 


=(— 1/T(A+1—n—e) F(m—A+ 2). 


Darauf gestiitzt handelt es sich nun darum, den allgemeinen Term 
des Ausdrucks rechts anzugeben. Derselbe wird zu 


(—1¥-FaA+1—n—s)F(n—A+ <8) 


pef__Cite—n—o at te) ty 
T(a—h—e ra+i—n—=s) A! T(a—n—se)F(At+n+i+e) A! 





Der 1'e Theil des I. Terms wird fir 4—1,2,3...n—1 mu 
1) ra-a—n—s)T(m—i1+ 2) rr 
(— 5 r(a—n— ®) a! 
und dies geht fiir «=O iber in 


¥ — " (m —4—1)! 
Ad zt f 
Nun bleibt noch die Ausmittlung des 2!" Theiles vom I. Term 


uamlich fiir 45m und des II. Terms fir 4=0,1,2,3.... Wir 
gehen so vor: 


Wenn 45%, so setze man in der Entwicklung des ersten Terms 
A=n-+u, wo p=0,1,2,3,.. 


Der allgemeine Term wird dann zu 


Tia —n— es) T(ue+n)! 





= pte Fe be— FKP) gp - 


— T(u+i—n—s)C(n—a4+ 8) C(w+a) om 
( Tia—n—s)Futn+i+e) pu! 
_ 7 (— 1)" Fwta—e)-oh o  _ 
-—; ye=s— FEE TS TINS 
“ ik .. 2 
Ta—n—e)Tu+n+i+e) pw! 





Setzen wir 


A(a) = emog (2) so wird dieser Ausdruck 


— 1)" r( ) 
= Team ple tay OY {— Loge — Aw +a) + Au +1) 


+A(u+n- I}. 
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€ Nun ist 


a ae | T(n —a-+1) 
T(a—n) Tin —a-+1)T(a—n) 





an (— 1)" mse—*) r(n — + 1) 


sin xa 





= T(n —a-+ 1) 
aa caste 
™ Tia) rda— a) 


Wir erhalten somit: 


m A=n—1 


(16) S— 4 ¥ - *) J 1)! 


A=0 





14=o 
_ Fa+i—a) Fa+a) 2 
r(l — a) - 2 Ta) Jitewn 1 (Loge + AG + a) 


—A(A+ 1) — AA +n + 1)). 


ay 
dx 


Wenn der Coefficient von 
gleichung (2) in den Typus (2) von Pochhammer iiber und dieser 


coustant ist, so geht die Differential- 


kann auf die Form des Typus (3) gebracht werden. Die Gleichung sei 


Ah + Bet OE + (Du + E) y=0, 





dx 
(17) 
. r¥ 4+ (Ax +B) 4 v4 (Cx + D)y =0. 
Anders eid 
ns d*y d C d 
aa + AeG, + Z)y+ (Bag + D)y =o. 
Nun sei o 
yo—e “~ 2. 
° i c 
= _ ar Z C Pe a 
oo! _ = ge+3¢ . 
. a? -§ ad? ¢ d 
y a” 2 & 

_—-* da “Adz +5 A? i #) 
: c 

d C a d 
{: Ax(— + 5)¥= —e * (Ac = — Cxe + Czz) 

Cc 
: Y hag dz BC 
. (By +Dy——¢ * (BE —Ts + Ds) 
d*®z Cc Cc? 
oi 4+(40+B—22) 4 + (D— 404 5)e—0. 


* 
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‘ Pe AB — 2C D Cc? 
Nun sei a? =—A, b= — aaa" cm BO— 7-7 


pe — (aa+ ab) 4 = + ace = 0, 


aa — (e+ t) SF 4 ates =0. 
Ich fiihre nun x + als unabhiingige Variable ein, da 
b 
d (x +{- ) = ax. 


Wir verbinden damit noch einen constanten Factor um die Con- 
stante a? wegzubringen und setzen 


b V2s—b 
| = — —e 
(«+ a) = — a 
Dann lautet die Differentialgleichung 
d?z 1\dz , 1 
ae — (8 — 3) +30" =O 
Geht nach Typus (3). Die beiden particuliren Integrale sind 
wt. I 
4,=f (— 5°) 3 s), 
1 
: fi—c 8 
2 = 3” F = ’ 3? s), 


und wenn man die urspriinglichen Werthe beriicksichtigt 


c (4 + B-—2 4 
~Aa* A*D—ABC+C* 1 ss : A 
Y; a= ¢€ F - . —. - a 9 


(18) 


~ 2 A8 » 9? ~ 8A 
c 
y,=e 4 (42+ B—2°)x 


F (24+ AtD ~ ABC +0? 


3 
RS NR at al . 
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II. Unter-Fall: Bei der Differentialgleichung (2) seien die Wurzeln 
der Functionalgleichung 


?+at+b—0 
einander gleich, z. B. 
a=—2a, b=a’. 
Wir setzen in (2) 
yY = eZ 

ein, dann ist 

d?y d®z 2 

a Gamnes(T et 2ag2 + ae), 
dy dz D.2> dz Pe 
(ax+ ce) i en( —2an— — 2e°?xe +e 7 a caz), 


(batg)y = er*( a + gz) 








eln 
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somit lautet die Differentialgleichung 


d®z 


d 
a Tg +e ae + (ca + he =0. 
Um den Coefficienten von 2 wegzuschaffen, sei 2 —= — —~— 
ca+g 
d? d 
— w(ce + 9) aoe — Clee + 9) Ga + (ca +g) e—=0 
oder 
dz 


d*z 
WaT + Ogy — & = 9. 
Nun haben wir wieder die Form des Typus (5), nur ist in den par- 
ticuliren Lésungen 
a+l=c, a=c—1 
zu setzen. Es folgt somit 
24,=F(ce—1, w), 
2, = 2'-¢ F(1 — ce, w). 
y = e**z, schliesslich, wenn w= — (ca +g) x 
Y; me” F(c — 1, —_ (ca +9) 2) , 
Yo == e%* gle F(t —c, —(ca+g) at). 


Zum Schlusse dieses Abschnittes bemerken wir, dass sich leicht 
eine Uebereinstimmung unserer Resultate mit denjenigen des Hrn. 
L. Pochhammer nachweisen lisst; diese gedringtere, ohne weitere 
Hilfsmittel vorgenommene Auflésung wird sicher neben der Methode 
des Hrn. Pochhammer von Interesse sein, abgesehen davon, dass 
einige besondere Arten der Darstellungen und einige EKigenschaften 
klar gelegt worden sind. 

Wir fiigen gleich noch einen Abschnitt bei, der die directe Methode 
Euler’s illustrirt. Dienger hat schon in seinem Lehrbuch _,,die 
Differential- und Integralrechnung, Stuttgart 1857“, darauf aufmerksam 
gemacht und wir folgen bis zu einem gewissen Punkt seiner Anleitung, 
um dann die particuliren Integrale theils mit Hilfe der vorher be- 
handelten Typen, theils durch hypergeometrische Reihen darzustellen. 


D. 


Bei der Auflésung von Differentialgleichungen kann man auch 
den directen Weg einschlagen d. h, eine Differentialgleichung bilden, 
der eine bestimmte Integralform zukommt, ein Verfahren, das schon 
Euler angegeben hat. 

Es sei 


(1) y — |r — x)" dt 
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und dieses Integral geniige der Differentialgleichung 


Oy= 1444 M4 Ny=0, 


da 


wo L, M,N gegebene Functionen von @ allein, 7’ ein Polynom von ¢ 
allein und » constant ist. 


Ueben wir 0 auf obiges Integral aus, so kommt bloss in Betracht 
T-O(¢— vz)" —T(t— zy. V 


und die Bedingung ist, dass 


} T.V(t— 2)" dt =0 


ist, zwischen den Grenzen genommen. 
Nun ist 


V=n(n — 1) L—nM(t— 2) + NE — 2), 
V = Ni? — (2N2+nM)t+ Na? — nMx+ n(n — 1) L. 
Nun sei lings des Integrationsweges 

T.V(t—ay*dt =d(P(t — z—), 


wo P eine Function von ¢ allein ist 
’ ' d 
T.V(t—a* = = (P¢—2y) 
= (t¢— apt SF + (wn — 1) P(t— 2), 


TV(t — 2)? = (t —a)*[(t — 2) 4 + (nw — 1) Pl 
und hieraus 


(2) TV = (t—2) 9 + (n—1) P. 


Aus (2) ersehen wir, dass V in Bezug auf x eine Function 


lee Grades und in Bezug auf ¢ vom 2' Grade ist, Somit diirfen 
wir setzen 


(3) V=(Az-+a)t?+ (Be+b)t+ Cr+. 
Diesen Werth fiir V in (2) substituirt folgt, dass der Coefficient von 
x in (2) auf der linken Seite 
=(Ai??+ Bi+C)T 
und auf der rechten Seite 


dP 
dt 


ist, also 


(4) — oF = (At? + Bt+C)T. 











on 
en 


ou 





Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 255 


Analog folgt 
to? + (n—1) P= (at? + bi+0) 7, 


somit 
_ (n — 1) P= (at? + b¢+ ¢)T+ (A+ Be + Ch) T, 
(6) (n—1)P=[At4+(B+a)#?#+(C+dt+qT. 


Nun dividire man (4) durch (5) 





_@P 1 1. =~ At*+ Bi+C 
dt m—1)P At}+(B+a)?#4+(C+)Ht+e’ 
i dlog P _ At? + Bt+C 
(6) —a = —@—) ay etorstOCrpite 
d log P = — (n— 1) F(é) dt, 
wo 
Fé) = At? + Bt+C 


At®?+ (B+a#®+(C+DHt+ ce’ 
—(n—1) fF (tae 
P=e + Const. 
Aus (5) finden wir dann 


T (n — 1) P 


und somit lisst sich auch, wenn in (1) substituirt wird, y angeben: 
‘ (wn—1)P(¢—a2)* 
y -| Ati+(B+a#+(C+bHtte 
und die Integration der Differentialgleichung ist somit méglich. *) 
Wir wollen nun ZL, M und N bestimmen. Es ist einerseits 
{V =n(n—1) L —nM(t—zx) + N(t—z)?, andererseits nach (3) 
\V = (Agta) t? + (Ba+b)t+Cx+e, 


also hieraus 


dt 


(7) 


N=Az+a, 
— Mn--2Nx=B2z+b, Ma— 24 p_ Ft%,_?. 


7 n 


Setzt man im System (7) ¢=— 2, so folgt 


nn—1LD=Axvei+(bB+a)2+(C+))r2+ 0, 
p AP t+ B+a e+ (C-date. 


n(n — 1) ing 
Nachdem wir die Differentialgleichung noch mit m(m — 1) multi- 
plicirt haben, setzen wir die gefundenen Ausdriicke darin ein: 


*) Vergleiche Dienger, S. 349. 
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(8) [Aa® + (B+a)a* + (C+)a + 2% 


— (n—1)[2Aa? + (B42a)z + 0]S% + n(w—1) (Ax+a)y =0. 
Dieser Gleichung geniigt das Integral 
(n—1) P(t— ax)» dt 
i — fax (B+a)t®? + O+bdjt +e? 
wo P nach friiherer Formel bestimmt wird und die einzige Bedingung 


die ist, dass 


{P(¢—z)""} =0 


zwischen den gegebenen Grenzen genommen. 
Vorausgesetzt, A sei nicht Null, so folgt nach Division durch A aus (8) 


(9) (a + aat-+ prt y) £Y¥ —2(n —1) @? +0042) oY 
+ n(n — itil.» iit 


axbte g=(F+a)h, 


denn wenn 


so ist 
a 
RB 26-4, 
und wenn 
C+b _— b 
p= “3? | Fea 2@=7)> 
so ist 


C B_. 
[= 6-2, F=—2(a—9). 


Die Function P wird dann durch folgende Differentialgleichung 
bestimmt: 
dl | #@ + 2(a — 
#2 —— oy te 


und das Integral ist 


d)t+6— 
Bat + pity 


— { =») Pu 2)" 
Cd er et 
mit der Bedingung, dass 

{P(t—2z)""*} =0 
zwischen den gegebenen Grenzen. 


Specialfall. A =O. Die Gleichung lautet, wenn B+ a 
nicht Null 





[((B+a)a* + (C-4b)x + ce] F4— (n—1) [(B+2a)z + b] 3 
+n(n—1)y=—0, oder 
(10) (a? + fa +g) F4+ (ha +f) thy =0. 





Ve 
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Nun ist, ausgehend von dem Resultat, dass 
n(n—1)(B+a) + n(—n+1)(B+2a)+n(n—-lha =0, 


n(n—1) +n (—n(n—1)) 55% on @ 
und 





a 
—DEBFa 


B 
h = — (n—1) ee k= pig n(n—l), 


folgende Beziehung méglich: 
n(n—1)+nh+k=—0, 
n? — (1—h)n+k=—0. 
Diese quadratische Gleichung hat die Wurzeln m und n 
k=mn, 
e 
h=1—m—n., 


Nun hat man in Bezug auf die Verhiltnisse der Coefficienten 
vollige Freiheit zu setzen, was man will; daher nehmen wir a = m 
an, somit folgt aus k die Beziehung 

B+a=(n—1), B=n—m—1, 
—(n—1)b=(n—1)j, b=—j, 
C+b=(n—1)f, C=(n—I)f+), 


wir erhalten demnach fir P die Differentialgleichung 


d log P __ (w—m—1)t+ (n—1)f+9 
dt O+ft+g ’ 
a log P m (—n-+- m — 1) — (n—1) f— -Jj 


P+ f+ og ' 


Pit 
4 af reas @ 
mit der Bedingung, dass 
{Pit — x)" 1\ = 0 


dt 
und das Integral 


zwischen den Grenzen. 
Nun sind hier zwei Unterfille zu unterscheiden: 

1) die Wurzeln der Gleichung # + ft + g = 0 seien verschieden, 

2) 5 - - - ? +- ft + g =O seien einander gleich. 
1) Die Wurzeln seien verschieden, dann ist 


?O+ft +g9=(t—a) (¢—8), 


a + fa + 9 = (e—a) (@—8) 
und die Differentialgleichung lautet 


(11) (w—a) («—p) £4 + (ha +5) Y + ky = 0; 


dieselbe kann anders dargestellt werden. 


also auch 
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Es ist 
“ f=—(@+), 9=a8, 
dlog P _ (— n+ m — 1)t+ (w—1) (e+ 8) —J5 A B 
at ~ (t—a) (¢— 8) -—s ? te 
ma -+- (m—1) 6 —_ 
ry no oee, 
_ — (@—1) a—mp tj 
in ~ weel 


A+B=m—n+1, 
j= (m—A)a+(A+n—1)8B. 
Vertauscht man die zwei Wurzeln m und , so geht A in 1 — B und 
Bin 1— A iiber. 
Wir setzen in dig Differentialgleichung (11) ein 


ay 


(12) (w — a) (@—p) £4 
+ (1 — m — n)x + (m— A)a + (A+n—1) Bla dy E+ mny = 0. 
on dlog P= 4. at + 3 at 
folgt, wenn B= —A+m—n 1 
P= (t— a)4 (¢— B)-4tm-a+1, 


-(* (¢- - 8) Atm—atl ¢_ a)" dt 


also auch 





(t— a) (¢(—8) 


= f (a) (2 ¢— patent 
und die Bedingung ist, dass 

{(t — a)4 (¢ — Bn" 441 (t — 2)"} = 0 
zwischen den Grenzen. 

Die Pole des Integrals sind a, 6, x und oo. Wir diirfen annehmen, 
dass von diesen 4 Polen mindestens ein Pol zugiinglich sei; von diesem 
Pol aus bilden wir 3 Schlingen-Integrale, deren Summe = 0 ist; 
somit reduciren sich dieselben auf zwei Integrale, fiir welche wir 


bequeme Annahmen machen wollen*). Es sei B <x <a<oo. Wir 
bilden zuerst 


y =f a)A—1(¢— p)™-"—4 (t— grt. 





*) Herr H. Weber hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass die von 
H. Pochhammer herriihrenden Doppelumgiinge um 2 Pole jede specielle Voraus- 
setzung iiber die Exponenten unnéthig machen, was auch in den Anmerkungen 
zu Riemann’s Arbeit tiber die Gauss’schen F’-Functionen in der zweiten Auflage 
erwihnt ist. Ich muss es auf spiter verschieben, gerade hier davon Gebrauch 
zu machen, 
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Bevor wir aber das Integral weiter entwickeln, wollen wir in (12) eine 
neue Variable einfiihren. 
Es war nach (12) 


(w — a) (« —p) = Tw 


+ (1 — m—n)a + (m— Ala + (A+n— 1)8] + mny = 0. 
Nun ist 


(w— a) (w—p) £% = [(a@—f) — («— A) (@— Oa of 


6 ad’y z—Bp 
= («— 6? Z5-1) 5 pry oe 
@y «—6 


(w—a) (w—p) £¥ = (w—f)? (w—1) w FY 
und so geht die Gleichung (12) iiber in 


dw* 


(13) w(w— no ¥ + [(1—m—n) w + m— A]; ot 7 tb mny 0. 


dx? 
Das Integral soll auch entsprechend verwandelt sien statt der Grenzen 


e« und co wollen wir 1 und O setzen. 
Wir setzen 


t — ae, dann ist t— a= (a—p)*—, 





t— «= (a—p)-—"*, dt — — (a—p). 


Wir erhalten fiir das Integral 


1 


aie iia s~™—-1(] —s)4—1(1— ws)" ds. 


Nun war 
B<a<a, 
also ist 
0 <= B —_.= B ’ 
0 << =f < i, 
0<w<l. 
Ferner setzen wir voraus die recp. — m und recp. A seien positiv 


und nehmen an ws abs. < 1, dann ist 





(l— ws)" -S- 1y (7) wis? 
4=0 bs 1y n ralcet.. ate A). r(—n) r(a—n) 
(i)- «12.8. F(—n) at Fn)? 
A4=o 
(l—ws)" = freon w st, 
4=0 zi 
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also 
i=@ 1 
y -»> rca)’ wt f#—m—"(1—sye-tds 
a=0 J 
4=@ 
= Fa—n) a—m) (A) 1, 
— ait(—n) Ta—m+4) 
Imo 
=D (A) F(—n)(—n).(—1+1)...(—n--4-1). F(—m)(—m)(—m-+1)...(—m-+-4—1) |, 
— T(—n)° a1 f(A—m).(A—m)(A—m-+1)...(A—m+i—1) 
res r(— 
y= ee F(—n, —m, A—m, w), 
(A) F(— m) Co 
y,=- ae F(—n, —m, A—m, <=) 


erstes particulires Integral. 
Nun integriren wir von B bis x und setzen 


y — f (@—t)4-1(¢— yn—*—4 (@—tpnat. 
B 


Um die Grenzen 0 und 1 einzufiihren, setzen wir 


t—B= (c—)s, 
t= 8B, s=0, 
=2, s=1, a—t—(a—)(l—ws), t— p= (a-—)ws, 


(—t) = (a—B) (1—s) w. 


y= (a — B)™ . we—A4 uf sn» -4(1 — s)"(1—ws)4—'ds, 


0 


(1 —ws)4— 3. 1) 7. ') wis! 
A4=0 








(—12 (A—1 __ (— A+1)(—A+2)...(—A+A) 
) a )- a! 
_ F(—A+4+1) 
alf(i—A) ? 
A=oa 
4=0 
1 
y etnvtcan~seie ee ae oy 1). — 4+2(1—s)"ds 


A+A-+1) [(m—n—- -A+4+1) T(m+1)_ 


0 
= _— m m— r(— 
a alll Halland Ps IT G—A) Fom— A+A-+2) 


w’, 


? 
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y = (e— pps Fe eet x 
F(i—A, m—n+A+1, m—A+2, w), 
x — a\"—At EF (n-+-1) F(m—n+ A+1) 
Y= (a— By, T (m—A-+2) 


F(1—A, m—n+A-+1, m—A+2, = 





zweites particuléres Integral. 


Wir bemerken bei beiden particuliren Lésungen, dass dieselben 
aus hypergeometrischen Reihen bestehen, welche als Factor selbst 
wieder ein vollstiindiges Euler’sches Integral I. Art haben, 


2) Die Wurzeln seien gleich. Dann ist 
P+fit+g 
w+ fe+tg 


wie auch 
ein Quadrat , : 
= (t—a)? oder (t—a)*, f—=—2a, g=—a’. 

Die Differentialgleichung lautet nach Gleichung (12) 

(14) (@—a)? £4 + [(1—m—n) (w—e) + (1—m—n) a + §)94 + mny=0. 


Nun wollen wir 
x statt «— a, 
t , t—e 


(l—m—n)a+j=h 


substituiren. Da 
ist, so hat man 


at FY + (1—m—mn)0 oY + mny + ae dy _ 


x a7 = D, 


a? © = D(D—1), 


[D(D—1) + (1—m—n)D + mn]y +h 2 =0, 


(15) (D—m)(D—n) y + ro * 
Nun sei 
4 = w, log h — loga = log w, t= i tem D, 


daher folgt 
d d dy 
(w 7 a m) (w = +. n)y + w? dw = 0. 


Nun kénnte man auf gleiche Weise verfahren wie im vorigen Fall, 
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jedoch lisst sich diese Gleichung auf eine der schon behandelten Formen 
reduciren. Wenn wir die Substitution y= w-"z machen, dann nimmt 
sie die Form an 


w 





fi + (m—n+1—w) % 4 nz =0, 


dz lz 
wo Te —(w—m+n -1) 5 +nz=0, 


oder 


was der Typus (3) ist, wenn 9 =(m—n+1), a—n gesetzt wird. 
Die particuliren Integrale sind demnach 

2,—F(—n, m—n-+1, w), 

2,—= uw" F (— m, n—m-+1, w), 

y, = w-" F(— n, m—n+1, w), 

y, = w-"F(—m, n—m+1, w), 


Y —(=4) F(— nm, m—n-+1, <p: 


w— a 


= (Pm, mon + 29), 


Die Anregung zur Ausarbeitung des Vorliegenden verdanke ich 
meinem verehrten Lehrer Herrn Prof. Dr. L. Schiifli. 


Bern, im Marz 1894. 





En 











Zur analytischen Theorie der Wirmeleitung. 
Von 


A. SomMERFELD in Gittingen. 


§ 1. 
Allgemeines. 


Die beiden verschiedenen Auffassungen eines natiirlichen Vorganges 
als Kernwirkung einerseits oder als einer unmittelbaren Energieiiber- 
tragung von Punkt zu Punkt andrerseits, welche sich in der Geschichte 
der Physik wechselsweise abgelést haben, spiegelu sich in der mathe- 
matischen Behandlung der physikalischen Probleme wieder. So griindet 
man die Potentialtheorie entweder auf das Newton’sche Potential 


- indem man sich auf den Standpunkt der Fernwirkung stellt und 


das Vorhandensein von punktférmigen Massen zuliisst, oder man geht 
von der Laplace’schen Gleichung aus, indem man den Zustand in 
jedem Raumtheile durch die unmittelbar benachbarten Theile bestimmt 
denkt und die Masse als continuirlich vorstellt. In der Theorie der 
Wiirmeleitung ist nach dem Vorgange Fourier’s fast nur der zweite 
Weg verfolgt worden, Indem man die partielle Differentialgleichung 
der Wirmeleitung 
o =a’Au a 

voranstellt, bildet man particuliire Lésungen derselben, welche einer 
stetigen Vertheilung der Wiirme entsprechen und sucht durch passende 
Zusammensetzung solcher Liésungen (Reihenentwickelung) den Be- 
dingungen des Problems zu geniigen. Lisst man aber die Existenz 
von ,,Temperaturpolen“ zu, d. h. von Punkten, in denen eine endliche 
Wirmemenge concentrirt ist, so bietet sich eine Methode dar, welche 
der Fernwirkungshypothese entspricht und welche, im Gegensatz zur 


»ourier’schen“, als Methode der ,,Hauptlésungen“ bezeichnet werden 
soll, *) 

*) Das Wort ist den Vorlesungen von Herrn F, Klein ,,Ueber die physika- 
lischen Differentialgleichungen“‘ 1888 — 1889 entlehnt, in denen die Methode der 
Hauptlésungen principiell durchgefiihrt wird. Herr Boussinesq bezeichnet sie 
als ,,solutions simples naturelles, vgl.: Application des Potentiels 4 l'étude de 
léquation de léquilibre et du mouvement‘ des solides élastiques. Paris 1885, 
Note compl. II. 
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Wir stellen als Hauptlésung die Function: 


2 
— (t oe tt) 2 e 4a (¢—7) 


an die Spitze, welche die Wirkung eines ,,Temperaturpoles von der 
Intensitiit 1 in einem unbegrenzten Medium mit der Temperatur- 
leitungsfahigkeit a? darstellt. Der Pol ist bestimmt durch die Coordi- 
naten &, 9, €, t; 7 ist der Abstand des variabeln Punktes 2, y, z 
von dem Punkte &, 7, €; ¢ wird grésser als t vorausgesetzt. Im 
Anfangszustande (lim ¢=— 1) wird w iiberall Null ausser im Punkte 
3 

E, y, £, wo u wie (¢—r) * unendlich wird. Allgemein sagen wir 
von einer Function, welche fiir ¢— + in einem Punkte &, 9, € un- 
endlich wird wie J.w, dass sie an dieser Stelle einen Pol von der 
Intensitat J habe. 

Man findet die Eauptlésung allerdings mit Hiilfe der Differential- 
gleichung der Wirmeleitung. Es hindert aber Nichts, sie als das 
Urspriingliche, etwa durch die Beobachtung Gegebene anzusehen und 
umgekehrt die Differentialgleichung aus ihr zu folgern. Dieses miissen 
wir thun, wenn wir den Standpunkt der Fernwirknng consequent 
durchfiihren wollen. 

Ebenso wie das Potential : bez. lg r spielt diese Function eine 


Rolle bei allgemeineren Fragen.*) Ich habe in meiner Inaugural- 
dissertation**) gezeigt, dass man von der Hauptlésung aus zu Dar- 
stellungen willkiirlicher Functionen. gelangt, welche fiir den Werth 
¢=<= + in die gewohnlichen Fourier’ schen tibergehen, fiir ¢ > t aber 
and fiir den Limes ¢=t sich von diesen durch einen Factor unter- 
scheiden, welcher die Convergenz auch in denjenigen Fallen bewirkt, 
in denen die gewéhnlichen Ausdriicke divergiren wiirden. Die einzige 
Voraussetzung ist dabei die Integrirbarkeit der darzustellenden Function. 
Es ist daher nicht néthig, von der fiir den Anfangszustand vor- 
geschriebenen Function vorauszusetzen, dass sie in eine Fourier’sche 
oder ahnliche Reihe entwickelt werden kann, wie es in der Regel ge- 
schieht. Denn in den Anwendungen kommt es allein auf den lim ¢ = 1, 
nicht auf den Werth der Function fiir ¢ =r selbst an. 

Handelt es sich um die Bestimmung der Temperatur fiir einen 
begrenzten Kérper K, so construiren wir aus der Hauptlésung zuniichst 


74 2 
*) Vgl. P. Appel: Sur I’équation tee et la théorie de la 


chaleur. Journ. de Mathém. ser. 4, Bd. 8, p. 187, 1892. 


**) Die willkiirlichen Functionen in der mathematischen Physik. Kénigsberg 
1891. Vgl. auch K. Weierstrass: Ueber Functionen einer reellen Veriinder- 
lichen. Sitzungsber. d. Berl, Acad. 1885, p. 808, 
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die ,,Green’sche Function“. Darunter verstehen wir eine Function 
der beiden Werthsysteme £, 7, ,7 und z,y,#,¢, welche folgenden 
Bedingungen geniigt: 
1) Sie erfiillt in den &, 4, £, 7 die ‘ier amecame 
Ou es 


a rs + 53 +55) +3" 


d. i, die zur Differentialgleichung der Wiirmeleitung adjungirte*) 
Gleichung. 

2) Wenn ¢—rt von positiven Werthen nach Null convergirt, 
nihert sie sich in allen Punkten des Innern von K gleichmiissig der 
Hauptlésung: 





3 _ G2 (n—y)+ (02)? 
(t — 2) es 4a*(t—2) 
deren Pol x,y, ¢ im Innern von K liegt. 

3) Auf der Oberfliiche von K verschwindet sie fiir jeden Werth 
<< & 

Die Variabeln t und ¢ kommen nur in der Verbindung ¢ — rt 
vor; es werden nur Werthe rt < ¢ in Betracht gezogen. Die Lésung 
des allgemeinen Problems, bei dem im Innern von K fir ¢—0 
und auf der Oberfliiche von K fiir jedes positive ¢ eine beliebige 
Temperatur vorgeschrieben ist, liisst sich aus dieser Function durch 
einfache Quadraturen ableiten. Zu dem Zwecke integrire man die Grosse 


u — _ “) —wv (Au ao e*), 


? 


(wo Ac A 4- ap s+ 5 gesetzt ist) nach &, 9, € tiber das Innere 


von K und nach t von 0 bis ¢ Im Raume von 4 Dimensionen ist 
das Integrationsgebiet ein gerader Cylinder mit der Basis K und der 
Hohe ¢, dessen Axe der t-Axe parallel geht, Dieses Integral, dessen 
Werth Null ist, wird wie beim Green’schen Satze der Potentialtheorie 
umgeformt. Man erhilt**): 


t 
‘ 
(42a)* v(a,y,2,t) = J vu ud&dyndg+ afar fave 
0 


Hier ist das Integral des ersten Termes tiber die Basis des vierdimensionalen 
Cylinders, die des zweiten tiber dessen Mantelfliche zu fiihren. » bedeutet 

*) Ueber den Begriff der adjungirten Differentialgl. s. Darboux: Théorie 
des surfaces, Bd. II, Cap. 4. 

**) B, Minnigerode: Ueber die Wirmeleitung in Krystallen. Inaug.-Diss. 
Gottingen 1862, pag.11 und Betti: Mem, della Soc. Ital. ser, Il, Bd. 1, 1867, 
pag.165, Specielle Fille dieser Gleichung finden sich: Riemann, Part. Differentialgl, 
§ 52 und Heine: Handb. d. Kugelf. Bd, II, § 80. 
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die nach innen positiv gerechnete Normale, v, die ftir die Basis, 0 die 
fiir den Mantel vorgeschriebenen Werthe von v. Die anschauliche 
Bedeutung dieser Gleichung ist die, dass man die Temperatur v an 
der Stelle x, y, 2, ¢ ansehen kann als hervorgegangen aus einer Summe 
von Elementarwirkungen, deren jede von einer Stelle der Cylinder- 
oberfliiche ausgeht. Auf Grund dieser Formel werden wir uns im 
Folgenden stets darauf beschriinken diirfen, die Green’sche Function 
fiir das jeweils zu betrachtende Gebiet aufzustellen. 


§ 2. 
Lineare Wiarmeleitung. 


Die Probleme der linearen Wiirmeleitung lassen sich nach der 
Methode der Hauptlésung mit grésserer Anschaulichkeit und Einfachheit 
erledigen, als es nach der Fourier’schen Methode méglich ist. Die 
Hauptlésung, von der wir bei einem eindimensionalen Gebiet auszu- 
gehen haben, lautet: 


<a. ae 
; -=— > 


(1) uxt *e *, 

Hinsichtlich der einfacheren Falle verweisen wir auf die Litteratur *) 
und betrachten hier nur den allgemeineren Fall der Wirmeleitung in 
einem Stabe aus inhomogenem Material**). Der Stab sei nach beiden 
Seiten hin unendlich ausgedehnt, gegen Wiirmeabgabe nach aussen 
geschiitzt und wird so diinn vorausgesetzt, dass die Temperatur nur 
von einer Coordinate (x) abhiingt. Fiir die Punkte «> 0 sei die 
Wiirme- bez. Temperaturleitungsfihigkeit k, und a,?, fir « < 0 
k, und a,”. Die Wirmebewegung wird durch die folgenden Gleichungen 
bestimmt: 


(2) wma SS -++ fir «>0, 

(3) oe ae... <0, 
(+) = (u)_- 

(4) I, e =k, au) -ss 5 20. 


Die Green’sche Function fiir diesen Stab ist durch folgende Be- 
dingungen zu definiren: Sie geniigt fiir ¢ > 0 den vorstehenden 

*) Sir W. Thomson, Mathematical and Physical Papers Bd, II, art. 72, 
pag. 41 und E. Hobson. Synthetical solutions in the conduction of heat. Proc. 
of the London Math, Soc, Bd. XIX, pag. 279, 1889. 

**) Dasselbe Problem ist kiirzlich von Herrn H. Weber behandelt worden: 
Gottinger Nachrichten 1893, pag. 722. Die Verschiedenheit der Methode recht- 
fertigt vielleicht ein nochmaliges Zuriickkommen auf denselben Gegenstand. 
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Gleichungen und verhilt sich fiir lim ¢—0 ebenso wie die durch 
Gleichung (1) definirte Hauptlésung, d. h. sie wird fiir jeden Werth 


= 


von « gleich Null, ausser fiir « = £, wo sie wie ¢ * unendlich wird. 
Der Punkt «== & midge etwa auf der positiven Seite des Stabes liegen. 
Wir construiren successive zwei Functionen u, und w,, von denen u, 
die Green’sche Function fiir positive, u, fiir negative 2 darstellen 
soll. Fir negative Werthe von 2 ist dann noch u,, fiir positive u, 
ganz willkiirlich. Wir setzen zuniichst versuchsweise u, gleich der 
Hauptlisung selbst: ae 


ci a 2 
u,=t 2 6 dare 





Diese Function geniigt der Gleichung (2) und der fiir die Green’ sche 
Function gestellten Anfangsbedingung. Wir haben sie der Gleichung 
(4) entsprechend nach der negativen Seite fortzusetzen. Es gelingt 
dieses mit Hiilfe der Taylor’schen Reihe, da fiir 2 — 0 *simmtliche 
Differentialquotienten berechnet werden kénnen. Die entstehende 
Function nennen wir u,. Wir haben nach Gleichung (4) fiir 2 = 0: 


ou du 
Up =, ky Da =k, oy 


Die Gleichungen (4) kénnen nach ¢ differentiirt werden, da sie fiir 
jedes positive ¢ gelten sollen. Wir erhalten mit Benutzung von 
(2) und (3): 





O07 Ug 9 07 uy . 7 2 Oe . 20° 
a,” Oat am Gy Oat? ky Qy Gar iy out 
und — 
p*” Us “if O°" uy Q2e th ie i -(% i" arty, : 
= = " oat” , aah Ay aint 


Diese Gleichungen, welche simmtlich fiir «=O gelten, bestimmen 
den Verlauf von w, fiir « < 0 vollstindig, da u, ebenso wie wu, eine 
analytische Function von x wird. Wir erhalten fiir «, die convergente 


Reihe: 
2m = (+e) L(y (fe) 
ofl — a) >: 4 (=2 ay ae" (= “) 


Hier ist a@ zur Abkiirzung fiir a gesetzt. Die Summen rechter 
i 


Hand lassen sich worse stp Sie sind nichts Anderes als u, selbst, 





wenn man darin x mit “* x © bez. mit —— vertauscht. Wir erhalten 
daher: 


_* _.. . oe =) 
6) mazar re HED paige tours), 


18* 
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Fiir ein nach Null abnehmendes ¢ wird w, in 2 Punkten unendlich, 
namlich in 
(6) — a und §,’ = — scr, 

Die Function «, verhilt sich so, als ob sie von 2 Temperatur- 
polen herriihrte. Wir haben, von der negativen Seite gesehen, statt 
des urspriinglichen einen Poles in 2 = & zwei Bilder desselben; das 
auf der positiven Seite gelegene Bild &, widerspricht den Bedingungen 
des Problems nicht, da ja u, fiir positive Werthe von 2 ganz will- 
kiirlich ist, wohl aber das auf der negativen Seite in &,' gelegene; 
denn fiir « < 0 soll wu, mit der Green’schen Function identisch sein, 
also fiir ¢= 0 tiberall verschwinden. Wir werden den Pol &,’ fort- 
schaffen, indem wir in denseiben Punkt einen Pol von entgegengesetzt 
gleicher Intensitaét hinein legen, oder mit anderen Worten die Function 

1 1/z, &\2 

t= — — is a(s* a) 
zu u, hinzufiigen. Diese Function haben wir nach der positiven Seite 
den Gleichungen (4) entsprechend fortzusetzen, ebenso wie vorher w, 
nach der negativen. Das Resultat lisst sich aus Gleichung (5) direct 
ablesen, wenn wir k,, a,,§ mit k,, a,, §,’ vertauschen und den Factor 


i— bd , oe hd bd ° oe . . 
-- > in u, beriicksichtigen. Die Grisse « in Gleichung (5) geht 


“i. Sa . : . ° , 
dann in — iiber. Die so entstehende Function, die wir u,’ nennen, 


haben wir zu “, hinzuzufiigen. Wir erhaiten: 


’ -3 1—ea 1 — are 1 a es 
ame St De 4 (1—De SY 


Die Pole von wu,’ sind, den Gleichungen (6) entsprechend : 





gh _§ und b= — BS ae 

Der Pol &, ist mit den fiir die Green’sche Function gestellten 
Bedingungen vertriglich, da &, auf der negativen Seite liegt und da 
ja fiir «<0 die Functionen w,, u,’ willkiirlich gewaihlt werden diirfen. 
Der Pol &,’ ist es aber auch, weil er mit dem urspriinglichen Pole § 
zusammenfallt, ohne ihn gerade zu compensiren. Die Function u, +, 
hat daher auf der positiven Seite des Stabes nur den einen Pol «= &, 
die Function wu, + u,' auf der negativen iiberhaupt keinen,-wie wir es 
bei der Definition der Green’schen Function verlangten. Dividiren 


wir noch mit dem Factor 6 = 1— ; (1 — a) (1 — ); um zu be- 


wirken, dass die Green’sche Function in x=—£€ gerade mit dem 
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Factor 1 unendlich wird, so bekommen wir als Lésung der gestellten 
Aufgabe: 





fiir x >0O0 w= 3 (uy, “te u,’) am f 2 (. 4a,*t of. Ae 4a;*t ), 
(7) 


1 a" -2(<- £) 
fir «<0 uF (H+ %) =F 2 Be tila al. 


_—Ss cr FF 


Hier ist zur Abkiirzung gesetzt: 


oe—1 
Vergleichen wir dieses Resultat mit den bekannten optischen Vor- 
giingen an der Trennungsfliche zweier optisch verSchiedenen Medien 
I und II! Wier unterscheidet man den auffallenden, den reflectirten 
und den gebrochenen Strahl. Die optischen Vorgiinge im Medium I 
lassen sich so auffassen, als ob sie von 2 leuchtenden Punkten aus- 
gingen, von denen der erste im Medium I, der zweite im Medium II 
e im Bildpunkte des ersten liegt. Im Medium II haben wir nur einen 
Strahl, welcher von einem Punkte des Mediums I auszugehen scheint. 
t Zu einem ganz analogen Resultat sind wir im Vorstehenden gefiihrt 
r worden. Von den drei Termen auf der rechten Seite der Gleichungen 
t (7) entspricht der erste dem auffallenden Strahl, der zweite dem 
| reflectirten. Dieser scheint von dem Spiegelbilde des Poles §, dem 
ly Punkte — §, auszugehen. Der dritte Term stellt den gebrochenen 
Strahl dar. Derselbe geht von dem im Medium I gelegenen Punkte 


a a ee. 
a-+-1? key Oy 


Tor sts we 


a . . ° 
a 8 aus, welcher nicht mit € zusammenfillt, sondern nach Mass- 


gabe der Verschiedenheit der Wirmeleitungsconstanten verschoben ist. 
Die Gleichung (8) lehrt die Intensitiit des gebrochenen und des re- 
flectirten Strahles berechnen. 

Fiir die speciellen Werthe 0 und oo der Constanten hk, gehen 
unsere Gleichungen (7) in die Liésungen bekannter Probleme iiber, 
welche sich leicht direct ableiten lassen. Ist k, gleich Null, so haben 
wir einen einseitig begrenzten Stab, welcher in x = 0 an einen Nicht- 


leiter der Wiirme grenzt; in diesem Falle ist das Temperaturgefille 


3 oe in «=O constant gleich Null. Ist &%, unendlich, so*grenzt der 





Stab in « =O an einen vollkommenen Leiter; in diesem Falle behilt 
- u seinen anfanglichen Werth 0 fiir jede spiitere Zeit bei. Die Green’sche 
Function fiir den ersten Fall erhailt man, indem man in den zu dem 
Pole & in Bezug auf 2 = 0 symmetrischen Punkt — & einen Pol mit 
.- der gleichen Intensitiit, die Green’sche Function fiir den zweiten 
Fall, indem man in denselben Punkt einen Pol mit der entgegengesetzt 
gleichen Intensitét bringt. Dementsprechend wird in Gleichung (8) 





ee a 
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A im ersten Falle gleich + 1, im zweiten gleich — 1. Es ist niaimlich 
a,? =k,/C, wo C die Wiarmecapacitiit pro Volumeneinheit bedeutet; 
daher wird « im ersten Falle unendlich gross, im zweiten Falle 
gleich Null. 

An die Stelle der endlichen Summe in Gleichung (7) tritt eine 
Summe von unendlich vielen Gliedern, wenn der Stab aus mehr als 
zwei Stiicken verschiedenen Materiales besteht. 

Es seien I, Il, Il] drei Theile eines Stabes mit den Constanten 
1, hy, Gg, hg, ay,ky I reiche von x= 2, -bis = - 00, II von 
x=, bis x=—-2,, II von s=—oco bis x—2,, wobei x, > 2, 
Die Green’sche Function wu, die zu diesem Stabe gehdrt, ist durch 
die folgenden Bedingungen zu bestimmen: 


1) & =a2o" fir 24, <%<-+ 00, 
Ou 0? u 
(9) a + ASOT, 
a oF u 
7 se a;? pat ~ =o <a< Ho. 
S _— _ = 
(10) 2) Ux,te —— Uz,—a ky (<“) abe ky o=) ? 


Uz-+e = Uz,—e) k Ate ects a ks G,-. 


3) wu wird fiir lim ¢=O0 iiberall Null, ausser in einem Punkte 
1  @—é 
= £, fiir welchen sich « dem Werthe ¢ * e eal nihert, wenn ¢ 
nach Null hin abnimmt. 
Zunichst mége € im Innern von I liegen. Zur Abkiirzung 
setzen wir 


%—-%=b, §E—4—c. 


Um das Verfahren, welches oben fiir 2 Medien gegeben wurde, 
auf den vorliegenden Fall iibertragen zu kénnen, fassen wir dasselbe 
in etwas verallgemeinerter Form folgendermassen in Worte: Es seien 
m und »’ zwei Medien mit verschiedenen Constanten, welche in dem 
Punkte x=, zusammenstossen. In dem Medium » liege ein Pol 


mit der Intensitét J an der Stelle «= & Wir construiren zu & die 
beiden Punkte: 


’ a, 
(11) E, = Xn + (Hn — &), En = np — = (4n — 8). 
Den ersten dieser Punkte kénnen wir als Spiegelbild von § in Bezug 


auf 2,, den zweiten als verschobenes Spiegelbild bezeichnen. Wir 
bilden die Functionen: 
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Un = J(F, (&) + Anw fF, (E,)) ? 
Un = I Bray Fry (En); 


(12) 


hier ist gesetzt: 


1 (w— &)? 1 _ @—& 
Ei 


F,(@) =t é — F, (§) =t Ve 7, 
die Gréssen A,, und B,, sind durch Gleichung (8) erklirt, wenn 
k.. G,: 
man darin « gleich pes nimmt. Alsdann geniigen u, bez. u,’ allen 


Anforderungen, welche an die Green’sche Function in Bezug auf 
das Innere von » bez. das Innere von ’ und auf die Trennungsstelle 
beider zu stellen sind. 

Nach dieser Regel verfahren wir jetzt successive und bilden drei 
verschiedene Functionen ,, u., %,, von denen jede nur in einem der 
Theile I, If, III die Green’sche Function darstellen soll, wihrend 
sie in den beiden andern ganz willkiirlich gewahlt werden kann. Aus- 
gehend von einem Pole 2 = & mit der Intensitaét 1 im Medium I con- 
struiren wir wegen der Trennungsstelle «= ,, entsprechend der 
Gleichung (11), die beiden neuen Punkte: 


f= 2%, + (a, —§) = 4, —¢, 
f= a, —2@—H=— a+ Fe 


Der erste Punkt geht nach den Gleichungen (12) in den Ausdruck fiir 
u,, der zweite in den fiir w, ein. In der nachfolgenden ersten Tabelle 
schreiben wir daher &, in die erste Reihe neben u,, &,’ in die zweite 
neben uw. Zu den Polen «= &, und « = &,’ gehéren die Intensitiiten 
A,, und B,,, welche an die entsprechenden Stellen der zweiten Tabelle 
zu schreiben sind. Wegen der Trennungsstelle «=, construiren 
wir zu dem Pole &,’ nach Gleichung (11) die beiden weiteren Pole: 


b= a, + (@, — &)) =m, —b— Be, 


Ey = 2, —2@—h)=n+abt+ee 

Von diesen Punkten wird & zur Bildung von uw, §&, zur Bildung 
von u, gebraucht, wie aus Gleichung (12) hervorgeht. Daher kommt 
é, in die zweite, &,' in die dritte Reihe der ersten Tabelle. Die ent- 
sprechenden Intensitiiten sind B,,A,, und B,,B,,, welche an die ent- 
sprechenden Stellen der zweiten Tabelle gesetzt werden, Wegen des 
soeben construirten Poles & kommt zu wu, ein Glied B,,A,, F'(&,). 
Dieses muss tiber die Trennungsstelle z = x, hinaus wieder riickwirts 
nach I hin fortgesetzt werden. Wir construiren daher die Pole 
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& = 2, + (@%,—&) = 4, + 2042, 
fy = 2, — at (ay — Bp) = & — G20 aa 


mit den Intensitiiten B,,A,,A.,, By, A.3 B,,, welche in die zweite 
bez. erste Reihe der beiden Tabellen zu setzen sind. Zum Pole &, 
werden wieder zwei weitere Pole construirt u. s, f. Auf diese Weise 
bekommen wir zu jeder der Functionen u,, u,, uw, eine unendliche 
Reihe von Polen &* und zugehdrigen Intensitiiten J". Aus der Ge- 
sammtheit dieser Gréssen berechnet sich dann die Function 4; zu 


Dn) J* F;(§"). 
Tabelle 1. 








a a 
u, \§, %,—¢, a, —c— “2b, a—c—= 4b 
} 2 2 





a a, a, , ag ¢ ag ag 
Uy a %_— a e—b, % +7 e+26, %— ae — 3b, t+ 7 e+4b 





ay 


a a a a. 
ts t+ oct eb, Mmtpets 3b 


Tabelle 2. 





u{1, Aj, By, Ag, Bay, By, Ay; By, Ags Ary 








Uy | By, Big Ay, ByyAy3425, Byp-Ais An, By, Ais Asi 





Us | By, B,;, B,, By; Az; Ay, 
x See 





Das Bildungsgesetz dieser Gréssen ist leicht zu erkennen. Zu u, 
gehéren als Pole der Ausgangspunkt € und eine Reihe von Punkten, 


deren allgemeines Glied zx, — ¢ — amd ist. Alle Punkte dieser Reihe 
liegen in den Gebieten II und III]; der Abstand von zwei aufeinander 
folgenden Punkten betrigt a 2b. 

Fiir u, ordnen sich die Pole in zwei Reihen; das allgemeine Glied der 
einen Reihe ist ay SB e-+ 2nb, das der anderen 2, - “ge— (2n-+1)b. 
Die Punkte der ersten Reihe liegen ganz in dem Gebiete I, die der 


zweiten ganz in III. Sie folgen einander in dem constanten Ab- 
stande 20. 








a a ee 


i in a ia oe 
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Die Pole von u, bilden eine Reihe, deren allgemeines Glied 
ay + Be + 3 (2n+1)b 


heisst. Die Punkte dieser Reihe liegen simmtlich ausserhalb des 
Gebietes IJ] in I und II. Der Abstand von zwei benachbarten, Punkten 
betragt at 2b. 

Die Intensitiiten von zwei aufeinander folgenden Polen in jeder 
der vier Reihen unterscheiden sich durch den Factor A,,A,,, welcher 
kleiner als Eins ist, wie aus Gleichung (8) hervorgeht. Von dieser 
Regel machen nur die ersten Terme in der ersten Reihe von Tabelle 2 
eine Ausnahme, eine Unsymmetrie, die daher riihrt, dass wir in 
specieller Weise den Ausgangspunkt € im Gebiete I annahmen. 

Alle diese Reihen lassen sich als gewéhnliche -Functionen schreiben, 
wobei die Argumente der @-Functionen in nicht ganz einfacher Weise 
von den in unsern Formeln vorkommenden Gréssen abhingen. 

Die Convergenzfrage erledigt sich mit einem Worte. Die Reihen 
convergiren in demselben Maasse wie die #-Reihen. Die in den Glei- 
chungen (9) und (10) vorkommenden Differentiationen kénnen daher 
gliedweise ausgefiihrt werden. 

Die gesuchte Green’sche Function w erhalten wir nun, indem 
wir fiir die Gebiete I bez. II bez. III w gleich wu, bez. u, bez. u, setzen. 
Dass die so entstehende Function wirklich den Bedingungen 1), 2) 
und 3) auf pag. 270 geniigt, folgt bei der unbedingten Convergenz der 
Reihen daraus, dass die einzelnen Glieder der Reihen, der Art ihrer 
Entstehung nach, diese Bedingungen erfiillen. 

In analoger Weise haben wir die Green’ sche Function zu bilden, 
wenn der Pol § in den Gebieten II oder III liegt. Ist dieses geschehen, 
so kénnen wir nach den Erérterungen des § 1 siimmtliche Probleme 
der Wirmebewegung in einem derartigen Stabe als gelést betrachten. 

Auch diese Resultate mégen wir mit bekannten optischen Vor- 
giingen vergleichen, Betrachten wir drei Medien I, Il, II mit ver- 
schiedenen optischen Constanten, welche in den parallelen Ebenen 
“v= 2, und ==, an einander grenzen und welche den ganzen Raum 
ausfiillen. Das Medium I enthalte den leuchtenden Punkt. Ein in I 
befindliches Auge sieht dann ausser dem leuchtenden Punkte selbst 
eine unendliche Reihe von Spiegelbildern desselben, welche in II und 
III zu liegen scheinen. Von Punkten des Mediums II aus sieht man 
zwei Reihen von Spiegelpunkten; die eine liegt scheinbar im Medium I, 
die andere im Medium III. Endlich vom Medium III aus sieht man 
wiederum eine unendliche Reihe von Punkten, welche iiber II und III ver- 
theilt ist. Die Helligkeit der successiven Spiegelpunkte nimmt in jeder 
Reihe bestiindig ab. Dieselbe Vertheilung der Pole und Abnahme der 
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Intensitaéten haben wir soeben bei der Warmeleitung constatirt. In der 
Optik beschreibt man diese Erscheinungen auch so, dass man den vom 
leuchtenden Punkte ausgehenden Strahl jedesmal, wenn er an eine der 
Trennungsflichen =, und «=~, gelangt, in einen reflectirten und 
einen gebrochenen Strahl zerlegt. Dadurch entstehen aus dem einen Strahl, 
welcher direct vom leuchtenden Punkte ausgeht, unendlich viele Strahlen, 
deren jeder eine gewisse Anzahl von Malen an den Trennungsflichen 
reflectirt und gebrochen ist. Ebenso kénnen wir in der Wirmeleitung 
jeden Term unserer unendlichen @-Reihen auffassen als die eine gewisse 
Anzahl von Malen reflectirte und gebrochene Wirkung unseres ur- 
spriinglichen Temperaturpoles. 


§ 3. 
Die Hauptlisung auf einer Riemann’schen Fliche. 


Die Green’sche Function fiir zwei- oder dreidimensionale Gebiete 
lasst sich mit Hiilfe des Symmetrieprincipes aus der Hauptlésung direct 
in denjenigen Fallen ableiten, in welchen die symmetrische Wieder- 
holung des Gebietes den Raum einfach erfiillt, Unter symmetrischer 
Wiederholung im Raum verstehen wir hier die Spiegelung an einer 
Ebene, nicht auch, wie in der Potentialtheorie die Spiegelung an einer 
Kugeloberflache (im Thomson’schen Sinne), da die Lésungen der 
Differentialgleichung der Wirmeleitung durch die Transformation der 
reciproken Radien nicht wieder in Lésungen derselben Gleichung iiber- 
gefiihrt werden. Die Gebiete, fiir welche die Green’sche Function 
auf diese Weise hergestellt werden kann, sind daher Polyeder, deren 
simmtliche Kantenwinkei Submultipla von a sind. Das Verfahren ist 
folgendes: Man construire zu einem beliebigen Punkte P im Innern 
des Gebietes siimmtliche Spiegelbilder P; in Bezug auf die Begrenzungs- 
ebenen des Ausgangspolyeders und seiner symmetrischen Wiederholungen 
und lege in jeden dieser Punkte einen Pol, welcher mit dem Pole in P 
gleiche oder entgegengesetzte Intensitit hat, je nachdem er durch eine 
gerade oder ungerade Anzahl von Spiegelungen aus P hervorgegangen 
ist. Die Green’sche Function ist dann einfach: 


R? 


8 id 
“= t 2 at e — 
wo R; den Abstand des variablen Punktes von dem 7" Pole bedeutet. 
Die Wiarmeleitung in solchen Gebieten ist bereits von Lamé*) in 
mehr rechnerischer Weise behandelt worden. Ausser seinem »Tetraeder 54 


*) Lamé: Lecons sur la théorie de la chaleur, Vgl. auch B. Minnigerode: 
a, a O. p.19 und F. Pockels: Ueber die Gleichung Au + K®2u = 0. p. 1440. ff 
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1 ’ , 
und ,,Tetraeder 5 “*) giebt es, wie aus den Untersuchungen von Herrn 


A. Schénfliess**) tiber die erweiterten Bewegungsgruppen hervor- 
geht, noch ein drittes Tetraeder von der bezeichneten Art. Dasselbe 
wird von 2 Paaren von Diagonalebenen des Wiirfels begrenzt, von 
denen das eine Paar sich in einer Wiirfelkante, das andere in einer 
durch den Mittelpunkt des Wiirfels gehenden zur Schnittlinie des ersten 
Paares senkrechten Geraden schneidet. 

Die Zahl der so zu lésenden Aufgaben ist nicht gross; will man 
dieselbe vermehren, so wird man zur Untersuchung der Wairmebewegung 
auf Flichen mit Windungspunkten hingefiihrt, Betrachten wir das 
einfache ebene Gebiet, welches von zwei sich schneidenden Geraden 


begrenzt wird, Ist der Winkel der Geraden gleich <) so lisst sich die 
Green’sche Function fiir dieses Gebiet nach dem Symmetrieprincip 
sofort angeben. Ist der Winkel aber gleich =, so fiihrt die sym- 


metrische Wiederholung des Ausgangsgebietes zu einer m-fachen Ueber- 
deckung der Ebene. Die zugehérige Green’ sche Function wird daher 
eindeutig nur auf einer Fliche mit einem m-fachen Windungspunkt. 
Dabei betrachten wir die Windungsfliiche nicht nur qualitativ im 
Sinne der analysis situs als Triger der Function, sondern auch quanti- 
tativ, indem wir die Punkte derselben durch die Polarcoordinaten r 
und p(0< r < co, OS p < 2mz) fixiren. Der Windungspunkt liegt 
in r=Q. Wir suchen die Hauptlisung auf dieser Fliche, d. i. eine 
Function, welche der in die Coordinaten yr und g transformirten 
Differentialgleichung der Wirmeleitung: 
ou Oru 1 dw 1 @u 

(13) at Get tr or + Foe 
geniigt, auf der Flache eindeutig ist und fiir lim ¢ = 0 auf der ganzen 
Fliche verschwindet ausser in einem Punkte (der die Coordinaten 
r’, py haben modge), wo sie wie die Hauptlésung in der schlichten 
Ebene d. i. wie 
(14) u=tte “, R?ort +r’? — Wr’ cos (p—q) 
unendlich wird. 

Wir bemerken, dass die Hauptlisung fiir die schlichte Ebene in 
der Form geschrieben werden kann***); 


*) A. a. O. Capitel 8. 

**) A. Schénfliess: Math. Ann. Bd. 34. 

***) Es folgt dieses aus einer von Herrn C. Neumann benutzten Trans- 
formation des Fourier’schen Integrals fiir 2 Variable und dem Additionstheorem 
fiir die Bessel’sche Function. Vgl. meine Diss. pag. 28 oder Heine: Handb, d, 
Kugelf. Bd. I, § 120. 
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co) +2 
Uo —feraa > Ja(ar) J,(Ar’) cos n(p—q’) 


(J, ist die Bessel’sche Function mit dem Index ) und behaupten, 
dass die Hauptlésung fiir die Fliche mit einem m-fachen Windungs- 
punkt gegeben ist durch: 


+a +o 
u — feria Di, (ar) J, (ar’) cos ™ (p—g’). 


= @ m m 


Fiir den Fall m = 2 lisst sich dieses beweisen, indem man durch eine 
etwas umstindliche Umrechnung die vorstehende Function in die 
folgende Form bringt: 


2 


1 — 
Se = _ 
(15) U = Um ‘| e~-*dt, e=/V tcos?—_*. 


t 2 





Hier ist «, durch Gleichung (14) als Hauptlésung in der schlichten 
Ebene erklirt; die Quadratwurzel ist stets mit positivem Vorzeichen 
zu nehmen. Dass diese Function « der Differentialgleichung (13) 
geniigt, lisst sich nachtriiglich verificiren; dass sie erst nach zwei- 
maliger Umlaufung des Windungspunktes zu ihrem Anfangswerth 


zuriickkehrt, folgt aus dem Factor cos a in g. Betrachten wir 


nun ihr Verhalten fiir lim¢#—0. Das Verhalten des Factors wu, ist 
uns wohlbekannt. Derselbe wird auf unserer zweiblittrigen Flache 
iiberall Null fiir lim ¢ = 0 ausser in den zwei Punktenr—*7, p=q 
und r=r’, p=—g’ +2. Der zweite Factor wird fiir lim ‘=O gleich 
Eins, wenn |p — g’| < z ist, dagegen convergirt er mit abnehmendem 
¢ nach Null und zwar in stiirkerem Grade als ¢ selbst, wenn 


ar<\o—@y|<32 
ist, (Kine Ausnahme macht nur der Windungspunkt r= 0, fiir 
welchen dieser Factor bei beliebigem ¢ constant gleich : ist). Von den 


beideh Unendlichkeitsstellen des ersten Factors wird also diejenige, 
fiir welche r—~r und gy = gq + 2z ist, durch das Nullwerden des 
zweiten Factors aufgehoben. Wir haben also in Gleichung (15) in der 
That eine Function vor uns, welche nur in einem Punkte unserer 
zweiblattrigen Fliche fiir lim ¢—0O unendlich wird und zwar in der 
vorgeschriebenen Weise (wie «,). Daher stellt u die Hauptlisung fiir 
unsere Fliiche dar. 

Mit dieser Function kénnen wir ‘bnlich operiren, wie mit der 
Hauptlésung fiir die schlichte Ebene. So erhalten wir die Green’ sche 
Function fiir dasjenige Gebiet, welches von zwei unter dem Winkel 
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as sich schneidenden Geraden begrenzt wird, wiederum mit Hiilfe des 


Symmetrieprincipes. 

Wir spiegeln das gegebene Gebiet an seinen Begrenzungsgeraden 
und die neu entstehenden Gebiete an den ihrigen. Durch 2m solcher 
Gebiete wird die zweiblittrige Windungsfliiche gerade einfach iiber- 
deckt. Sei P, der Pol des Ausgangsgebietes und P,, P,,..., Pons 
der Reihe nach die in den anderen Gebieten ihm entsprechenden 
Punkte. In jeden Punkt P,, legen wir einen Pol und bilden nach 
Gleichung (15) die zugehérigen Functionen u,, welche in P,, fiir 
lim ¢==0 unendlich werden. Die Green’sche Function wird dann 


gleich ome 
— 


> (- 1)" tm. 


Hierbei haben wir den Pol des Ausgangsgebietes nur an Geraden 
gespiegelt, welche durch den Windungspunkt hindurchlaufen, um 
zu bewirken, dass die Green’sche Function auf ihnen verschwinde. 
Um sie auf anderen Geraden zum Verschwinden zu bringen, miissen 
wir ausser dem Pole auch den Windungspunkt selbst spiegeln. In der 
That, seien W, und P, die zu dem Windungspunkte W, in r = 0 
und dem Pole P, in Bezug auf eine beliebige Gerade G symmetrisch 
gelegenen Punkte und bilden wir u, mit dem Windungspunkte W, 
und dem Pole P, ebenso wie in Gleichung (15) wu mit den Punkten W, 
und P,, so wird « —w, lings der Geraden G gleich Null, wie aus 
Gleichung (15) sofort abzulesen ist. 

Nach dieser Bemerkung ist es klar, dass wir die Green’sche 


Function nunmehr fiir ein Polygon bilden kénnen, welches einen 


Winkel gleich 22 und die wbrigen gleich = hat und welches bei sym- 


metrischer Wiederholung zu einer zweifachen Ueberdeckung der Ebene 
fiihrt. Solcher Gebiete giebt es ein Dreieck und ein Viereck, welche 
beide aus dem gleichseitigen Dreieck entstehen, wenn man den Mittel- 
punkt desselben das eine Mal mit den Ecken, das andere Mal mit den 
Seitenmitten verbindet. 











Die Irreducibilitat der homogenen linearen Differential- 
gleichungen. 


Von 


Emanust Bexe in Budapest. 


Den iiberaus wichtigen Begriff der Irreducibilitét der Differential- 
gleichungen fiihrte zuerst Herr Frobenius*) ein, und zwar speciell 
bei linearen Differentialgleichungen, welche functionentheoretisch am 
leichtesten zu behandeln waren. Seither wurde dieser Begriff besonders 
durch die Untersuchungen des Herrn Kénigsberger**) erweitert und 
mehrfach angewandt. Der Irreducibilititsbegriff fand bislang mehrfach 
Verwendung bei der Bestimmung der reguliren Integrale beliebiger 
linearer Differentialgleichungen, aber es scheint, dass die Wichtigkeit 
und eigentliche Fruchtbarkeit desselben durch die Untersuchungen der 
Herren Picard***) und Vessiot}), welche der Galois’schen Theorie 
der algebraischen Gleichungen analog sind, im héchsten Grade ge- 
steigert wurde. — 

Es ist von Wichtigkeit, dass der Begriff der Irreducibilitait, der 
practischen Anwendungen halber, nicht nur ein logischer Begriff bleibe, 
sondern, wie es in der Theorie der algebraischen Gleichungen geschah, 
aus dem rein logischen, denkbaren Ideenkreise, in das Gebiet des 
mathematisch Ausftthrbaren hereingezogen werde. 

In der Theorie der algebraischen Gleichungen ist es mdglich, bei 
einem gegebenen Rationalititsbereich — am einfachsten bei dem natiir- 
lichen Rationalititsbereich — durch eine endliche Anzahl von Versuchen, 
die gegebene Gleichung in ihre irreduciblen Factoren zu zerlegen. Wir 
stellen uns hier die analoge Aufgabe. Wir wollen durch eine endliche 
angebbare Anzahl von Schritten entscheiden, ob eine gegebene homogene 
lineare Differentialgleichung reducibel ist oder nicht, und wir wollen im 


*) Frobenius: Journ. f. r. u. a. Math, 76 und 80. 
**) Kénigsberger: J. f. r. u. a. M. 96, 1884, 
*#*) Picard: Ann. de Toulouse 1887. 

+) Vessiot: Ann, de l’Ecole Norm. 1892, 
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ersteren Falle eine irreducible Gleichung aufstellen, welche ihre siimmt- 
lichen Lisungen mit der gegebenen reduciblen Gleichung gemein hat. 

Wir fassen aber den Begriff der Irreducibilitiit anders als in den 
genannten Untersuchungen geschehen und zwar eben aus dem Grunde, 
damit wir einen Anschluss an die erwihnten Untersuchungen der 
Herren Picard und Vessiot erhalten. 

Bei Herrn Frobenius ist eine homogene lineare Differential- 
gleichung mit eindeutigen Coefficienten irreducibel, wenn sie mit keiner 
anderen linearen homogenen Differentialgleichung von niedrigerer Ord- 
nung — mit ebensolchen Coefficienten — eine Liésung gemein hat. 

In einer spateren Abhandlung hat sich Herr Frobenius*), zu 
einem speciellen Zweck sogar nur auf die Umgebung eines Punktes 
beschrinkt. — Bei Herrn Kénigsberger ist eine lineare Differential- 
gleichung mit eindeutigen Coefficienten dann irreducibel, wenn sie 
mit keiner anderen Differentialgleichung (also nicht nur mit einer 
linearen) von niedrigerer Ordnung, mit ebensolchen Coefficienten, ein 
Integral gemeinsam hat. 

Wir werden die Definition dahin einschrinken, dass wir nur 
lineare Differentialgleichungen betrachten, welche rationale Coefficienten 
haben, und eine solche Gleichung irreducibel nennen, wenn sie mit keiner 
anderen, ebenfalls linearen Differentialgleichung mit rationalen Coeffi- 
cienten, von niedrigerer Ordnung gemeinsame Lisung hat. — 

Die Irreducibilitaét ist, wie Herr C. Jordan**) gezeigt hat, auch 
mit der Beschaffenheit der Monodromiegruppe der linearen Differential- 
gleichung eng verbunden. Wenn niimlich die Monodromiegruppe nicht 
primitiv ist, dh. bei jedem Umlauf der unabhiingigen Variablen eine 
gewisse lineare Mannigfaltigkeit der Lésungen der linearen Differential- 
gleichung (welche aber nicht die ganze n-dimensionale Mannigfaltigkeit 
der Lésungen umfasst) in sich transformirt wird, dann ist die Gleichung 
reducibel und umgekehrt, wenn die Gleichung reducibel ist, dann ist 
die Monodromiegruppe nicht primitiv. 

Bei diesem wichtigen Satze Jordan’s ist aber die Frobenius- 
sche Begriffsbestimmung der Irreducibilitét zu Grunde gelegt. Wenn 
nimlich die Monodromiegruppe im Sinne Jordan’s imprimitiv ist, 
dann lisst sich eiue homogene lineare Differentialgleichung mit ein- 
deutigen Coefficienten bilden, welche von niedrigerer Ordnung ist, als 
die gegebene, und ihre simmtlichen Lésungen mit der gegebenen ge- 
meinsam hat. Wenn wir aber statt der Kindeutigkeit der Coefficienten, 
ihre Rationalitét wiinschen — was iibrigens in vielen Fallen dasselbe 
bedeutet — so miissen wir statt der Monodromiegruppe diejenige 





*) Frobenius, Journ. f. r. u. ang. Math, 80, 1875. 
**) Jordan, Bulletin de la Soc. Math. de France, 1883, 
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algebraische Transformationsgruppe betrachten, welche die Herren 
Picard und Vessiot eingefiihrt haben und die wir nach dem Vor- 
schlage von Herrn F. Klein die Rationalitdtsgruppe der Gleichung 
nennen, Wenn diese Gruppe im Lie’schen Sinne transitiv ist, dann 
ist die Gleichung tiberhaupt irreducibel, (auch im Kénigsberger’schen 
Sinne) wenn sie andererseits in solechem Maasse intransitiv ist, wie es 
die Monodromiegruppe nach dem erwahnten Jordan’schen Satze sein 
sollte — dass niimlich eine weniger als »-dimensionale lineare Mannig- 
faltigkeit invariant bleibt —, dann hat die Gleichung mit einer anderen 
Gleichung mit rationalen Coefficienten, (von niedrigerer Ordnung) 
gemeinsame Lésungen, ist also in unserem Sinne reducibel, — 

Die Lésung des Problems wollen wir so in Angriff nehmen, wie 
es auch in der Theorie der algebraischen Gleichungen geschieht*), Wenn 
namlich eine algebraische ganzzahlige Gleichung gegeben ist: 

a + aya" f+ «+ + dy = 0, 
deren Wurzeln wir mit 
Co rs 

bezeichnen, und die Frage gestellt wird, ob die linke Seite dieser 
Gleichung einen ganzzahligen Factor vom m'" Grade hat, oder nicht, 
dann miissen wir die Resolventen fiir alle méglichen Coefficienten dieses 
Factors aufstellen und die rationalen Lésungen dieser Resolventen auf- 
suchen, So miissen wir die Resolventengleichungen fiir die Functionen 


m 


=m ta te--+m= > mn, 


1 
m 
U = >) ait, 
1 
m 


v= 7 HOE 


1 


in der bekannten Weise aufstellen und dann zuschauen, ob diese 
Gleichungen rationale Lésungen haben oder nicht, was durch eine 
endliche Anzahl von Versuchen bestimmt werden kann. In solcher 
Weise erhalten wir eine endliche Anzahl von Factoren, wo dann 
wieder durch eine endliche Anzahl von Versuchen bestimmbar ist, 
welcher von den gefundenen Factoren brauchbar ist. — 

In ebensolcher Weise werden wir eine lineare Differentialgleichung 
niederer Ordnung, welche mit der gegebenen linearen Differential- 
gleichung ihre simmtlichen Lésungen gemein hat, -gegebenenfalls 
wirklich construiren. 


*) J. Kinig, Math, Ann, 15, p. 167. 
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1. Sei die gegebene homogene lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten die Folgende: 


(1) fy) Sy + py? + pry + +++ + pay = 9, 
wo wir gewohntermassen 
dy 
@® o<-5 —-4 
y dat 
setzen. Wenn eine andere homogene lineare Differentialgleichung von 
der m‘** Ordnung, mit ebenfalls rationalen Coefficienten 


(2) gee + a9" + GF +--+ ep 0 
existirt, welche ihre sémmtlichen Lésungen mit der gegebenen Gleichung 
gemeinsam hat, und 


(3) 5 a 2 


ein Fundamentalsystem dieser Lésungen darstellt, dann sind die Coef- 
ficienten der Gleichung (2) durch dieses Fundamentalsystem <darstell bar. 
Wenn wir diese Determinante: 


| 
| 
(4) | 


, re —1 
| cen pad Y m ee @ \ Ay , 
mit A bezeichnen, dann ist: 
| 4 Y, aoe yi yy, yi, wr y* | 


= | a a ye? Te yr’... ee 
(5) AG > = ce cer. eon ea RE te SE ee we oe a = A; 


| Ke Ri RO Ee ... e 
und speciell: 
dlog A 
22-2 

2. Wir wollen zuerst g, bestimmen. Zu diesem Zwecke bemerken 
wir, dass tiberhaupt jede Determinante A; einer homogenen linearen 
Differentialgleichung geniigt, deren Coefficienten rational durch die 
Coefficienten (und Differentialquotienten) der gegebenen Gleichung (1) 
darstellbar sind. Diese Bemerkung fliesst aus dem allgemeineren Satze, 
dass eine jede rationale ganze Function der Liésungen einer oder mehrerer 
homogenen linearen Differentialgleichungen, einer homogenen linearen 
Differentialgleichung geniigt, deren Coefficienten rational durch die 
Coefficienten der gegebenen Gleichungen (und durch die Differential- 

Mathematische Annalen, XLY. 19 
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quotienten der Coefficienten) darstellbar sind. Wir wollen diesen, fiir 
das Folgende wichtigen bekannten Satz nur angefiihrt haben mit der 
einzigen Bemerkung, dass zum Beweise geniigen wiirde den einfachen 
speciellen Fall zu beweisen, dass das Product zweier Lésungen zweier 
homogenen linearen Differentialgleichungen einer solchen Gleichung 
gentige. — 

In dem vorliegenden Falle ist es besonders einfach die Gleichung 
fiir A; (welche wir nach Herrn F. Klein als Differentialresolvente der 
A; bzeichnen wollen) direct aufzustellen. 

Wenn wir namlich die Determinante A; nach der unabhingigen 
Variablen differentiiren, dann bekommen wir ein lineares Aggregat 
von Determinanten, und wenn wir die Differentiation fortsetzen und 
dafiir sorgen, dass in den erhaltenen Ausdriicken die héheren Differen- 
tialquotienten durch die » ersten (die Gréssen Y als 0 Differential- 
quotienten aufgefasst) mittels der gegebenen Gleichung (1) herunter- 
gedriickt werden, dann wird ein jeder Differentialquotient von A, als 
ein lineares Aggregat der Determinante 


(ki) (ke) km) | 
es ar >*+ ae 
(i) (ke) k 
,. 2", .._ 8" 





y™, y%,..., ym) | 
ausgedriickt, wo die Ordnungszahlen hk, k, ...k, beliebige m Zahlen 


aus der Reihenfolge: 0, 1, 2,...,%— 1 bedeuten. Wenn wir diese 
Determinanten der Kiirze halber mit 


D, D, ... Di» 


(6) An,:.-t, a 





bezeichnen, dann erhalten wir also ein Gleichungssystem : 
d®’ A; 
dae = aii D, + Aoi2D, + one -++ AiaDa, 
o=(h), e=1,2,...,¢6 


wo unter den Gréssen D eine mit A; identisch ist, und wo die Coef- 
ficienten a»;, rationale Functionen von 2 bedeuten, — 
Aus diesem System erhalten wir also eine homogene lineare 


ter 
Differentialgleichung von héchstens o~ Ordnung fiir A;. — 
Zuerst stellen wir auf diese Weise die Differentialgleichung fiir A 
auf. Sei diese Gleichung: 


d°A 
(8) da’ + P, 


(7) 





d's 
dx? 


ds Rh. 
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Damit die Gleichung (2) vorhanden sei, muss g, = > rational sein; d. h. 


die Gleichung (8) muss eine solche Lisung haben, deren logarithmische 
Ableitung rational sei. 

3. Wir miissen also jetzt aus der Gleichung (8) eine Gleichung 
fiir g, herleiten. Wir bemerken, dass es im Allgemeinen méglich ist 
fiir eine rationale Function der Lésungen einer oder mehrerer linearen 
Differentialgleichungen eine — nicht lineare — Differentialgleichung 
aufzustellen, deren Coefficienten rational durch die Coefficienten der 
gegebenen Gleichungen ausdriickbar sind. Ohne auf den Beweis dieses 
wichtigen Satzes einzugehen, bemerke ich nur, dass er nach einer 
friiheren Bemerkung immer darauf zuriickgeftihrt werden kann, dass 
man fiir den Quotienten zweier Lésungen einer homogenen linearen 
Differentialgleichung, eine Resolvente aufstellen soll. 

In unserem Falle ist die Resolventengleichung fiir g,, welche 
gewissermassen eine Verallgemeinerung der Riccati’schen Gleichung 
ist, leicht aufzustellen. Wenn wir niimlich fiir einen Augenblick A 
mit z und q, mit w bezeichnen, dann ist 


2u == 2 
und wenn wir aus dieser Gleichung durch Differentiation 6 — 1-mal 
hintereinander die daraus folgenden bilden und in der letzten Gleichung 


2) mittels der Gleichung (6) eliminiren, dann erhalten wir ein System 
linearer Gleichungen, woraus durch Elimination von 


se,e’... ged 
folgt: 
u —1 
u u —1 
u” 2u’ u —1 
(9) Ox}. 


ue—04 P,, (6—1)ue—--P,_1, ¥ 3 *) Wo-V4 Py 9s.) UEP, 
Im Falle 6 = 2 erhalten wir die gewdhnliche Riccati’sche Gleichung 
w+u+ Pu+ P,=0, 
im Falle 6 = 3, und 6 = 4 die Gleichungen: 
u® + 3u’u + wu” + P,(w+u') + Pu + P, =0, 
ut + 6u?u’ + 3u’? + 4uu” + wu” + P,(w+3u0'+u’) 
+ P,(u?+u') + Pyu + Py =0. 


Die Gleichung (9) kénnen wir auch in anderer Form erhalten, wenn 
wir nimlich in Gleichung (8) direct 
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substituiren und durch e/“** dividiren. — 

4. Das gestellte Problem ist also darauf zuriickgefiihrt, dass die 
rationalen Loésungen solcher allgemeinen Riccati’schen Gleichungen 
bestimmt werden sollen, Spiiter werden wir einen speciellen Fall, den 
Fall der hypergeometrischen Differentialgleichung, behandeln; jetzt 
wollen wir uns in Bezug dieser Gleichungen auf allgemeine Bemerkungen 
beschrianken. 

1) Aus der Form der Gleichung (9) ersehen wir, dass solche Pole 
von uw, welche eine héhere Ordnungszahl als 1 haben, gleichzeitig 
Pole einer oder mehrerer der Coefficienten P, P,... Ps sein miissen; 
denn wenn a@ ein Pol von der kK‘ Ordnung wire und 


P, (a), P,(a),..-, Ps(a) 


alle endlich wiren, dann wire die niedrigste Potenz von « — a, welche 
in der Gleichung (9) auftritt, die —ko'*, welche in einem einzigen 
Gliede und zwar in dem ersten Gliede: u® vorkime, folglich 0 zum 
Coefficienten haben miisste. 

Wenn also ¢ singulirer Punkt von wu, aber kein singulirer Punkt 
der Coefficienten P, P,...P, ist, dann kann «—ec nur in der — 1'™ 
Potenz in w auftreten; und da er kein singulirer Punkt der Coef- 
ficienten der Gleichung (8) ist, so muss er ein gewdhnlicher Punkt 
der Lésungen A sein, und aus diesem Grunde muss (% — c)~' eine 
positive ganze Zahl aus der Reihe 0,1,2,...,¢6—1 zum Coef- 
ficienten haben. — 

2) Es lisst sich sehr leicht aus der Form der Coefficienten 
P, P,...Po eine obere Grenze fiir die Ordnung & eines Poles a der 
rationalen Function « angeben. Die héchsten negativen Potenzen von 
x — a kénnen nimlich nur in den folgenden Gliedern vorkommen 


(11) uo + Put + Pius? + .-- + Pe. 

Nehmen wir an, dass der héchste Exponent von (a—a)~', welcher 
in P; vorkommt, p; sei, dann ist der héchste Exponent von (x—a)-", 
in den einzelnen Gliedern von (11): 

(12) ok, (6—l1)k+ p,, (6—2)k+p,,..., Do; 


folglich darf k nicht grésser sein als die grésste der Zahlen 


po [8]. [B].-- FF) 


wo wir mit den eckigen Klammern die grésste, in dem Bruch ent- 
haltene ganze Zahl bezeichnen; denn wire & grosser als die groésste 
dieser Zahlen, dann wiirde ok grésser sein als jeder andere, in der 
Reihe (12) vorhandene Exponent, also (g—a)-** wiirde blos in dem 
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ersten Glied der Summe (11) vorkommen, also nothwendigerweise 0 
zum Coefficienten haben. — 

5. Die rationale Lésung « kann also nur solche hdéhere Pole 
haben, die zugleich Pole der Coefficienten sind; ausser diesen kann sie 
nur einfache Pole besitzen mit positiven ganzzahligen Coefficienten. 
Diese 2 Bemerkungen in Verbindung mit der oberen Grenze der 
Ordnungszahlen der einzelnen Pole geniigen, um die Form der rationalen 
Lésungen zu bestimmen. Wenn nimlich die Pole der Coefficienten 


Ay Ay. ++ Ap 
sind und zu ihnen nach der zweiten Bemerkung von 4) die oberen 
Grenzen der Ordnungszahlen: 
ky ky... ke 
gehéren, dann ist die Form von w: 
0 


1 Aj, Aj, A; ‘i : 
(13) Qantk (w—a,)? dallas see - yf + 9(@), 


1 (7—a 


wo g(a) eine rationale Function von der Gestalt ist: 


unter dem «a, positive ganze Zahlen aus der Reihe 0,1,...,6—1 
verstanden. Wenn wir diesen Ausdruck in die Gleichung (9) einsetzen, 
dann erhalten wir ein algebraisches Gleichungssystem zur Bestimmung 
der Coefficienten A;, und dadurch den ersten Theil von «, welchen 
wir mit R(x) bezeichnen wollen. 

Aus der Gleichung (10) erhalten wir dann den Ausdruck von A 
in der Form: 

A — ol Rlaae v, 
wo v in Folge der Beschaffenheit von g(x) im Falle, dass eine rationale 
Lisung q, wirklich existirt, eine rationale ganze Function sein muss. 
Wenn wir also diesen Ausdruck von A in die Gleichung (8) einsetzen, 
dann erhalten wir eine homogene lineare Differentialgleichung fiir v: 


d°v ad? y d?—* 
dx° + Q: dx? 1 + Q, dz?—2 + 7 oo Qa = 0. 


Diese Gleichung muss eine rationale ganze Lésung haben, Ob sie eine 
solehe Lésung hat, oder nicht, das lisst sich leicht entscheiden durch 
Kinsetzen einer ganzen Function mit unbestimmten Coefficienten, die 
man nach einander recursiv bestimmt. Der Grad dieser ganzen rationalen 
Function lisst sich vorneherein durch Aufstellung der determinirenden 
Gleichung fiir die Stelle oo festlegen. — Wenn diese Differential- 
gleichung keine ganze rationale Lisung hat, dann ist die gegebene 
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Gleichung (1) gewiss irreducibel. Hat ste aber eine oder mehrere 
soleche Lésungen, dann miissen wir zur Bestimmung der tibrigen Coef- 
ficienten der Gleichung (2) schreiten. Wir sahen, dass aus dem 
System (7) eine homogene lineare Differentialgleichung fiir A; auf- 
stellbar ist. Sei diese erirne 


a a 


Aus (5) ersehen wir, dass 


A; = qa& e 
Wenn wir jetzt in diese Gleichung 
eae yA 


substituiren, wo A den friiher bestimmten Ausdruck bedeutet, dann 

erhalten wir eine homogene lineare Differentialgleichung fiir y. Hat 

diese Differentialgleichung in y keine rationale Lésung, so ist die 

gegebene Gleichung (1) irreducibel; wenn sie aber rationale Lésung 

hat, und die tibrigen, fiir die anderen Coefficienten analog gebildeten 

Gleichungen ebenfalls, dann kann die Gleichung reducibel sein. 
Wenn nimlich die so bestimmten rationalen Functionen 


G1 Io - + + Im 
sind, dann miissen wir nur nachsehen, ob die Gleichung (1) mit der 
Gleichung 
ener tar” +--+ ape Z 

gemeinsame Lésungen hat oder nicht. Diese Frage ist aber bekannt- 
lich nach der Methode zu behandeln, welche dem Aufsuchen des gréssten 
gemeinsamen Theilers analog ist, oder nach einer Methode, welche 
der Resultantenbildung nachgebildet ist. — 

7. Um an einem Beispiel die Lésung der aufgestellten Riccati’schen 
Gleichung durchzufiihren und zugleich die Bedingungen der Reducibilitiat 
in einem ausgezeichneten Falle zu behandeln, werden wir die uoth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen der Reducibilitaét der hyper- 
geometrischen Differentialgleichung aufstellen. 


Es sei die hypergeometrische Differentialgleichung in bekanuter 
Form: 


1 
(14) w(1—a) £% + [y — (@ + 6+1)2] $Y — apy =0. 
Die Riccati’sche Gleichung ist in diesem Falle die Differentialgleichung, 


welcher e geniigt. Wir stellen statt dessen die Gleichung auf, welcher 
=! st y—(a+6+1)e 


22(1—2) 


geniigt, denn mit fw muss auch « rational sein. 
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Diese Gleichung ist aus der Gleichung (9) leicht zu bilden. Sie ist: 


e d h k k, 
(15) tw tet Bt et ano 
wo wir der Kiirze halber die folgenden Bezeichnungen einfiihrten: 
1 
h, =k, = — af —>y(y -a«—B—1), 


2=—() +2, 


hy = — (285 Pa HY _ oe ot 





Wenn die rationale Function « von 0 und 1 verschiedene Pole hat, 
so kann sie diese nach unseren allgemeinen Bemerkungen nur in der 
ersten Ordnung besitzen. Wenn ¢ ein solcher Pol ist, dann ist es 
aus der Gleichung (15) leicht ersichtlich, dass der Coefficient von 
(«—c)— nur 1 sein kann, also die rationale Function « diese Pole 
nur in der Form 

g (2) 

g(x) 


- 


enthalten kann, wo g(#) eine rationale ganze Function von 2 ist. 
Aus der Gleichung (15) ersehen wir auch, dass w iiberhaupt keine 
Pole von héherer als der ersten Ordnung enthalten kann, folglich ist 
wu von der Form: 


(16) wm ty oe 4 oe. 


Wenn wir diesen Ausdruck in die Gleichung (15) einsetzen, und die 
erhaltenen Ausdriicke in Partialbriiche zerlegen, erhalten wir zunichst 
die folgenden Gleichungen fiir «, und a, 


2 
2 Y Y 
bad | — a, = (2) — 9 
—a—p—1\2 —e—~S— 2 
ti? ty = (CHES P= NY 4 roe Pa, 


woraus wir fiir «, und a, die folgenden Werthsysteme erhalten: 


, rd ” Y 

a, hs a, = is, 
(17) , y—a—B—1 ” 1 6-4-3 
a, = es Qs —— —_— os 





Zur Bestimmung der ganzen Function g(x) erhalten wir sodann 
aus (15) die hypergeometrische Differentialgleichung 


(18) g’a(1—a) + 2g'[a,(1—«) + a, 2] + (20, 0,+h,)g = 09. 


Die héchste vorkommende Potenz von 2 liefert uns hier die Gleichung 


(19) — n(m—1) + 2 (ty — 0%) + 2 a — a — 5 9(y —a—fB—1)=—0, 
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wo » den Grad der ganzen Function g(x) bedeutet. Wenn wir in 
diese Gleichung die vier méglichen Combinationen der Werthe von 


@,, @, aus (17) einsetzen, dann erhalten wir die folgenden vier Werth- 
systeme fiir n: 


(20) 1)n—=—a, 2)n—=—a+1, 3)n=—a—y, 4)n=a—y+1, 
n=—B; n=—B+1; n=—fP—7; n—p—ytl. 
Wir erhalten also auf diese Weise das bekannte Resultat, dass die 


hypergeometrische Differentialgleichung dann und nur dann reducibel 
ist, wenn eine der 4 Grdéssen: 


a, B, 7 er B 
eine negative ganze Zahl ist. Aus Gleichung (18) erhalten wir dann 
nach einander die Coefficienten der ganzen hypergeometrischen Func- 
tionen g(2). 

8. Bei diesem Beispiel gestaltete sich die Behandlung der Riccati’- 
schen Gleichung, auf welche die Bestimmung des Coefficienten gq, 
zuriickgefiihrt wurde, besonders einfach. Der Grund der Vereinfachung 
lag darin, dass die behandelte Differentialgleichung nur reguliire 
Integrale besitzt. Wenn die zu untersuchende Differentialgleichung 
nur regulire Integrale besitzt, so wird die Behandlung der Riccati’schen 
Gleichung immer vereinfacht; denn in diesem Falle sind die in 5) 
bestimmten oberen Grenzen der Ordnungszahlen alle gleich 1. In diesem 
Falle kénnen wir sogar die méglichen Zahlenwerthe von A;; welche 
wir jetzt blos mit A; bezeichnen wollen (Gleichung 13) von vorne- 
herein in endlicher Zahl angeben; denn in diesem Falle ist: 


i= ys +> 7 = 


und wenn wir fiir die Stelle a; die determinirende Fundamentalglei- 
chung aufstellen, so lautet diese folgendermassen: 


¢(@ — 1) (e—2)-- -(e—m-+ 1) + e-(e—1)--:(g—m 42)4;+---=0 
oder geordnet: 

m m(m — 1) (ee 

gm — (mm = — Aj) @ 4}. ++ am, 
Die Summe der Exponenten ist also im Punkte a; 


21) on ioe 


Aus der determinirenden Fundamentalgleichung fiir die gegebene, 
urspriingliche Gleichung (1) fiir den Punkt a; sind aber die Exponenten: 


01 O2- ++ Qn 
bekannt, Aus dieser Reihe mtissen wir also auf alle mégliche Arten 
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m Exponenten auswihlen. Die Summe einer Combination von m Ex- 
ponenten muss mit dem Werth des Ausdrucks (21) gleich sein, folglich 
haben wir nur eine endliche Anzahl von Méglichkeiten zur Bestim- 
mung von A;. — 

9. Es wurde schon erwahnt, wie die Irreducibilitiit der linearen 
Differentialgleichungen mit der Monodromiegruppe zusammenhingt. 
Wenn niamlich gewisse Lésungen der Gleichung (1) 

| A? ore ae 
wo m < m, vorhanden sind, so beschaffen, dass bei einem jeden Um- 
lauf der unabhingigen Variabeln eine jede dieser Lésungen in eine 
andere von der Form 
Ci Y, + Ci2  - + il 4- Cim Bu 
iibergeht, dann ist die Gleichung reducibel; denn in diesem Falle 
bleiben die Coeffieienten der Gleichung: 


2 = Y, eee Se 
ra = ‘gon | 
ie & & av & 
|: ° ° ome 


g™ Y;” y” a y,” | 


nachdem durch den Coefficienten von 2™) dividirt wurde, bei einem 
jeden Umlauf der unabhingigen Variabeln unveriindert; sie sind also 
eindeutige Functionen von #; und umgekehrt, wenn die Gleichung: 


glm) -+- Q; gim—1) te eas -- Qm# =n O 
mit eindeutigen Coefficienten 
fe are * 
zu Lésungen hat, dann kann eine jede dieser Lésungen bei einem 
beliebigen Umlauf von 2 nur in eine andere Lésung 


Cy Y, + Co Y, + ete: + Ga Fan 
iibergehen. Wir sehen, dass bei diesem Criterium die urspriingliche 
Frobenius’sche Bestimmung der Irreducibilitit zu Grunde liegt. 
Wenn wir nicht nur die Eindeutigheit, sondern die Rationalitat der 
Coefficienten wiinschen, dann miissen wir statt der Monodromiegruppe 
die Rationalitétsgruppe der Gleichung zu Grunde legen. 

Ohne auf die betreffenden Untersuchungen der Herren Picard und 
Vessiot hier niiher einzugehen, bemerke ich nur, dass zu einer jeden 
homogenen linearen Differentialgleichung eine homogene lineare alge- 
braische Gruppe gehdrt von solcher Beschaffenheit, dass eine jede 
rationale Function der Lésungen (und ihrer Differentialquotienten), 
welche bei dieser Gruppe numerisch invariant bleibt, rational durch 





| 
| 
-° 
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die Coefficienten der Gleichung (und ihrer Differentialquotienten und 
der adjungirten Functionen) ausdriickbar ist und umgekehrt. 

Nehmen wir an, dass diese Gruppe im Lie’schen Sinne transitiv 
ist, d. h. dass es méglich ist eine jede Lésung 


Yi Y2 +++ Yn 
durch passende Bestimmung der Parameter der Gruppe in eine jede 
Lésung 

Y,Y¥,... Yn 
zu tiberfiihren. Wenn dann eine Lésung y eine algebraische Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten 


(23) p(y) =0 
befriedigt, dann muss auch eine jede andere Liésung diese Gleichung 
befriedigen; denn (y) als 0 ist ja rational durch dig Coefficienten der 
Gleichung ausdriickbar, sie bleibt also bei der Gruppe invariant. 
Durch die Gruppe kann aber y in eine beliebige Lésung itibergefthrt 
werden, folglich geniigt eine jede Lésung der Gleichung (1) der 
Gleichung (23). Die gegebene Gleichung ist also irreducibel auch in 
dem Sinne, dass sie mit keiner anderen auch nicht linearen Differential- 
gleichung (mit rationalen Coefficienten) von niedrigerer Ordnung ge- 
meinsame Lésungen haben kann. 

Wenn hingegen die Rationalititsgruppe so beschaffen ist, wie es 
nach dem Jordan’schen Satze die Monodromiegruppe im Falle der 
Reducibilitit sein soll, d. h. wenn gewisse Lésungen 


| a A 


vorhanden sind, welche durch die Rationalitiitsgruppe nur in Lésungen 


von der Gestalt: 
C1 XY, + Gig Yo +--+ + Cim Ym 


iibergefiihrt werden kénnen, dann sind die Coefficienten der Gleichung 
(22) bei der Rationalitatsgruppe invariant, folglich rational durch die 
Coefficienten der Gleichung darstellbar; dann ist also die Gleichung 
auch in dem Sinne reducibel, dass sie mit einer anderen linearen 
Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung — mit rationalen Coeffi- 
cienten — Loésungen gemein hat. 

Umgekehrt, wenn eine lineare Differentialgleichung von der 
m <n" Ordnung mit rationalen Coefficienten existirt, welche ihre 
simmtlichen Lésungen mit’ der gegebenen Gleichung gemein hat, dann 
ist die Rationalititsgruppe so beschaffen, wie es der Satz von Jordan 
von der Monodromiegruppe wiinscht. Sei nimlich die lineare Diffe- 
rentialgleichung von der m'*® Ordnung die folgende: 


(24) yo oa q; ym) 1 gy") -h are? + YnY _— 0 








| nd — “ an 
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und ein Fundamentalsystem der Lésungen: 


(25) Be te++s Die 
dann muss bei der Rationalitiitsgruppe die lineare Schaar 


a, Y,+ a, ¥,+ +--+ anYn 

invariant bleiben; denn gabe es eine Transformation in dieser Gruppe, 
welche eine solche Lésung in eine, nicht in dieser Schaar enthaltene 
Y iiberfiihrte, dann miisste die Gleichung (24) — da die linke Seite 
doch rational ausdriickbar ist (indem sie 0 ist) also bei dieser Trans- 
formation invariant bleibt — durch Y befriedigt werden, was nicht 
moglich ist, da doch (25) ein Fundamentalsystem der Lésungen ist. — 

10. Zuletzt will ich noch einen speciellen Fall, welcher von 
Herrn Frobenius behandelt wurde, anfiihren, wo man leicht nach- 
weisen kann, dass die Gleichung reducibel ist. Herr Frobenius*) 
bewies den Satz, dass wenn mit y, zugleich ; 


(26) 1 (Ys) = CoA Hey oy” est Gay, 
wo die Coefficienten rationale Functionen von x bedeuten, eine Lésung 
der Gleichung (1) ist, diese Gleichung gewiss reductibel ist. 
Wenn y, ein anderer Zweig von y, ist, dann ist auch, wie leicht 
zu sehen 
1 (Yo) = CoY2 + Yo + CY. e+ + Crary? 
eine Lésung der Gleichung (1). Wenn also 
(27) WY2+++ Yn 
m von einander unabhingige Zweige von y, sind, dann sind auch 
(28) T(Yi)s 7(Yo), «+ +» T(Yn)s 
die wir der Uebersicht halber mit 
Nis Nev +++ Yn 
bezeichnen wollen, Lésungen der Gleichung (1). Wenn diese Lésungen 
uicht unabhingig wiren, d. h. wenn zwischen ihnen eine Gleichung 
71M + 2% +++ + Yntn = 0 
mit constanten Coefficienten bestiinde, so wiirde 
U= 7191 TF 2Y2 Fo + YnYn 
der folgenden Gleichung 


Cot 4- c,u’ + ou” tee. + eu) = 0 


geniigen, d. h. einer homogenen linearen Differentialgleichung von 
der » — 1" Ordnung mit rationalen Coefficienten; die Gleichung (1) 
wire also gewiss reducibel. Die zwei Fundamentalsysteme (27) und 
(28) sind in einer sehr engen Beziehung zu einander; wenn wir namlich 


*) Frobenius, Journ, f. r. u. ang. Math. 76, und Hamburger ib, 110, 
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mit der unabhingigen Variabeln einen beliebigen Umlauf machen, 
welche in der Reihe (27) die Substitution 


| 
| “a ig + ++ Bin 


| Go, Bon . 2+ Gon 





7" oe eal 


verursacht, dann wird durch denselben Umlauf in der Reihe (28) die- 
selbe Substitution hervorgebracht. Diese Functionen sind, nach der 
Benennung des Herrn Klein verwandte Functionen. Den Satz des 
Herrn Frobenius kénnen wir also in folgender durchsichtiger Weise 
fassen: Wenn einer homogenen linearen Differentialgleichung verwandte 
Fundamentalsysteme geniigen, dann ist sie reducibel. 

Den Satz kénnen wir mit Beniitzung des Verwandtschaftsbegriffs 
folgendermassen beweisen: Es existirt immer eine Lésung, welche 
bei einem Umlauf um einen singuliiren Punkt mit einer Constanten 
multiplicirt wird. Sei eine solche Lésung, welche zum _ singuliren 
Punkt a gehért, die folgende: 


W = YY 1 Y2Y2 ++ + YnYn, 
welche bei einem Umlauf um a in sw iibergeht. Dann geht nach 
dem Begriff der Verwandtschaft bei diesem Umlauf auch 


= 71% TF Y2M2 1° Yan 
in s@ iiber. Diese Lésungen kénnen daher — von den Ausnahmefiillen 
abgesehen, wo die simmtlichen Unterdeterminanten der zugehérigen 
Fundamentalgleichung verschwinden — nur um einen constanten Factor 
von einander verschieden sein, also: 

ao = kw. 

Wenn wir in diese Gleichung den Werth von  einsetzen und nach 
den rationalen Coefficienten ¢),¢,,..., Ca. ordnen, dann erhalten 
wir die Gleichung: 
(29) (¢, —k)w+e,w’ + e.w" +-+-+ ew) = 0, 
welche beweist, dass die Gleichung (1) reducibel ist. — Dass der 
hiermit aufgestellten Gleichung (29) gerade diese ausgezeichnete Lésung 
geniigt, welche sich bei dem Umlauf der unabhiingigen Variabeln 
multiplicativ verhilt, das liegt in der Natur der Sache. Denn, wie 
leicht einzusehen ist, miissen in jedem Falle, wenn die Gleichung 
reducibel ist, soleche ausgezeichnete Lésungen auch der Gleichung 
niedriger Ordnung geniigen, — diese letztere Gleichung muss ja auch 
solche Lésungen haben, die sich multiplicativ verhalten — und wenn 
nur nicht der genannte besondere Ausnahmefall vorhanden ist, 80 
sind diese Lésungen bis auf constante Factoren bestimmt. — Wenn 
aber der genannte Augnahmefall eintritt, niimlich dass bei einem jeden 
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singuliren Punkt unendlich viele Integrale vorhanden sind, die bei 
den Umliufen mit derselben Constanten multiplicirt werden, dann 
kénnen wir die Reducibilitit unserer Gleichung in folgender Weise 
beweisen : 
Wenn 
WW, ..~ We 
die von einander unabhiingigen Liésungen der Gleichung (1) sind, die 
bei einem Umlauf um den singuliren Punkt a alle mit s multiplicirt 
werden, wo 
Wi = YY 1 Vi2Yo +++ + YinYns 
t=—1,2,...,@, 
dann werden die analog gebildeten Liésungen 
G11 oy + oy By, 
wo 
OO; = YirNy + Vi2N, +++ + inn, 
bei diesem Umlauf ebenfalls mit s multiplicirt. Es bestehen also 
folgende Gleichungen: 
(30) Qa;=— Ai, + hin Wy -++ eee +- dip We, 
¢—_1, 2,..450@ 
Wir multipliciren diese Gleichungen (30) der Reihe nach mit den 
unbestimmten Constanten: 
Hy Hoy ++ +» Ue 
und bestimmen diese so, dass eine Gleichung besteht: 
(BL) fy @y Mg Dy $F +++ + Mey = K(u, w, + Wy W, + +++ + MeWy). 
Zu diesem Zweck miissen wir k so festlegen, dass das folgende 
Gleichungensystem besteht: 
By day ghey +++ + Ugder = wh, 


My Ay, Wa dgn ++ + Medes = Mk, 
(32) ; ; er ; 


Uy Are + Modag + +++ + eden =Uok, 
also & eine Wurzel der folgenden Gleichung ist: 
Rees Ap cee Me 4 
Aioy Ang — hh, .2 Ags 
(33) 4 P coy : ant 


| ’ 


Ate, Azo, adie hoo om k 

Ist k Wurzel dieser Gleichung, dann kénnen wir aus dem System (32) 
die Coefficienten 

Mis Uo» ++ +7 He 
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eindeutig, oder mehrdeutig so bestimmen, dass jedenfalls die Gleichung 
(31) besteht. Wenn jetzt 


Hy Pie + Me Vai + + + + + MeV ei 
mit ¢; bezeichnet wird, und 


U = 84, 1 EQYo +++ + Enns 
so gentigt « der homogenen linearen Differentialgleichung von der 
nm — i Ordnung: 
(¢, —k)u+teu’ + eu” +--+ + cul) = 0; 

die vorgelegte Gleichung ist also auch in diesem Falle reducibel 
und wir erhalten zugleich eine ausgezeichnete Lésung der Gleichung 
niedrigerer Ordnung, welche sich bei dem Umlauf um den Punkt a 
multiplicativ verhiilt. *) 


Géttingen, im Januar 1894. 


*) Nachtriglich habe ich von einer Arbeit des Hrn. Bendixson (Stockholm, 
Ofversicht, 1892) Kenntniss erhalten. Ein Theil der unter 4 und 5 enthaltenen 
Entwicklungen meiner Arbeit ist durch die Abhandlung des Herrn Bendixson 
iiberfliissig geworden und wurde nur des Zusammenhanges halber beibehalten. 


Marz 1894, E, B. 


































Die symmetrischen Functionen bei den linearen homogenen 
Differentialgleichungen. 


Von 


E. Bexe in Budapest. 


: —— 


In den Untersuchungen, in welchen die Herren Picard und 
Vessiot die Theorie der algebraischen Transformationsgruppen zur 
systematischen Behandlung der linearen Differentialgleichung so heran- 
zogen, wie die Galois’sche Theorie die Gruppen der Substitutionen von 
nm Elementen zur Behandlung der algebraischen Gleichungen, spielt 
die allgemeine homogene (n? gliedrige) lineare Gruppe eine ebensolche 
wichtige Rolle, wie die allgemeine Substitutionengruppe von der Ord- 
nung »! bei den algebraischen Gleichungen. So wie bei der gruppen- 
theoretischen Behandlung der algebraischen Gleichungen diejenigen 
Functionen, welche bei simmtlichen Substitutionen unverandert bleiben 
— die symmetrischen Functionen — eine fundamentale Wichtigkeit 
haben, so sind in dieser Theorie diejenigen rationalen Functionen der 
Fundamentallésungen von grundlegender Bedeutung, welche bei der 
allgemeinen homogenen Gruppe invariant bleiben. Solche rationale 
Functionen der Lésungen (und ihrer Differentialquotienten) der ho- 
mogenen linearen Differentialgleichungen, welche bei dieser Gruppe 
invariant bleiben, wollen wir symmetrische Functionen der Fundamental- 
lésungen nennen. Die Wichtigkeit dieser Functionen besteht darin, 
dass die ,,Rationalititsgruppe“ der allgemeinen homogenen linearen 
Gleichung, um den von Hrn. F. Klein vorgeschlagenen Ausdruck zu 
gebrauchen, eben die allgemeine homogene lineare Gruppe ist; folglich 
im Sinne dieser allgemeinen Theorie: Die symmetrischen Functionen 
der Fundamentallisungen (und ihrer Differentialquotienten) durch die 
Coefficienten der Gleichung (und durch ihre Differentialquotienten) 
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rational ausdriickbar sind. Wir wollen hier einen dusserst einfachen 
Beweis dieses bekannten Satzes geben. Sei eine homogene lineare 
Differentialgleichung : 


Fe tA + ar +--- + ng O 
mit dem Fundamentalsystem: 
Yi Yo - ++ Yn- 


Dann beweisen wir zuerst, dass eine symmetrische Function, welche 
keine héheren Differentialquotienten als die » — 1 enthilt, nur eine 
Constante sein kann. Sei 


R a Ry, , Yo: - + +) Yur Ys os + Ynys Yr”) HO) 
eine symmetrische Function, dann muss identisch: 
i See eee a sss Bas Se 0s Oss ss Be 
sein, wenn: 
Vy = G41 + 2H. + +--+ QinYn, 


Ly = Gy Yy + Gyn Yo +++ + + danYn, 
(2) . f ; ee 2 


Y,= AniY; + An2 Yo + hie + Ann Yn» 


wo die Coefficienten a;, beliebige Gréssen sind. Da die Gleichung (1) 
eine Identitait ist, so muss sie bei einem jeden Werthsystem von ay 
bestehen, wenn auch die eingefiihrten 


cs ...% 


kein Fundamentalsystem bilden. Nehmen wir statt der Coefficienten 
a;, die nach den Elementen der letzten Zeile genommenen Unter- 
determinanten der Determinante 


Y; Yo en 4 Yn 

Y Yo Yn 
A=|% % Yn | 

y ~1) yo-) irs yo) | 





und zwar so, dass: 


Gag Se Ggg om ss way 
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Dann wird nach 1) identisch: 
R= R(0,...0,...4, A,... A) = F(A). 


Die symmetrische Function ist also eine rationale Function von A. 
Wenn wir aber die Substitution (2) machen, dann wird A mit der 
Determinante A von (2) multiplicirt, es miisste also identisch: 


(3) R = F(Ad) 


bei jeder beliebigen Zahl A sein; eine solche Function kann aber 
bekanntermassen nur eine Constante sein; folglich ist eine symmetrische 
Function der Fundamentallisungen, welche diese hodchstens bis zu den 
Differentialquotienten der n — 1% Ordnung enthdlt, ganz wnabhingig 
von diesen Grdssen. 

Wenn wir nun eine symmetrische Function haben, welche auch 
hohere Differentialquotienten enthilt, dann driicken wir die, Differential- 
quotienten, deren Ordnung grésser als » — 1 ist, durch die ersten n 
Differentialquotienten (y als y gerechnet), mittels der gegebenen 
Differentialgleichung aus, wodurch wir die Coefficienten der Gleichung 
und deren Differentialquotienten einfiihren. Aus dem bewiesenen Satze 
folgt daher, dass eine jede rationale symmetrische Function der Funda- 
mentallésungen rational durch die Coefficienten der Gleichung (und deren 
Differentialquotienten) ausdriickbar ist, was zu beweisen war. — Wir 
bemerken noch, dass dieser ganze Beweis auf dem Satze 3) fusst, und 
da dieser Satz auch giiltig ist, wenn wir uns nicht auf rationale Func- 


tionen beschrinken, so hat also auch der bewiesene Satz — natiirlich 
abgesehen von der rationalen Darstellbarkeit — eine allgemeinere 
Giiltigkeit. 


Wir wollen zwei kleine Anwendungen dieses Satzes mittheilen, 
um zu zeigen, wie man ihn bei der Resolventen- und Resultanten- 
bildung bentitzen kann. 

Die erste Anwendung sei die Bildung der Resolventengleichung 
fiir die Summe der Lésungen zweier linearen Differentialgleichungen 
ohne gemeinschaftliche Lésungen. Die zwei Differentialgleichungen 
seien: 


a MMH ¥ Fry + pry + + pay =O, 


oR + arr + ar "+ --- + 69, 
mit den Fundamentallésungen : 
YsYo--.Yn UNd 8,2... Bm. 


Dann ist die gesuchte Gleichung, welcher simmtliche Lésungen der 
gegebenen Differentialgleichung geniigen, die folgende lineare homogene 
Differentialgleichung von der » + m'e" Ordnung: 


Mathematische Annaler, XLV. 20 
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by Y Y> 720 Yn ay %o) oes Sm 
iw y; re“ 2, Sarr” 

F(u)= u Y Yo +++ Yn a %o 9 oe + &m an '(, 
| . . . ee? . . 
ylrtm), yet), yrtm) er yierm), alate), aiatm), Be giatm) | 


Wenn wir diese Determinante nach der Laplace’schen Methode so 
entwickeln, dass die Determinanten der aus den ersten n+ 1 Vertical- 
reihen gebildeten Matrix mit den entsprechenden adjungirten multi- 
plicirt werden, und dann nach den linearen Factoren: 


SB, 6, BW, ooo OM 


ordnen, dann besteht der Coefficient von jeder u™ aus solchen 
Aggregaten: 





(i) , (és) (4) | wtf) (Ay) (hm) 
Hi Ye 2. Ya nn” & .~.+k& 
' G. “a. | «a h (h,,) | 
Yd an | T od pe “ps 
. jt aa | | 
| | ‘ 
| | ” 
| Gy) (ig) (in) | | (ym) Cogn) (him) 
| 41 s Y2 . - 2 + Yn ai a4 = 22 m3 a 


wo die Zahlen i,%,...% und h,h,...hm in gewisser Reihenfolge 
mit den Zahlen: 


0,1, 2,...(k—1), (A+1),...n-+m 


iibereinstimmen, Diese Aggregate sind nicht symmetrisch, aber sie 
werden symmetrisch, wenn mit dem Product: 


| YW Yo » © + Yn | 4 & o 0 0 bm | 
| , , , | , a? , | 
Y Yo » + © Yn | | a &o o 0 « &m } 
F ” ” ” ” ” 
(5) Y;" Yo << | z, By ee | 
3 . *-. . . . *_*e* @ . } 
(n—1) . (n—1) (nm—1) | | .Gm—1) .(m—1) (m—1) | 
| Yi Y2 «+ Un | 41 22 oa “ | 


dividirt wird. Dieses Product ist aber bekanntlich: 


eS (prta) dz 

. . ? 
folglich ist pSivcta) de , F(u) <0 

die gesuchte Gleichung, deren Coefficienten nach dem bewiesenen Satze 

rational durch die Coefficienten der Gleichungen ausdriickbar sind. — 

Die zweite Anwendung bezieht sich auf die Resultantenbildung: 

auf die Bildung eines Ausdruckes, welcher dann, und nur dann 

identisch verschwindet, wenn zwei gegebene homogene lineare Diffe- 
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rentialgleichungen gemeinsame Lésung besitzen.*) Seien die gegebenen 
Gleichungen wieder die unter (4) gegebenen. Wenn eine Lisung der 
ersten Gleichung: 


Y= 6,4; + CY. +--+ + CnYn 
die zweite Gleichung befriedigen soll, dann muss also: 
(6) PY) = 4 P(Y) + Pe) + +++ + CrP Yn) = 0 
sein. Wenn wir diese Identitiit (»— 1) mal hinter einander differentiiren 
und die Constanten eliminiren, erhalten wir als nothwendige Bedingung: 


|PW:), PY), ++ PYn) | 
PCY)» PYa)s ++ + Pn) | 
R=|P CY), Pr), ++ Pn) =o. 


| (ys), GY (Yo), «+ = PO? (Yn) 
Andererseits, wenn R= 0) ist, dann gentigen 
P(Ys1), P(Ye) --- PYn) 


einer homogenen linearen Differentialgleichung von der » — 1'" Ordnung: 


| 2, Y (Yo), ++ P(Yn) 
| a’, Pp (Yo), +++ P (Yn) | 
a", (Yo), ++ 9" (Yn) 


| |= 0, 
a | 





gin—l), gy") (y.), ey gy) (yn) 
folglich muss zwischen ihnen eine lineare Relation (6) bestehen, woraus 
wieder folgt, dass Y eine gemeinsame Lésung der Gleichungen ist. 
Wenn k Liésungen gemein sind, dann bestehen & lineare Gleichungen 
(6), woraus leicht zu folgern ist, dass die simmtlichen Unterdeter- 
minanten » — k + 1’ Ordnung verschwinden. Der Ausdruck von R 


ist nicht symmetrisch, aber, wenn mit der Determinante 


Yi» = Ya» s+ Yn 


, ’ , | 
Yi» Yor +++ Yn | 
| ” ” ” 
Aa\"» Ye» 7700 We er 
th . a . 
i . e - eas ; i 
n— n— n—1) 
Yi » ¥2 rere Yn | 


dividirt wird, dann wird der Ausdruck symmetrisch und ist also durch 
die Coefficienten der ersten Gleichung rational ausdriickbar. Wenn 
die gegebenen Gleichungen von der zweiten Ordnung sind: 


*) Von Escherich: Denkschriften der Wiener Academie Bd. 46, 1883. 
20* 
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f(y) =y" + py’ + qy =0, 
p(y) =y" + Py’ + Qy =0, 


dann ist die auf diese Weise gebildete Resultante, welche natiirlich 
in den Coefficienten der zwei Gleichungen symmetrisch gebaut ist: 


Q? +a — Op —qP'+ QP + ap'+ Op? + gP? — 2Q¢ + Pa’ 
+ pQ — PQ’ — pq pPQ — Ppq=0. 


Gottingen, im Mirz 1894, 





Ueber einen Algorithmus zur Berechnung der n*" Wurzel aus a. 
g g 
Von 


CArL Scoumipt in Mainz. 


In den Banden 29 und 31 der mathematischen Annalen sind von 
den Herren Netto und Isenkrahe Beispiele fir iterirte Functionen, 
ihre Convergenzbedingungen und theilweise auch ihre Convergenz- 
bereiche im Gebiete der realen Variablen betrachtet worden. Ich will 
im Folgenden ein neues Beispiel behandeln, niimlich den Algorithmus 


n—l a 
%, = —— & + —3» 


NZ 


n—1 a 
Ly = —— 4, + ——,, 
; " : no," 


i 

der auf die »'* Wurzel von a fiihrt. Dieses Beispiel diirfte ein ge- 
wisses Interesse darbieten. Denn die iterirte Function ist sehr einfach 
rational und die Convergenz ist sehr stark. Ausserdem wird die 
Variable nicht nur auf reale Werthe beschriinkt. Fir den Fall der 
Quadratwurzel (n = 2) ist das Ergebniss tiberraschend einfach. Dann 
zerfallt die Ebene der complexen Zahlen in zwei Convergenzbereiche, 
die durch eine gerade Linie von einander getrennt sind. Diese gerade 
Linie enthiilt alle diejenigen x, welche gleichweit von den beiden 
Punkten, die die Quadratwurzeln aus a darstellen, entfernt sind; sie 
ist also die Mittelsenkrechte der Verbindungslinie der beiden Punkte.*) 
Liegt x auf dieser Linie, so convergirt der Algorithmus nicht. In 
jedem andern Falle convergirt er gegen denjenigen Werth von /a, der 
dem Anfangswerthe z am niichsten liegt. Der Grenzwerth lisst sich 
auch als eine unendliche Reihe von rationalen Functionen von x dar- 
stellen, niimlich in der Form 


a + (a, — 2) + (m— m+. 


*) Ich will mich im Folgenden immer der bequemen und anschaulichen aus 
der geometrischen Darstellung der complexen Zahlen entspringenden Ausdrucks- 
weise bedienen. 
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Und so ergiebt sich hier wieder ein Beispiel fiir die bekannte That- 
sache, dass eine unendliche Reihe von rationalen Functionen in ver- 
schiedenen Convergenzbezirken verschiedene analytische Functionen 
darsteilen kann, nimlich hier die beiden verschiedenen constanten 
Werthe von j/a. 


5. 


Es sei a=a.e, und & liege auf demjenigen Strahle, der den 
Nullpunkt mit dem Punkte 
2ain 
Va-Va.e*** 
verbindet, so dass 
aate 


to 
‘ fe 
went. ya.e” . 
gesetzt werden kann, wobei & eine positive reale Zahl] ist. Dann ist 
nach einigen leichten Umformungen 
2iin 


Pe ++ n-- 3 
“,=Ya.e rz b+ 3. 3) 


Daraus folgt, dass ~, und ebenso alle folgenden 2 auf demselben 
Strahle liegen, und setzt man nun fiir ate A 


skis 
ty = &- a .e ‘ 

so ergiebt sich fiir die positiven realen § der einfache Algorithmus 
fui—* * é + — 


d. h. es geniigt den Fall zu betrachten, wo a=—1 und 2 positiv 
real ist. 


Il. 
Betrachtet man den Verlauf der Function 


n— 1 1 
. + na 
fiir positive reale 7, so ergiebt sich, dass sie in dem Intervalle 0. 
der Variablen x von + oo bis 1 fallt, bei z = 1 das Minimum 1 hat 
und in dem Intervalle 1---oo wieder von 1 bis + oo steigt. Hs 
geniigt demnach, solche x zu betrachten, die grésser als 1 sind; denn 
ist der Anfangswerth x kleiner als me so sind doch alle folgenden « 


grosser als 1, Ist nun z > 1, so ist - < 2x, folglich x, < x. Die 


2" 
x bilden also eine abnehmende Reihe, deren Glieder immer grdésser 


als 1 bleiben; folglich muss die Reihe einen endlichen Grenzwerth 
haben. Dieser Grenzwerth muss der Gleichung 








st 


hi 


at 
Eis 


nn 


die 


er 


th 
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oder 


geniigen, kann also nur gleich 1 sein. 
Um die Starke der Convergenz festzustellen, berechnen wir x,—1. 
(m — 1) 2” —na"*+1 =(2—1) (m—1)a"—* + (n— 2) a0” Sep ; 


na na" 


4,-l=— 


Da x > 1 ist, so ist der Factor auf der rechten Seite kleiner als 
(n — 1) -+ (m—2)+---+1 | 


n 3 ° 
so dass 
n—1 —1 2 
—— (4 —1l< (a — 1)| 
ist und demnach 
4 
° 


s=t (a, — 1) <[**@—- 1] 





n—1 n—1 Qa 
~—-@~—H< [ —G- 1)| ; 
In dem allgemeineren Falle, wo a nicht gleich 1 ist, ergiebt sich 


n /- n A 

a—1%—F* n—1e— Ye)” 
2 ya 2 a 

Ist also der Anfangswerth 2 schon so nahe an /a gewihlt, dass das 

Verhiltniss des Fehlers oder der Differenz 2 — Va zu dem Werthe 


von j/a kleiner als fom -Q,1 ist, so ist schon fiir 7, das entsprechende 
Verhiltniss 
“— V4 < 2 . 0,00000001. 


Va n 


Ii. 


Wir wollen jetzt den Fall betrachten, wo a auf einem Strahle 
liegt, der vom Nullpunkt ausgeht und den Winkel zweier benachbarten 
ne" Wurzeln aus a halbirt. Es sei also 

im = 2-1) ae 
=t-/ae™-e * , 
wobei € eine positive reale Zahl ist. Dann ist nach einigen Um- 


formun gen 
im = (2A 1) zi 


n n n n—1 1 
a= Va-e"-e ( ie an) 
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Setzt man also 
io (2241) at 
— . ——a= 
ami Va-e*-e ™ , 
so wird 
n—1 1 
g, —_ n E — nen 
real, d. h. 2, liegt auf demselben Strahle oder seiner Verlingerung 
tiber den Nullpunkt, und dasselbe gilt auch von den folgenden z. 
Es ist also 
im (28-4) ai 
nj _— 
t= h&-fa-e"e ” ’ 
wobei & positiv oder negativ real ist, und die € durch folgenden 
Algorithmus zusammenhiingen 
n—1 1 
Fai = —— §, eaten ng 
Wenn nun die Reihe der & einen endlichen Grenzwerth hat, so 
muss er der Gleichung 





oder 
g* = — 1 

geniigen. Da nun diese Gleichung bei geradem n keine reale Wurzel 
hat, so folgt, dass bei geradem » auf dem genannten Strahle keine 
Convergenz stattfinden kann, 

Bei ungeradem m geniigt der Gleichung der Werth § = —1, 
und in der That convergirt dann die Reihe der £, wenn eine unendliche 
Anzahl von wohlbestimmten Anfangswerthen ausgeschlossen wird, gegen 


den Grenzwerth —1, und mithin die Reihe der x gegen diejenige 
ne Wurzel aus a, welche auf der Verliingerung des Strahls liegt. Die 
1 


rl - n— . ° - . 
Function - —— 5 der Variablen x steigt, wenn x von 0 bis 


nao" 


n 
. , , . ; 1 
+ co wiichst, stetig von — oo bis + co und wird bei r= / 
© n—1 
n 7 
, ~ - 1 
gleich 0. Ist nun der Anfangswerth € grésser als V ai? 8 muss 
doch, weil 


_— m—1s i 
i= fp 
ist n—t1 d 4 n—1\2 ° di 
ist, § << ——-&, und & < — -& sein u.s.w., so lange die 
— positiv sind. Daher muss schliesslich ein Glied der Reihe entweder 


~ 


ness 
, i : ; 
gleich at oder kleiner werden. Im ersten Falle wird das folgende 
& gleich 0, das weiter folgende gleich —oo, und jetzt muss der 
Algorithmus abgebrochen werden. Im anderen Falle werden alle 











on 
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folgenden § negativ und haben den Grenzwerth — 1, denn setzt man 


jetzt an Stelle von & in den Gleichungen — &, so erhilt man den 
friiher betrachteten iyi 
fu = -h+- — 


Auszuschliessen sind also nur ceaiian Werthe, welche schliesslich 
nn 
auf y fiihren, nimlich 


ne VS. 


2) diejenige Stelle §”, welche der Gleichung 


, m—1 gy, 1 
ga Mtg” _ 


n ne” 





geniigt , 
3) diejenige Stelle §”’, welche der Gleichung 
gv m—1 eee 1 
= n 5 née” n—l 


geniigt u. s, f. 


IV. 

Es soll jetzt der Convergenzbereich im Gebiete der complexen 
Zahlen fiir den Fall der Quadratwurzel (n = 2) festgestellt werden. 
Ks sei zuniichst a= 1, da der allgemeine Fall durch eine einfache 
Substitution auf diesen besonderen Fall zuriickgefthrt werden kann, 
Dann ist 


1 1 
t= 5(« + =); 

1 1 
Ly = 5\%+ zt 


Liegt der Anfangswerth x auf der imaginaéren Axe, so findet 
nach III. keine Convergenz statt. Ks sei jetzt der reale Theil von z 
positiv, dann ist zu beweisen, dass der Algorithmus gegen + 1 con- 

. , i : “i 1 
vergirt, Setzt man a,—7-e%, so liegt g zwischen om = und 

4 . 
+s: Nun ist 
” COs @ 1 
7, COS, = a2 (r r+ =); 


; sin @ I ): 
r, sin gy = —5 ( 


Infolge der ersten Gleichung ist cos g, positiv, daher liegt g, 

. 7 . 9° 
ebenfalls zwischen — = und +, und dasselbe gilt natiirlich von 
allen folgenden g. 


: r 20 ** 
Mathematische Aunalen, XLV. “ 
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Da 

ft —1 

r+ 

ist, so ist p, dem absoluten Werthe nach kleiner als m. Die absoluten 
Betriige der @ bilden also eine abnehmende Reihe und miissen einem 
Grenzwerth zustreben. Daher miissen die Briiche von der Form 
COS @ 
cos Pais 
A ein beliebig nahe an 1 gewihlter echter Bruch, so kann man den 


Index 4 so gross nehmen, dass von nun an alle Briiche von der Form 
COs M, : 

——— >A _ sind. 

COS M344 


Da nun 


tang my, = tang g- 


, die alie kleiner als 1 sind, dem Grenzwerth 1 zustreben, Ist 


COS My 1 1 
n= —*= (r2 + =) 


cos Pri 2 


ist, so ist von der bestimmten Stelle an 


nol 


1) N44 < : (n+;); 


(r 4. xy 


In Folge der 2. Bedingung bleiben alle r, grésser als A. In Folge 
der 1. Bedingung miissen die r, von einer gewissen Stelle an kleiner 


i 


2) Ya411 > A- 


nw 


1 1 ° . 9 
als 5(A + =) bleiben. Denn wenn die 7, auch anfangs noch grosser 


als diese Zahl sind, so miissen sie doch in Folge der ersten Bedingung, 
so lange sie grésser als 1 sind, bestiindig abnehmen und der Zahl 1 
als Grenzwerth zustreben. Daher muss schliesslich ein bestimmtes 7; 


, 1 1 ° . 
kleiner als *(A+-) werden, und von nun an sind alle r kleiner 


als diese Zahl. Wird aber in Folge der Rechnung ein ry einmal kleiner 
als 1, so bleibt es doch wegen der 2. Bedingung grésser als A, und 
das weiter folgende » muss wegen der 1. Bedingung kleiner als 


5(A + =) sein. Da die 7, von einer gewissen Stelle an grésser als 
A und kleiner als (A +. 3) bleiben und A beliebig nahe an 1 ge- 
wahlt werden konnte, so ist 
lim n= 3 
Daher haben die Briiche von der Form 
5-1 
ri+1 








ve 
ge 
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den Grenzwerth 0, und wegen der Gleichung 


2 
tang Pati = tang Qa° te 
" r+ 


ist lim fa = 0. 


Damit ist bewiesen, dass die Reihe der x dem Grenzwerth + 1 
zustrebt. 

Ist der reale Theil von x negativ, so multiplicire man alle 
Gleichungen des Algorithmus mit — 1 und betrachte die Reihe der 
(— a). Diese hat nach dem Vorhergehenden den Grenzwerth 1, also 
hat die Reihe der « den Grenzwerth — 1. 

Der allgemeine Fall, dargestellt durch die Gleichungen 


(- 


a 


7 Sa, ’ 


x1 + 


— 


t 


wird durch die Substitution 


F OF 


ure 


4° Va, 
iw 


wobei fa = Ya-e° sein soll, auf den im Vorhergehenden betrach- 
teten besonderen Fall zuriickgefiihrt, denn es entstehen nach Division 
durch //a die Gleichungen 


Fy 1 
S41 = 5 ( & + :.) ; 
= 2 
und da nun 


lim § = + 1 


ist, so ist der Grenzwerth der x in der einen Halbebene gleich /a, in 
der andern gleich — )/a, wiihrend auf der trennenden Geraden keine 
Convergenz stattfindet. 

Ich will zum Schluss nur noch kurz nachweisen, dass ein thn- 
liches Verhalten nicht mehr stattfinden kann, sobald » grésser als 2 
ist. Die Strahlen, welche die Winkel der benachbarten »'* Wurzeln 
aus @ halbiren, theilen die Ebene in » Winkelriume ein. Zwei auf- 
einander folgende Werthe von 2 brauchen jetzt nicht mehr, wie bei 
m = 2, in demselben Winkelraum zu liegen. Die zwischen ihnen 
bestehende Gleichung 


- a 
& = Ot 


ist nimlich fiir ~ vom m' Grade und hat demnach » Wurzeln. Ist 


x“, = 0, so ist 
ee 
= —— —e 
n—1 
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Diese » Werthe liegen auf den » vorhin genannten Strahlen. Da 
nun x eine stetige Function von 2, ist, so miissen die » Werthe 
von 2, falls x, unendlich klein wird, in beliebige Nahe der n Werthe 
pmo 
a os + * . . ° 
von | am ; tiicken; es kénnen also héchstens zwei mit 2, in dem- 
selben Winkelraum liegen, die iibrigen »— 2 Werthe miissen in 


anderen Winkelriumen sich befinden. 


Mainz, im April 1894, 
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Einleitung. 


Nachdem durch Gauss die ganzen imaginiren Zahlen in die 
Arithmetik eingefiihrt waren, untersuchte Dirichlet in einer Reihe von 
Abhandlungen*) denjenigen biquadratischen Zahlkérper, welcher die 
imaginiire Einheit ¢ und mithin alle jene Gauss’schen imaginiren Zahlen 
enthalt. Dieser biquadratische Koérper werde der Dirichlet’sche 
Zahlkérper genannt. Dirichlet hat auf denselben seine allgemeine 
analytische Methode zur Bestimmung der Anzahl der Idealclassen an- 
gewandt und insbesondere den Fall in Betracht gezogen, in welchem der 
biquadratische Zahlkérper ausser dem durch 7 bestimmten quadratischen 
Kérper noch zwei andere quadratische Kérper enthilt. Es ergiebt sich 
dann das Resultat, dass die Anzahl der Idealclassen dieses speciellen 
Dirichlet’schen Zahlkérpers im wesentlichen gleich dem Product der 
Anzahl der Idealclassen in den beiden letzteren quadratischen Kérpern 


*) Untersuchungen iiber die Theorie der complexen Zahlen; Recherches sur 
les formes quadratiques 4 coefficients et & indéterminées complexes. Werke, Bd. 1, 
8. 505, 511, 533. 
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ist. Diesen mit analytischen Hilfsmitteln gewonnenen rein arith- 
metischen Satz bezeichnet Dirichlet als einen der schénsten in der 
Theorie der imaginiren Zahlen, vornehmlich weil durch denselben ein 
Zusammenhang zwischen den Anzahlen der Idealclassen derjenigen beiden 
quadratischen Kérper aufgedeckt wird, die durch Quadratwurzeln aus 
entgegengesetzten reellen Zahlen bestimmt sind. 

Die vorliegende Abhandlung hat das Ziel, die Theorie des Dirichlet’- 
schen biquadratischen Kérpers auf rein arithmetischem Wege bis zu 
demjenigen Standpunkt zu férdern, auf welchem sich die Theorie der 
quadratischen Kérper bereits seit Gauss befindet. Es ist hierzu vor 
Allem die Einfiihrung des Geschlechtsbegriffs sowie eine Untersuchung 
derjenigen Eintheilung aller Idealclassen nothwendig, welche sich auf 
den Geschlechtsbegriff griindet. Nachdem in den ersten acht Para- 
graphen der Arbeit diese Aufgabe fiir den allgemeinen Dirichlet’schen 
Zahlkérper gelést wird, behandeln die beiden letzten Paragraphen den 
vorhin charakterisirten speciellen Dirichlet’schen Zahlkérper. Es zeigt 
sich bei der Untersuchung, dass in diesem Kérper die Idealclassen 
gewisser leicht zu kennzeichnender Geschlechter aus den Idealclassen 
der in ihm enthaltenen quadratischen Kérper zusammensetzbar sind. 
Diese auf rein arithmetischem Wege gefundene Thatsache enthilt 
zugleich den vorhin genannten Dirichlet’schen Satz iiber die Anzahl 
der Idealclassen des speciellen Dirichlet’schen Kérpers. 


§ 1. 
Die ganzen Zahlen des Dirichlet’schen Zahlkorpers. 


Der durch die imaginire Einheit i bestimmte quadratische Zahl- 
kérper werde k genannt; die ganzen Zahlen dieses Kérpers, d. h. die 
Zahlen von der Form a+ bi, wo a und b ganze rationale Zahlen 
sind, mégen ganze imaginire Zahlen heissen. Bedeutet 0 eine ganze 
imaginire Zahl, welche durch kein Quadrat einer ganzen imaginiren 
Zahl theilbar und von + 1 verschieden ist, so bildet die Gesammtheit 
aller durch i und 7/0 rational ausdriickbaren Zahlen einen Dirichlet’- 
schen biquadratischen Zahlkérper. Derselbe werde mit K bezeichnet; 
K ist der allgemeinste biquadratische Korper, welcher die imaginare 
Einheit 4 enthalt. 


Kine jede Zahl des Koérpers K lisst sich in die Gestalt 
Am tthe 
v 


bringen, wo a, B, y ganze imaginire Zahlen sind. Die Veranderung 
von /O in — YO werde durch das Operationssymbol S bezeichnet. 
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Soll nun A eine ganze Zahl in K sein, so sind nothwendig die 
Zahlen 


A+SA—* und A—sa— 26h 


ganze imaginiire Zahlen. Bezeichnet 4 eine in y aufgehende von 1 +7 
verschiedene Primzahl in k, so folgt leicht, dass sowohl a@ als B durch 
A theilbar sein miissen, und es kann mithin 4 in Zihler und Nenner 
von A fortgehoben werden. Ware ferner y durch (1+7)° theilbar, 
so folgt in gleicher Weise, dass « und 6 durch 1+ ¢ theilbar sind, 
so dass der Factor 1-+-¢ in Zihler und Nenner von A hebbar ist. 
Es bleiben mithin nur die beiden Fille y—1-+7% und y=2 zu 
untersuchen iibrig. Da das Product A.SA nothwendig eine ganze 
imaginére Zahl ist, so folgt, dass in diesen beiden Fallen die Zahl 
a? — Bd durch 2 beziiglich durch 4 theilbar sein muss. Wire 6 
durch 1 -++ ¢ theilbar, so wiirde mithin das Gleiche fiir a@ folgen und 
dann wire wiederum 1+ ¢ im Zihler und Nenner von A hebbar. 
Nehmen wir andrerseits 6 nicht theilbar durch 1+ 7 an, so folgt, 


dass 0 =F nach 2 beziiglich nach 4 ist, d. h. d muss im Zahlen- 


gebiete des Kérpers & quadratischer Rest von 2 beziiglich von 4 sein. 
Nun ist 6 quadratischer Rest von 4, sobald 6 =-+ 1 nach 4 wird, 
dagegen quadratischer Rest von 2 und zugleich quadratischer Nichtresi 
von 4, falls d=-+3-+ 21% nach 4 wird. In allen anderen Fiillen, 
nimlich fiir d =i nach 2 und d =0 nach 1+ 7 ist d quadratischer 
Nichtrest von 2. Beriicksichtigen wir, dass der nimliche biquadratische 
Kérper K erhalten wird, wenn wir unter dem Wurzelzeichen statt 0 
die Zahl — é setzen, da ja diese Aenderung einer Multiplication der 
Wurzel mit ¢ gleichkommt, so kénnen wir offenbar die Zah] 0d stets 
so annehmen, dass beidemal das obere Vorzeichen zutrifft d.h. d= 1 
beztiglich =383-+ 27% nach 4 wird. Es ergiebt sich dann leicht das 
folgende Resultat : 

Die Basis der ganzen Zahlen des Dirichlet'schen Korpers K 
besteht aus den Zahlen 1, i, 2, 12, wo Q folgende Bedeutung hat : 


fir a=1 (4) its Q—ALTS, 

a 1 F) 
» 8=842i (4) » Gath, 
” 8=% (2) ” Q=—1+/28, 
» @=0 (l+%) , Q—/a. 


Wir berechnen ferner den Ausdruck d = (Q—SQ)?; derselbe 
werde die Partialdiscriminante des Korpers K genannt: 


21° 
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fir 0=1 (4) it: d= 4, 
» 06 S38+2 (4) , d=— 200, 
» Oe (2) » aQ= 48. 
» 0 (1+ 2) 


Die gewthnliche Discriminante D des biquadratischen Korpers K 
ergiebt sich gleich 2*\d\*, wo |d| den absoluten Betrag der Partial- 
discriminante d bedeutet. 


§ 2. 
Die Primideale des Dirichlet’schen Korpers. 


Zunichst behandeln wir die von 1-+ 7% verschiedenen und nicht 
in 6 aufgehenden Primzahlen des Kérpers k; es sind unter diesen zwei 
Arten zu unterscheiden, namlich erstens: die Primzahlen 2, in Bezug 
auf welche 0 im Zahlengebiete des Kérpers K quadratischer Resi ist 
und zweitens diejenigen Primzahlen x, in Bezug auf welche 0 quadra- 
tischer Nichtrest ist. 

Die Primzahlen z der ersten Art gestatten eine Zerlegung in zwei 
von einander verschiedene Primideale des Kérpers'K. Bedeutet niimlich 
my eine Zahl in k, welche der Congruenz 0 = 7? nach dem Modul 2 
geniigt und wendet man eine friiher von mir angegebene Bezeichnungs- 
weise*) an, der zu Folge (A, B,...) dasjenige Ideal darstellt, welches 
als der grésste gemeinsame Theiler der Zahlen A, B, ... definirt ist, 
so wird 


(x, 4 +V9) (x, y —/9) = (x*, a[n+/70], x[n—Y2], 4? — 9) 
" = (x, 4°? — 0) = 2. 


Wir erhalten somit die gewiinschte Zerlegung 


z= f-SP, $ = (x, 7+ /9), 
wo $$ ein Primideal bedeutet und das conjugirte Primideal S$} wegen 
(x, n +V9, 4» — YO) —1 nothwendig von $ verschieden ist. 

Die Primzahlen x der zweiten Art sind auch im Koérper K Prim- 
zahlen. Denn wiire die Zahl x zerlegbar, so wihle man in K eine 
ganze Zahl A=a-+ 8/0, welche nicht durch x, wohl aber durch 
ein in x aufgehendes Primideal theilbar. ist. Da dann 6 nothwendig 
prim zu % sein muss, dagegen A- SA = a? — 60 durch x theilbar 

. - ay? 
wird, so wiirde d = (9) nach * folgen, was der Voraussetzung zu- 


wider liuft. 


*) Math. Ann. Bd, 44, S. 1. 
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Ueber den Dirichlet’schen Zahlkérper. 313 


Um ferner die von 1 +¢ verschiedenen in 0 aufgehenden Prim- 
zahlen des Kérpers K im ihre idealen Factoren zu zerlegen, bezeichnen 
wir dieselben mit 4,,..., 4, und setzen demgemiiss d= 4,... 4, 
beziiglich 0 = (1+-72)4,,..., 4,, je nachdem @ durch 1+ 7 nicht 
theilbar oder theilbar ist. Es folgt leicht, dass 


2, = SL, — (a,, V8), .... L— SR. = (A,, WO) 
Primideale im Koérper K sind und dass 
a, = &2,..., 4, == 2,2 
wird. 

Was endlich die Zerlegung der Zahl 1 + ¢ betrifft, so untersuchen 
wir zuniichst den Fall d==1 nach 4 und finden, dass 1+ unzerlegbar 
ist, falls d = 1 + 47 nach (1+-¢)° ausfallt. Ist dagegen d = 1 nach 
(1+7)°, so wird 

1+i=(1+i, 2) (1 +i, 89), 


wo die beiden Klammern rechter Hand Primideale des Kérpers K dar- 
stellen, welche wegen (Q, SQ) = 1 nothwendig von einander ver- 
schieden sind, In allen anderen Fallen ist d das Quadrat des Ideals 
(1+ 7%, Q)==(1+%, SQ), wie eine leichte Rechnung zeigt. Wir 
erkennen somit, dass 1-7 dann und nur dann das Quadrat eines 
Primideals wird, wenn 1 +i in der Partialdiscriminante d des Kérpers 
K aufgeht. Die Zerlegung der Zahl 1+ 7% ist in folgender Tabelle 
dargestellt; 


fir d=1 (iti ist 1+i—%. 88, 
P = (1+7, Q), SP }, 
» @=H=14+4 14 , 14+6—8, 


» 22842 (4) 
” 0 =— a (2) ” 1 -- a = X?, 
, &#=0 (1+) Q = SL — (1+, Q). 


Die gewonnenen Resultate der Zerlegung der Zahlen in k lassen 
sich iibersichtlich zusammenfassen, wenn wir uns eines auch von 
Dirichlet benutzten Symbols bedienen. Ist niimlich @ eine beliebige 
. . . . . a . 

Zahl und t eine Primzahl ink, so verstehen wir unter [<] die Werthe 
+1, —1 oder 0, je nachdem a im Zahlengebiete des Korpers / 
quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest von t oder durch t 

. . . a . 

theilbar ist; doch bedeute insbesondere Lal die Werthe +1, —1, 0, 


je nachdem @ quadratischer Rest oder Nichtrest von (1-+-7)' oder durch 
1+ 7 theilbar ist, Es gilt dann der Satz: 
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Die Primzahl t des Korpers k ist im Korper K in zwei verschiedene 
Primideale zerlegbar oder unzerlegbar oder gleich dem Quadrat eines 


Primideals, je nachdem [4] =+1, = —1 oder —0 ist. 


§ 3. 
Die Eintheilung der Idealclassen in Geschlechter. 


Wenn A eine beliebige ganze oder gebrochene Zahl des Kérpers K 
ist, so wird v(A) = A-SA die Partialnorm von A genannt. Diese 
Partialnorm ist offenbar eine Zahl im Korper k. Bedeutet nun 4 eine 
von 1-+ ¢ verschiedene in 0 aufgehende Primzahl des Koérpers & und 
ist die Partialnorm v(A) eine durch 4 nicht theilbare ganze Zahl oder 
eine gebrochene Zahl, deren Zihler und Nenner durch 4 nicht theilbar 
sind, so wird v(A) im Gebiet der ganzen imaginiren Zahlen ein 
quadratischer Rest in Bezug auf 4. 

Um dies zu erkennen, setzen wir A =~ 


+B V8 
Y 


, wo a, B,y ganze 
imaginére Zahlen sind. Dann ist v(A) = “—-. Enthielte nun y 


den Primfactor 4, so miisste wegen der tiber v(A) gemachten Voraus- 
setzung auch a? — 6*d durch 4? theilbar sein und folglich enthielten 
sowohl a@ wie #6 den Factor A; derselbe ist mithin in Zihler und 
Nenner des Bruches A hebbar. Hiitte andererseits a den Factor 4, 
so miissen wegen der iiber »(A) gemachten Voraussetzung nothwendig 
auch y und #6 durch 4 theilbar sein, und dann ist wiederum der 
Factor 4 in Zihler und Nenner des Bruches A hebbar, Wir kénnen 
daher annehmen, dass keine der beiden Zahlen @ und y den Factor 4 


enthilt. Dann aber folgt (A) =* nach 4, womit die Behauptung 
7 
bewiesen worden ist. 
Wir fiihren jetzt das neue Symbol FA ein, wo 6 eine beliebige 


Zahl in k und A zuniichst eine von 1 + i verschiedene in @ aufgehende 
Primzah] bedeutet, Fiir den Fall, dass 6 —a@ eine durch 4 nicht 
theilbare ganze Zahl oder ein Bruch ist, dessen Zihler und Nenner 
durch 4 nicht theilbar sind, wird das Symbol durch die Gleichung 


a a 
Lisa] ic H 
definirt. Ist ferner ¢ =v die Partialnorm einer beliebigen Zahl in X, 
so moége 


Lita] mp 3 


sein. Der zu Anfang dieses Paragraphen bewiesene Satz zeigt, dass diese 
letztere Festsetzung mit der erst getroffenen Definition vereinbar ist. 
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Ferner benutzen wir die Thatsache, dass eine jede Zahl o in k 
gleich dem Product zweier Zahlen « und vy gesetzt werden kann, wo « 
eine ganze nicht durch 4 theilbare Zahl in & oder ein Bruch ist, 
dessen Ziihler und Nenner nicht durch 4 theilbar sind, und wo » die 
Partialnorm einer Zahl in K ist. Um diese Thatsache zu beweisen, 
ist es offenbar nur néthig, jene Zerlegung fiir die Primzahl 4 aus- 
zuftihren. Zu dem Zweck wihlen wir in K eine durch &, aber nicht 
durch 4 == Q? theilbare Zahl A, setzen v = v(A) und beriicksichtigen 


a : . ‘ 
dann, dass = = «@ in die Gestalt eines Bruches gebracht werden kann, 


dessen Zahler gleich 1 ist und dessen Nenner eine nicht durch 4 theil- 
bare Zahl ist. Es folgt somit die gewiinschte Zerlegung 4 = av, 

Ist die beliebige Zahl 6 = av auf die beschriebene Weise zerlegt, 
so definiren wir das allgemeine Symbol durch die Gleichung 


6 a 
if] = [f] 

und erkennen ohne Schwierigkeit, dass dieses Symbol dadurch ein- 
deutig bestimmt ist und die Eigenschaft 


[ial = Liza] Liza 


besitzt, wo 6, 6’ beliebige Zahlen des Kérpers & sind. 

In den Fallen, in welchen 1+ 7 in d aufgeht, bedarf es einer 
genaueren Untersuchung tiber das Verhalten der Partialnormen und 
ihrer Reste nach den Potenzen von 1+ 7%. Um eine iibersichtliche 
Darstellung der in Betracht kommenden Restsysteme zu erhalten, 
setzen wir 

¢=—3+2i, i” =—1+44i 
und zeigen dann durch eine leichte Rechnung, dass, wenn ¢, ¢’, ¢” die 
Werthe 0 oder 1 annehmen, in der Form + #7" simmtliche 8 zu 
1-+¢ primen Reste nach (1 + 7)‘ und in der Form +- #7i’* ¢”* siimmt- 
liche 16 zu 1+ 7% primen Reste nach (1 + ¢)5 enthalten sind. Wir 
bezeichnen der Kiirze halber die beiden genannten Ausdriicke mit 
(¢t’) beziiglich (¢t’¢”). 

Da im Falle d= (00) nach (1+ 7¢)* die Partialdiscriminante d 
nicht durch 1-+7@ theilbar ist, so untersuchen wir lediglich die 7 
Fille d = (01), (10), (11) nach (1-+-2)4 und = (1+-4) (00), (1+7)(01), 
(1+-2) (10), (1-2) (11) nach (1-++2)'. Die Rechnung zeigt, dass nur 
diejenigen zu 1-+¢ primen Reste von (1-+7%)> unter den Partial- 
normen der Zahlen des Kérpers K vertreten sind, welche in der 
folgenden Tabelle unter der Rubrik « verzeichnet stehen und deren 
Exponenten ¢, ¢’, ¢” den in der letzten Rubrik angegebenen Bedingungen 
geniigen: 
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a | a= 








(01) (000), (001), (010), (011))  ~—s«._ gerade 
(10) (000), (001), (100), (101) | mr”. at 
(11) | (000), (001), (110), (111)} tee’ 





(1+ i) (00) | (000), (011), (100), (111)} He”, 


(1 + i) (01) | (000), (011), (101), (110) |¢ #44”, 


(1 + 4) (10) | (000), (010), (100), (110) | t” 


(1+ 4) (11) | (000), (010), (101), (111)}_ tHe" y 














Um die Angaben dieser Tabelle iibersichtlich zusammenzufassen, 
setzen wir 0 = (tj tj) beziiglich = (1-++7)(ty tj) und a = (tate ta’); es 
bestitigt sich dann leicht, dass die Zahl @ dann und nur dann nach 
(1-++-7)° einer Partialnorm congruent ist, sobald die Zahl ¢, ¢3 + ¢; ty 
beziiglich ¢.¢3 + tit; + tc +t. gerade ist. Bemerkt sei noch, dass 
die Zahl «, wenn sie dieser Bedingung geniigt, zugleich auch nach 
jeder héheren Potenz von 1 -+ 7 der Partialnorm einer Zahl in K 
congruent sein muss. 


Wir definiren nun das Symbol Fewer zunichst fiir den Fall, 
dass 6 = «@ eine durch 1 + i nicht theilbare Zahl oder ein Bruch ist, 
dessen Ziihler und Nenner durch 1 + 7 nicht theilbar sind. In diesem 


Falle nehmen wir « = (t,tgt’) an und setzen 
Lestra]—(—Dtatottets beatiglich = (—1)feo+tats +t +t, 


je nachdem 0 = (¢;¢3) nach (1-+-7)* oder = (1-+-¢) (t3 tj) nach (1+%)° 
wird. Ist ferner 6 =v die Partialnorm einer beliebigen Zahl des 
Kérpers K, so setzen wir 


v 
lial=+1. 
Um endlich fiir ein beliebiges 6 das Symbol zu definiren, benutzen 
wir die Zerlegung 6 = av, wo «@ eine nicht durch 1+ 7 theilbare 


Zahl oder ein Bruch ist, dessen Zihler und Nenner durch 1 + ¢ nicht 
theilbar sind, und wo » eine Partialnorm ist und setzen 


lial -latal- 


Wir erkennen wiederum leicht, dass dem soeben definirten Symbol die 
Kigenschaft 
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co 6 o 
i +i: 31 = Few lis <a 
zukommt, wo 6, 6’ beliebige Zahlen des Korpers XK sind. 
Im Folgenden werden die simmtlichen s in der Partialdiscriminante 


d aufgehenden Primzahlen mit 4,, ..., 4, bezeichnet. Unser Symbol 
ordnet dann einer jeden beliebigen Zahl o des Koérpers k die s Vor- 


zeichen 
Be . s & a 
Aid |? 714,36 


zu, welche das Charakterensystem der Zahl 6 im Dirichlet’schen Kérper 
K heissen mégen, Um ferner vermittelst unseres Symbols einem jeden 
Ideal § in K ein bestimmtes Vorzeichensystem zuzuordnen, bilden wir 
%.SS. Dieses Product ist gleich einer Zahl v(S$) in k; dieselbe werde 
die Partialnorm des Ideals § genannt. Da diese Partialnorm nur bis 
auf hinzutretende EHiuheitsfactoren bestimmt ist, so bedarf es fiir 
unseren Zweck der Unterscheidung zweier Fiille, je nachdem das 
Charakterensystem des Einheitsfactors 7 


[ava] [aes] 


aus lauter positiven Vorzeichen besteht oder ein negatives Vorzeichen 
enthalt, Im ersteren Falle sind offenbar die s Vorzeichen 


+97 ... fr® 
iz | ’ ? x a] 


fiir das Ideal SX sémmtlich eindeutig bestimmt. Das System dieser s 
Vorzeichen werde das Charakterensystem des Ideals % genannt. Im 





. e . 7 . 
eweiten Falle nehmen wir an, es sei etwa lara] =< — 1; wihlen wir 
- 


dann den Werth der Partialnorm v(%) derart, dass i! =+1 


wird, so sind die s— 1 Vorzeichen 


or)... [See 
[zs]: a Peers] 


simmtlich durch % eindeutig bestimmt und heissen das Charakterensystem 
des Ideals . 

Die Ideale derselben Classe besitzen nothwendig das gleiche Charakteren- 
system. 

Ist niimlich §° mit § fiquivalent, so giebt es in K eine ganze 
oder gebrochene Zahl A derart, dass %’ =A ist. Hieraus folgt 
v(3’) = v(A) (3) und daher wird [S| — [2)]. 

. 4:0 1:0 

Auf die dargelegte Weise ist einer jeden Idealclasse ein bestimmtes 

Charakterensystem zugeordnet. Wir rechnen nun alle diejenigen Ideal- 
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classen, welche das gleiche Charakterensystem besitzen, in ein Geschlecht 
und definiren insbesondere das Hauptgeschlecht als die Gesammtheit aller 
derjenigen Classen, deren Charakterensystem aus lauter positiven Vor- 
zeichen besteht. Da das Charakterensystem der Hauptclasse offenbar 
von der letzteren Kigenschaft ist, so gehdrt die Hauptclasse stets zum 
Hauptgeschlecht. 


§ 4. 
Die Erzeugung der Idealclassen des Hauptgeschlechtes. 
Aus derjenigen Eigenschaft des Symbols, welche sich durch die 


Formel ; 
lita] — GS) [a] 


ausdriickt, entnehmen wir leicht die Thatsache, dass das Product der 
Idealclassen zweier Geschlechter die Idealclassen eines Geschlechtes 
liefert, dessen Charakterensystem durch Multiplication der entsprechen- 
den Charaktere beider Geschlechter erhalten wird. Im besonderen folgt 
hieraus, dass das Charakterensystem des Quadrates der Idealclasse eines 
beliebigen Geschlechtes stets aus lauter positiven Einheiten besteht und 
mithin das Quadrat einer Idealclasse stets dem Hauptgeschlecht an- 
gehért. Es ist von Bedeutung, dass die folgende Umkehrung dieses 
Satzes gilt: 

Eine jede Idealclasse des Hauptgeschlechtes ist gleich dem Quadrat 
einer Idealclasse. 

Um die Richtigkeit dieses Satzes zu erkennen, beweisen wir der 
Reihe nach folgende Siitze. 


Satz 1. Wenn v in dem durch V0 bestimmten Dirichlet’schen 
Korper Ks die Partialnorm eines Ideals ist und das Charakterensystem 
von v in diesem Korper Ky aus lauter positiven Einheiten besteht, so 
ist auch 8 in dem durch Yv bestimmten Dirichlet’schen Kérper K, 
Partialnorm eines Ideals und besitet in K, ein aus lauter positiven 
Einheiten bestehendes Charakterensystem. 

Wir diirfen offenbar annehmen, dass v keine quadratischen 
Factoren des Kérpers k enthilt. Da v eine Partialnorm sein soll, so 
muss ein jeder in der Partialdiscriminante d des Kérpers Ky nicht 
vorkommender Primtheiler x der Zahl v in zwei Primideale des Kérpers 
K; zerfallen; es ist somit nach den Entwicklungen von § 2 noth- 
wendigerweise d quadratischer Rest von 2, d. h. wenn x von 1 +7 
verschieden ist: 





[ss]—+1. 


Wir betrachten ferner die von 1+ 7% verschiedenen in d auf- 
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gehenden Primtheiler 4 der Zahl v. Es gilt im Kérper Ky die Zer- 
legung 4 = 2? und zugleich ist 4 + 7/0 eine durch 2 aber nicht durch 
4 theilbare Zabl des Kérpers Kj. Daher ist, wenn v = Av’, d= Ad 
gesetzt wird: 


ce)— [Sa] _ [=] [==] _ px. 


In gleicher Weise folgt 
3 vo 
Fete heal 


und da das Symbol FA nach Voraussetzung den Werth + 1 hat, so 


ist auch P 
lilo +1. . 

Was endlich den Primfactor 1 + 7 betrifft, so unterscheiden wir 

bei der folgenden Untersuchung zunichst 4 Hauptfille: 
I, Weder v noch ¢@ sind durch 1 + 7 theilbar. 

Ii. v ist durch 1 + 7 theilbar, aber nicht 0. 

III. vy ist nicht durch 1 + 7 theilbar, wohl aber 0. 

IV. Sowohl v als auch @ sind durch 1 + ¢ theilbar. 

Im Hauptfalle I setzen wir v = (¢,¢,) und 0 = (fjf;) nach (1-+-7)4 
und unterscheiden dann 2 Unterfille: 

1. ¢,, 4 sind beide gerade. Unter dieser Bedingung kommt 1 + i 
nicht in der Partialdiscriminante » des Dirichlet’schen Kérpers XK, 
vor und es giebt daher im Kérper K, kein auf den Factor 1 + 7 be- 
ziigliches Symbol. 

2. t,, & sind nicht beide gleichzeitig gerade. Unter dieser Be- 
dingung kommt 1 + ¢ in » vor und es ist 

baad rr. 
Sind ts, ts beide gerade, so wird der Werth der rechten Seite = + 1. 
Sind ¢3, ¢; nicht beide zugleich gerade, so giebt es im Kérper Ky ein 
auf 1 + 7 beziigliches Symbol und zwar ist 


» 7 _ tty + tt 
Leal =cut, 
Da dieses Symbol wegen der Voraussetzung den Werth + 1 hat, so 


ist auch . 
Feared on B. 


Im Hauptfalie II setzen wir v = (1+%)(44) und d= (ty%5¢}) 
nach (1-++7)° und unterscheiden dann folgende 2 Unterfille. 
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1. tj,¢; sind gerade. Unter dieser Bedingung kommt 1+ i 
nicht in der Partialdiscriminante d des Kérpers Ky vor. Da nun » 
die Partialnorm eines Ideals in Ky sein soll, so ist nothwendigerweise 
1+ in 2 Primideale des Koérpers Ky zerlegbar. Die Bedingung 
hierfiir besteht nach § 2 darin, dass 0d =(000) nach (1+ 2) ist 
und mithin wird 


lot! 
2. ts, ts’ sind nicht beide gleichzeitig gerade. Es ist dann 1+ i 
Q.SQ 
147%? 
ee (5) (t, t/) @ (t, t,) 
F ci 51 = 2% §|~ fest 4 — Fe i: 51 F +3 : sh 


nun ist 


Factor der Partialdiscriminante d. Setzen wir o = so wird 


(t, t,) tty +t ty 
i | =i s) 


? 
und eine leichte Rechnung zeigt, dass 


Lisl oh 3 ye" 


wird. Mithin ergiebt sich 


lr] =(— 1) 


Andrerseits ist aber 


ty tg +t) ty +ts tty’ 


3 bgt ttgt, tty +t; 
Lats a(t) 


und wenn daher jenes erstere Symbol den Werth +1 hat, so ist auch 


Reser mp Be 


Im Hauptfall III setzen wir v = (t,t/t,’) und 6 = (1 + 24) (és t)) 
nach (1 + 7) und unterscheiden dann wiederum 2 Unterfiille. 

1. ¢,, t, sind beide gerade. Unter dieser Bedingung ist 1 +7 
in der Partialdiscriminante » des Koérpers K, nicht enthalten. Wegen 
der Voraussetzung wird 


Mithin ist ¢,” gerade, d.h. »=(000) nach (1 + 4)®; hieraus folgt 
nach § 2, dass 1+ ¢ im Korper K, in zwei Primideale zerlegbar ist. 
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2. t,, t sind nicht beide gleichzeitig gerade. Es ist dann 1 +7 
als Factor in » enthalten und es wird 


tr tg+t/ty +t, +t)’ 

v 

lim] -C , 

Wie vorhin im Unterfalle 2. des Hauptfalles II erhalten wir den 


niimlichen Werth fiir das Symbol f +43 -|, und da das erstere den 
Werth + 1 hat, so ist auch 


é 
Feneri aes 
Im Hauptfalle IV setzen wir »v = (1+ 7%) (44 4’) und 
0 == (1 + ¢) (& dy t3') nach (1+ %)*% Es wird dann 


1 
| : |= |" - (vs) p= . ty ty’) (ty tg =) 
i-i:d]  Liyi:rdj)~ | ifiée 


(t, Hy) ty + (t+ ty) tg tty +tgtt’ +t; 


= ( -- 1) 
tty tty ty tty +ty +t’ +t’ 
= (— 1) : 
Denselben Werth erhalten wir auch fiir Fee —| und da das erstere 


Symbol den Werth + 1 hat, so ist auch 


Feat moh 


Die eben vollendete Entwicklung zeigt, dass das Charakteren- 
system der Zahl d in dem Kérper K, aus lauter positiven Hinheiten 
besteht. 

Andrerseits ist 0 in K, nothwendig die Partialnorm eines Ideals; 
denn wenn 4 ein von 1-+¢ verschiedener in » nicht aufgehender 
Primfactor von @ ist, so ist, da alle Charaktere von v in Bezug auf 
den Kérper Ky = + 1 sein sollen, nothwendigerweise 


ia] —[]- +1, 


und daher zerfallt 4 nach § 2 in zwei Primideale des Korpers K,. 
Ist ferner 1-+-% in 0, aber nicht in der Partialdiscriminante n des 
Korpers K, als Factor enthalten, so muss v= (00) nach (1 + 4)! 
sein, und es ist dann im Unterfalle 1 des Hauptfalles II] bewiesen 
worden, dass 1 +-¢ im Korper K, zerlegbar ist. Da mithin simmtliche 
Primfactoren von @ im Kérper K, zerlegbar sind, so ist 6 die Partial- 
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norm eines Ideals in K, und hiermit ist der Satz 1 vollstiindig be- 
wiesen. 

Satz 2. Wenn v die Partialnorm einer ganzen oder gebrochenen 
Zahl in dem durch YO bestimmten Dirichlet’schen Zahlkirper Ky ist, 
so ist auch 0 die Partialnorm einer ganzen oder gebrochenen Zahl in 
dem durch Vv bestimmten Dirichlet’schen Zahlkirper K,. 

Setzen wir namlich 


v= (a+ BYd) =a? — B28, 


wo @ und # Zahlen des Korpers & sind, so wird 
e\2 1\2 
= (5) -_ (3) v, 


d. h. gleich der Partialnorm der in K, gelegenen Zahl e+ ve. 

Satz 3. Wenn v Partialnorm eines Ideals in Ky ist, und das 
Charakterensystem von v in Ky aus lauter positiven Einheiten besteht, 
so ist v zugleich die Partialnorm einer gewissen ganzen oder gebrochenen 
Zahl des Korpers Kj. 

Wenden wir den von H. Minkowski aufgestellten Satz*) tiber die 
Discriminante allgemeiner Zahlkérper auf den biquadratischen Dirichlet’- 
schen Kérper Ky an, so erkennen wir, dass es in jeder Idealclasse des 
Dirichlet’schen Kérpers K, ein Ideal § giebt, dessen Norm N(%) absolut 


genommen kleiner als ee \YD| ausfallt, wo D die Discriminante des 
2% ' 





Kérpers Ky bedeutet. Da aber D < 28|d|? und 2: Sa Y6 ist und da 


pad 
ferner die Norm N(S) absolut genommen gleich dem Quadrat des 
absoluten Betrages der Partialnorm v= »(%) wird, so ergiebt sich 
der Satz, dass in jeder Idealclasse des Kérpers Ky ein Ideal § ge- 
funden werden kann, fiir welches |v(%)|? << /6/0| ausfiallt. 

Wir beweisen nun zunichst durch Rechnung, dass der Satz 3 
in allen Dirichlet’schen Kérpern Ky gilt, fur welche |d| < /6 ist. 
Benutzen wir die soeben aus dem Minkowski'schen Satze abgeleitete 
Ungleichung, so wird dieser Nachweis durch folgende Tabelle gefiihrt, 
in welcher unter der Rubrik 0 die simmtlichen absolut genommen 
unter 6 liegenden Werthe von d und unter der Rubrik » die den 
Bedingungen des Satzes 3 und der Ungleichung |v|? < /6 |d| ge- 
niigenden v sich angegeben finden, wahrend daneben in der letzten 
Rubrik die Zahl des Kérpers Ky hinzugefiigt ist, deren Partialnorm 
gleich » wird. 

*) Vgl. Comptes rendus 1891, Fiir obigen Zweck reicht schon die von 
H. Minkowski, Crelle B, 107, 8. 296, aufgestellte Ungleichung aus. 
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142)1cs| 1+éaee 


+i 





2+i| 278) 1Ft+iy7ti 








1+i t+iV2+i 








1+i| +i i+iylti 








6 lite | 1+ivi 

Es sei jetzt 0 eine ganze imaginire Zahl, deren absoluter Betrag 
\0| > Y6 ausfillt und wir nehmen an, der Satz 3 sei bereits bewiesen 
fiir alle diejenigen Kérper Ky, fiir welche |d’| < |d| wird. Ist dann 
v die Partialnorm eines Ideals §, deren Charakterensystem in Ky aus 
lauter positiven Einheiten besteht, so bestimme in Ky ein zu % fiqui- 
valentes Ideal %’, dessen Partialnorm v’ absolut genommen und in’s 
Quadrat erhoben < /6|0| ausfillt. Da //6 < |0| ist, so wird 
|\v’| << |d|. Da andererseits v’ die Partialnorm eines Ideals in Ky ist, 
deren Charakterensystem aus lauter positiven Einheiten besteht, so 
ist nach Satz 1 die ganze imaginiire Zahl d in dem durch vy’ be- 
stimmten Kérper K, die Partialnorm eines Ideals, deren Charakteren- 
system aus lauter positiven Einheiten besteht. Nun gilt wegen |v’|<|d| 
Satz 3 im Koérper K, und es ist daher 6 die Partialnorm einer ge- 
wissen ganzen oder gebrochenen Zahl des Koérper Ky und hieraus er- 
giebt sich nach Satz 2, dass auch v’ die Partialnorm einer gewissen 
Zahl in Kg ist. Da das Ideal § fiquivalent %’ ist, so ist der Quotient 
beider Ideale eine Zahl des Kérpers Ky, mithin ist der Quotient der 
Zahlen v und v’ und folglich auch v selbst gleich der Partialnorm einer 
gewissen Zahl des Kérpers K;. Der Satz 3 gilt folglich fir den 
Kérper Ky und wir erkennen daraus seine allgemeine Giiltigkeit. *) 

Aus Satz 3 folgt endlich in sehr einfacher Weise der zu Anfang 
dieses Paragraphen ausgesprochene Satz itiber die Idealclassen des 
Hauptgeschlechtes. Wenn nimlich § ein Ideal des Hauptgeschlechtes 
ist, so erfiillt seine Partialnorm v(%) — beziiglichenfalls, wenn sie 


*) Der eben bewiesene Satz 3 liefert zugleich alle Mittel zur Aufstellung 
der nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die terniire diophan- 
tische Gleichung 

w&*+ By? + yo*=0 


mit beliebigen ganzen imaginiiren Coefficienten a, 8, y in ganzen imaginiiren 
Zahlen &, y, € lésbar ist. 
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nach der auf 8.317 angegebenen Vorschrift mit dem Einheitsfactor i 
versehen ist — alle Bedingungen des Satzes 3. Es giebt daher auf 
Grund desselben im Kérper Ky eine Zahl A derart, dass v(X) — (A) 


wird. Setzen wir s—2 , wo § und § zu einander prime Ideale 


sind, so ist nothwendigerweise 58 = 1 und mithn §’= SQ. Da 


§.SH gleich einer Zahl « des Kérpers k gesetzt werden kann, so er- 
giebt sich § = 4 §? d.h. § ist nothwendigerweise dem Quadrat des 


Ideals  fquivalent. 


§ 5. 
Die ambigen Ideale. 


Ein Ideal § des Dirichlet’schen Koérpers K, welches nach An- 
wendung der Operation S ungeiindert bleibt und keine Zahl des K6rpers k 
als Factor enthalt, werde ein ambiges Ideal genannt. Um alle ambigen 
Ideale aufzustellen, bezeichnen wir wie in § 3 die simmtlichen s in der 
Partialdiscriminante d des Kérpers K aufgehenden Primzahlen mit 
A,,-++ 4, und setzen A, = &?, ..., 4, = 2&7; es sind dann wegen 
L= SL die s Ideale %,,..., %, ambige Ideale und desgleichen sind 
die simmtlichen 2* Producte 2 —TT% ambig, welche aus diesen s 
Idealen &,,..., %, gebildet werden kénnen. Wir beweisen leicht den 
Satz, dass es im Kérper K keine weiteren ambigen Ideale giebt. Wire 
nimlich J=—= YO... R, wo $,O,..., MR Primideale sind, ein 
ambiges Ideal, so miissten wegen {=SS die Primideale SP, SQ,...,SR 
in einer gewissen Reihenfolge genommen mit %,0,..., Kt iiberein- 
stimmen. Wenn etwa S$} —9Q sich ergeben wiirde, so enthielte § 
den Factor $S3, welcher gleich einer ganzen imaginiiren Zahl ist, 
und da dieser Umstand der Voraussetzung widerspricht, so folgt 
§ = SP und ebenso QO = SQ,..., R—SR, dh. die Ideale 
$,OQ,...,R sind simmtlich ambige Primideale und da das Quadrat 
eines solchen Ideals einer ganzen imaginiiren Zahl gleich wird, so 
schliessen wir zugleich, dass die Ideale $,O,..., KN nothwendig 
unter einander verschieden sind. Wir sprechen das gewonnene Resultat 
in folgendem Satze aus: 


Satz 1. Dies in der Partialdiscriminante d aufgehenden Primideale 
Ri, .+ +, &, und nur diese sind ambige Primideale. Die 2* aus diesen 
au bildenden Producte XA = TTL machen die Gesammtheit aller ambigen 
Ideale des Korpers K aus. 
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§ 6. 
Die ambigen Classen. 


Wenn §% ein Ideal der Classe C ist, so werde diejenige Idealclasse, 
welcher das Ideal SS angehért, mit SC bezeichnet. Ist insbesondere 
C = SC, so heisst die Idealclasse C ambig. Da das Product ¥.S% 
fiquivalent 1 ist, so wird C.SC—1 und folglich ist das Quadrat 
einer jeden ambigen Classe gleich der Hauptclasse 1. Umgekehrt 
wenn das Quadrat einer Classe C gleich 1 ist, so wird C= c= SC 
und folglich ist C eine ambige Classe. 


Es entsteht nun die Aufgabe, alle ambigen Classen aufzustellen. 
Da offenbar ein jedes ambige Ideal  vermége seiner EHigenschaft 
\ = SS einer ambigen Classe angehért, so haben wir vor Allem zu 
untersuchen, wie viele von einander verschiedene ambige Classen aus 
den 2° ambigen Idealen entspringen. 

Das Product aller in 0 aufgehenden Ideale ist gleich /0 und 
mithin ein Hauptideal. Wir bestimmen nun im Kérper K eine Grund- 
einheit E, d.h, eine Einheit von der Beschaffenheit, dass jede andere 
Kinheit des Kérpers gleich gE” wird, wo @ eine Einheitswurzel und 
m eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Da die irreducible 
Gleichung , welcher @ geniigt, nothwendig vom 2' oder 4'" Grade 
sein muss, so kann @ nur eine 2", 3t¢, 4'¢, 5te oder 8'e Kinheitswurzel 
oder eine aus diesen zusammengesetzte Einheitswurzel sein. Die 3' 
Einheitswurzel kommt im Koérper K nur vor, wenn 0=3 ist. Es 
kann ferner leicht gezeigt werden, dass die 5° Kinheitswurzel im 
Kérper AK niemals vorkommt, Die 8 Einheitswurzel endlich kommt 
im Kérper K vor, falls 6 =7 ist. Die beiden Falle 63 und d=? 
werden unten fiir sich besonders erledigt und bei der nachfolgenden 
allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen, so dass nunmehr g lediglich 
=-+ 1 oder = +? sein kann. 

Die Grundeinheit E ist bis auf einen Factor @ vollig bestimmt. 
Die Entscheidung dariiber, ob im Kérper K ausser 1 und /@ noch 
ein anderes ambiges Hauptideal vorhanden ist, hingt lediglich davon 
ab, ob v(E) = -+ 1 oder = + i ausfillt. 

Um dies zu erkennen, nehmen wir zunichst v(E)=-+ 1 an. 
Da es freisteht, iE an Stelle von E als Grundeinheit zu wihlen, so 
kénnen wir annehmen, dass y(E)—=-+ 1 wird. Wir setzen 1+ E—aA,*) 
wo « eine ganze imaginire Zahl und A eine ganze Zahl des Kérpers K 
bedeutet, welche durch keine ganze imaginiire Zahl theilbar ist. Aus 


der Gleichung ws AE ergiebt sich, dass A ein ambiges Hauptideal 


*) Die linke Seite dieses Ansatzes ist ein besonderer Fall des von Kummer 
im Journal fiir Math. Bd. 50, S. 212 behandelten Ausdruckes. 
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ist. Dieses Hauptideal A ist ferner verschieden von 1 und von /0. Wire 
nimlich A= gE” oder = @E”/0, so wire 


sat (Ge) = + E™ 


und diese Einheit kann nicht gleich E sein, da m eine ganze Zahl 
bedeutet und E keine Einheitswurzel ist. Ferner ist ersichtlich, dass 
ein jedes andere ambige Hauptideal des Kérpers K aus /0 und A 
zusammengesetzt werden kann. Ist niimlich B ein beliebiges ambiges 


Hauptideal, so ist nothwendig $5 = @E™. Aus der Gleichung 
v (se) =-+1 folgti ge—-+1; wir setzen @ —(— 1)", wo m den 


Werth 0 oder 1 hat; dann geniigt die Zahl [ = B(/d)"A-™ der 


Gleichung wt =-+ 1 und ist folglich eine Zahl des Kérpers k, woraus 


die Behauptung ersichtlich wird. 
Ist andrerseits die Partialnorm v(E) —7, so kann es kein von 1 
und //@ verschiedenes ambiges Hauptideal geben. Denn wiire &%—A 


ein solches, so ist nothwendigerweise $e = @E”". Da aber 


v( A)=1 ist, so folgt nothwendigerweise [v(E)}" — +1 und 


: , iE 2 
daher muss m eine gerade Zahl sein. Wegen E* = wiirde dann 


SE 


™m 


die Zahl B= AE * der Gleichung _ = @ geniigen und da 


»(5) =-+1 ist, so folgt 9 —-+ 1. Beriicksichtigen wir, dass B 
durch keine ganze imaginire Zahl theilbar sein darf, so hat die An- 


nahme ah =-+ 1 nothwendig B —g@ und die Annahme _— —1 


nothwendig B = 0//@ zur Folge, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Wir driicken nun eines der s ambigen Primideale durch die s — 1 
iibrigen ambigen Primideale und durch //d und ferner, wenn die Partial- 
norm der Grundeinheit —-+-1 ausfillt, noch eines dieser s—1 ambigen 
Ideale durch die s — 2 iibrigen und durch A aus, Bezeichnen wir 
dann allgemein eine Anzahl von Idealclassen als unter einander unab- 
hiingig, wenn keine derselben gleich 1 oder gleich einem Product der 
iibrigen ist, so gilt offenbar der Satz: 


Satz 2. Die s ambigen Primideale bestimmen s —2 oder s — 1 
von einander unabhingige ambige Classen, je nachdem die Partialnorm 
der Grundeinheit = +- 1 oder = --i ist. Die siimmtlichen 2* ambigen 
Ideale bestimmen im ersteren Falle 2*-*, im letzteren 2*—' von einander 
verschiedene ambige Idealclassen. 
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Was die beiden oben ausgeschlossenen Fille d= 3 und 6 =i 
betrifft, so gilt im ersteren Falle ebenfalls der eben ausgesprochene 
allgemeine Satz, da das einzige ambige Ideal 2 — 3 ein Hauptideal 
ist und die Partialnorm der Grundeinheit gleich +-7 ausfallt. Im 
zweiten Falle 67 dagegen verliert das im Satze angegebene Criterium 
seine Anwendbarkeit, da die Partialnorm der Einheitswurzel /i gleich 
—i wird. Man erkennt, dass auch in diesem Falle d —7 das einzige 
vorhandene aus der Zerlegung von 1 -+¢ entspringende ambige Ideal 
ein Hauptideal ist. 

Es werde hier noch der allgemeinere Fall hervorgehoben, in 
welchem 0@ gleich einer Primzahl und iiberdies =-+ 1 nach (1 + 4)! 
ist. In diesem Falle wird ebenfalls s = 1 und die obige Entwickelung 
zeigt, dass nothwendigerweise die Partialnorm der Grundeinheit = -+-i 
sein muss. 

Es bleibt noch tibrig, die Frage zu beantworten, ob im Kérper K 
ambige Classen vorhanden sind, welche kein ambiges Ideal enthalten. 
Zu dem Zwecke wihlen wir in der ambigen Classe C ein beliebiges 


Ideal % aus; es ist dann Re leich einer Zahl A des Korpers K. Da 
a) ? S& g Pp 


es freisteht «A an Stelle von A zu wiahlen, so kénnen wir die An- 
nahmen v(A)=-+ 1 oder —-+ 7 zu Grunde legen. 
Im ersteren Falle betrachten wir die Zahl B=1-+ SA. Wegen 


a => wird 3657! d.h. BY — S(BS). Setzen wir daher 
BS = 5 4, wo «und # ganze imaginiare Zahlen sind und das Ideal 


durch keine ganze imaginire Zahl theilbar ist, so folgt, dass 2% ein 
ambiges Ideal ist: die Classe C enthilt mithin ein ambiges Ideal. 
Ziehen wir zyveitens die Annahme v(A) =i in Betracht, so er- 
kennen wir zuniichst, dass in diesem Falle das Charakterensystem von 
i aus lauter positiven Einheiten bestehen muss. Fir die vorliegende 
Frage kommt es nun darauf an, ob die Partialnorm der Grundeinheit 
v(E) = +1 oder —+ 7 ausfallt. Ist letzteres der Fall, so setzen 


wir einfach 2 an Stelle von A und zeigen dann durch die eben an- 


gewandte Schlussweise, dass in der Idealclasse C ein ambiges Ideal 
vorkommt. Ist dagegen v(E) —-+ 1, so enthalt die Classe C kein 
ambiges Ideal. Wire naimlich 2% —BS ein solches, wo B eine Zahl 
in K bedeutet, so wiirde su = - A folgen. Andrerseits miisste 
aber iy gleich einer Einheit, etwa gleich gE™ sein und da v(E)=—1 
ist, so wiirde hieraus v(A)—=-++ 1 folgen, was der Annahme widerspricht. 

Wir treffen nun die Voraussetzung, dass im Kérper K das Charak- 
terensystem von 2 aus lauter positiven Kinheiten besteht; nach Satz 3 

22* 
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in § 4 giebt es dann eine Zahl A, deren Partialnorm gleich ¢ ist und 
wenn wir noch v(E) = 1 annehmen, so muss die Zahl A nothwendig 


gebrochen sein, Setzen wir A = s, wo % und %’ zu einander prime 
Ideale sind, so wird ese = 1 und hieraus folgt 3’ = S3 dh. § 
ist aiquivalent mit SX und bestimmt folglich eine ambige Classe C; 
diese Classe C enthilt nach dem vorhin Bewiesenen kein ambiges Ideal. 
Wir fassen die gewonnenen Resultate in folgendem Satze zusammen. 

Satz 3. Es giebt im Kérper K dann und nur dann eine ambige 
Classe, welche kein ambiges Ideal enthilt, wenn das Charakterensystem 
von i aus lauter positiven Hinheiten besteht und wenn zugleich die 
Partialnorm der Grundeinheit gleich +- 1 ist. 

Die namlichen Hilfsmittel fiihren zugleich zur Darstellung simmt- 
licher ambigen Classen der genannten Eigenschaft. Nehmen wir nimlich 
an es gabe 2 ambige Idealclassen, die kein ambiges Ideal enthalten und 
wahlen aus diesen je ein Ideal § und %’ aus, so zeigt die obige Entwick- 


lung, dass die Partialnormen der beiden Zahlen A= # und A’ = ey 


gleich +7 sein miissen und es wird folglich v(4) =-+1. Nehmen 


wir, was frei steht, in dieser Gleichung das obere Vorzeichen an, so 


folgt, dass B=1-+ ae der Gleichung ae o>. geniigt. Dieselbe 


ergiebt B 3, = S(B 3); setzen wir daher B 3 =-,;%A, wo aunds 
ganze imaginire Zahlen und das Ideal % durch keine ganze imaginiire 
Zahl theilbar ist, so erweist sich 2% als ein ambiges Ideal und der 
Quotient der beiden Ideale § und 3’ ist mithin einem ambigen Ideale 
aiquivalent. Wir gewinnen aus diesen Ueberlegungen den Satz: 


Satz 4. Wenn im Korper K eine ambige Idealclasse vorhanden ist, 
welche kein ambiges Ideal enthili, so entstehen alle iibrigen Classen der 
nimlichen Beschaffenheit dadurch, dass man jene Classe der Reihe nach 
mit allen aus ambigen Idealen entspringenden Classen multiplicirt. 

Die bisherigen Resultate erméglichen die Berechnung der Anzahl 
aller ambigen Classen. Betrachten wir zunichst den Fall, dass das 
Charakterensystem von ¢ aus lauter positiven Einheiten besteht, so 
erkennen wir aus den soeben bewiesenen Sitzen 2, 3 und 4, dass 
es in diesem Falle genau 2*—' ambige Classen giebt, wo s die Anzahl 
der Primtheiler der Partialdiscriminante d bedeutet. Von diesen 2*-* 
ambigen Classen entspringen sammtliche oder nur die Hiilfte aus 
ambigen Idealen, je nachdem die Partialnorm der Grundeinheit gleich 
+4 oder gleich + 1 ausfallt. Kommt jedoch im Charakterensystem 
von i eine negative Einheit vor, so ist die Norm der Grundeinheit 
nothwendig gleich +1; nach den Siitzen 2 und 3 dieses Paragraphen 
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giebt es dann nur 2*~? ambige Classen und diese entspringen simmtlich 
aus ambigen Idealen. Setzen wir nun c= s oder = s — 1, je nach- 
dem das Charakterensystem von ¢ aus lauter positiven Kinheiten besteht 
oder nicht, so bedeutet c nach den Darlegungen des § 3 die Anzahl 
der Einzelcharaktere, welche das Geschlecht einer Idealclasse bestimmen 
und wir erhalten den Satz: 


Satz 5. Es giebt genaw c — 1 von einander unabhiingige ambige 
Classen, wo c die Anzahl der Einzelcharaktere bedeutet, welche das 
Geschlecht einer Classe bestimmen. Die Anzahl der stimmtlichen von 
einander verschiedenen ambigen Idealclassen ist demgemiss — 2°, 


Dieser allgemeine Satz gilt auch, wie man leicht erkennt, fiir 


den besonderen durch //i bestimmten Dirichlet’schen Kérper, welcher 
oben von der Betrachtung ausgeschlossen wurde. 


§ 7. 
Die Anzahl der existirenden Geschlechter. 


Die in § 4, 5 und 6 gewonnenen Resultate setzen uns in den 
Stand, die Anzahl der in einem Dirichlet’schen Zahlkérper K vor- 
handenen Geschlechter zu berechnen. Da das Charakterensystem einer 
Idealclasse des Korpers K aus c Hinzelcharakteren besteht, deren jeder 
den Werth + 1 oder —1 annebmen kann, so sind im Ganzen 2° 
Charakterensysteme mdglich und es entsteht die wichtige Frage, ob 
fiir jedes dieser 2° méglichen Charakterensysteme ein Geschlecht existirt 
oder ob nur ein Theil dieser Charakterensysteme unter den Geschlechtern 
wirklich vertreten ist. Um iiber diese Frage Auskunft zu erhalten, 
bezeichnen wir die Anzahl der von einander verschiedenen existirenden 
Geschlechter mit g und die Anzahl der Classen des Hauptgeschlechtes 
mit f. Da offenbar auch jedes andere Geschlecht f Classen enthalten 


muss, so ist die Anzahl siimmtlicher Classen des Kérpers = gf. 
Bezeichnen wir nun die Classen des Hauptgeschlechts mit H,,...,Hy, 
so kénnen wir nach dem in § 4 bewiesenen Satze H, = Q,?,..., 


H; = Qf setzen, wo Q,, ..-, Q gewisse Classen des Korpers bedeuten. 
Ks sei jetzt C eine beliebige Classe des Kérpers K; da dann C? offenbar 
zum Hauptgeschlecht gehért, so ist C*? — Q,”, wo Q, eine der eben 


bestimmten Classen Q,,..., Q, bedeutet. Es ist folglich © eine 


@, 
ambige Idealclasse A, d. h. es wird C= AQ,. Da nach Satz 5 in 
§ 6 die Anzahl der ambigen Classen 2°-' betrigt, so stellt der 
Ausdruck AQ genau 2°"'f Idealclassen dar. Diese sind auch simmtlich 
von einander verschieden. Denn wire AQ, = A’'Q,, wo A’ eine 
ambige Classe und Q, eine der vorhin bestimmten Classen Q,,..., Qy 
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bedeutet, so wiirde ge = Q@) d. h. H, = H, und folglich r =~’ sein. 
Aus Q, = Q, folgt auch zugleich A= A’, womit die Behauptung 
bewiesen ist. 

Die Gleichsetzung der so gefundenen Anzahl 2°-'f siimmtlicher 
Classen mit der vorhin angegebenen Zahl gf ergiebt g = 2°-'. Wir 
haben somit die am Anfang dieses Paragraphen gestellte Frage beant- 
wortet und es gilt der Satz: 


Die Anzahl der existirenden Geschlechter isi gleich der Hiilfte der 
miglichen Charakterensysteme, niimlich = 2°-!, wo c die Anzahl der 
das Geschlecht bestimmenden Charaktere bezeichnet. 


§ 8. 
Das Reciprocitaitsgesetz. 


Nachdem im vorigen Paragraph gezeigt worden ist, dass nur die 
Hialfte aller méglichen Charakterensysteme wirklich unter den Ge- 
schlechtern vertreten ist, entsteht die Frage nach der Bedingung, 
welche ein Charakterensystem erfiillen muss, damit fiir dasselbe ein 
Geschlecht existirt. Diese Frage wird durch das schon von Dirichlet 
aufgestellte Reciprocitiitsgesetz der quadratischen Reste und Nichtreste 
im Gebiete der ganzen imaginiren Zahlen beantwortet. 

Um zunichst den quadratischen Restcharakter der Zahl i zu be- 
stimmen, nehmen wir an, es sei x eine von 1 + 7 verschiedene Prim- 
zahl im Kérper & und iiberdies = (00) nach (1-+7)*. Da «a Folge 
der in § 6 gemachten Bemerkung in dem durch /x bestimmten Kérper 
K, die Partialnorm der Grundeinheit = -+-7 ist, so muss nach dem 
zu Anfang des § 3 bewiesenen Satze i quadratischer Rest von x sein. 
Ist x eine Primzahl und = (10) nach (1+7)‘, so ist ¢x = (00) und 
folglich wird auch in diesem Falle [*]—= + 1. 

Wir betrachten ferner den durch /% bestimmten Dirichlet’schen 
Koérper K;. In diesem ist offenbar 1 + 7% der einzige Primfactor der 


Partialdiscriminante. Das Symbol Lal wird = + 1 und es giebt 
im Kérper K; nur den einen Charakter lil: Die Zahl der 


méglichen Charakterensysteme in K; ist folglich — 2 und da nur die 
Halfte derselben durch Geschlechter vertreten ist, so giebt es nur ein 
v 


Geschlecht und es ist folglich stets er |= + 1, wo v die Partial- 


norm eines beliebigen Ideals bedeutet. Es sei nun x eine Primzahl 
und zwar = (¢,¢,) nach (1-+¢)*; ist dann ¢ quadratischer Rest von x, 
so ist x nach § 2 die Partialnorm eines Primideals und hieraus ergiebt 
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sich Fes = (— 1) =-+1 dah. t —0. Dieses Resultat ist die 
Umkehrung des vorigen; beide Resultate zusammen ergeben den 
Satz: 

Wenn x eine Primeahl und = (t,t,) nach (1-+-1)* ist, so bestimmt 
sich der quadratische Restcharakter der Zahl i in Bezug auf x durch 


die Formel 
[]=«-0*. 


Um den quadratischen Restcharakter von 1-+ i zu berechnen, 
betrachte ich zuniichst den durch /x bestimmten Kérper K,, wo x 
eine Primzahl und = (000) nach (1+ 7)> ist. Da in diesem Korper 
nur ein Geschlecht vorhanden sein darf und, wie oben gezeigt, der 
Charakter [|= + 1 ist, so folgt, dass die Norm eines jeden Ideals 
ebenfalls Yen Charakter + 1 haben muss. Da nach § 2 die Zahl 1 “he 
in zwei Ideale des Kérpers K, zerlegbar ist und folglich die Partial- 

; ; 1+i 1+i] as 
norm eines Ideals ist, so folgt [Att] [t+ *] =-+- 1, Ist «=(100), 
so wird ¢x = (000) nach (1-+-7)> sein und mithin haben wir auch in 

— is] 
diesem Falle [*+*] = + 1. 

Es sei jetzt x eine Primzahl und = (¢, 0 ¢7) nach (1+-7)°, Nehmen 
wir nun [* + ‘|= + 1 an, so ist x in dem durch /1 + ¢ bestimmten 
Kérper zerlegbar und da in diesem Kérper nur ein Geschlecht existirt 
und 4 7” Charakter ++ 1 besitzt, so ergiebt sich auch Lai 
= (—1)"* =—-+1,d.h. 4—0. Beide Resultate zusammengenommen 


bestimmen den quadratischen Restcharakter von 1 -+ 7 in Bezug auf x 
fiir ¢, =O und zwar gilt unter dieser Voraussetzung die Formel 


-c. 


Es sei endlich x eine Primzahl und = (¢,1%,) nach (1+7)5. In 
dem durch /(1-+-7%)x bestimmten Kérper sind, wie man leicht aus- 
rechnet, die Charaktere der Zahl i beide = — 1 und es existirt folglich 
nur ein Geschlecht. Wenn daher v die Partialnorm eines Ideals ist, 
so miissen die beiden Charaktere der Zahl v, niamlich die Symbole 





. ex - und [- 2a <ul entweder beide positiv oder beide 


negativ sein. Hieraus ergiebt sich, falls wir » =x nehmen, die 
Formel: 


By = (— 1)'+%, 














332 Davip Hivzerr. 


Die beiden soeben gewonnenen Formeln lassen sich in eine zusammen- 
fassen und wir erhalten somit den Satz: 

Wenn x eire Primzahl und = (t,t, t,) nach (1+-7)° ist, so bestimmt 
sich der quadratische Restcharakter der Zahl 1+ i in Bezug auf x 
durch die Formel: 


1t*) (= 1)e tte, 


Um endlich das Reciprocitiitsgesetz fiir 2 beliebige von 1 + ¢ ver- 
schiedene Primzahlen abzuleiten, beriicksichtigen wir den Umstand, 
dass von den beiden ganzen imaginiiren Zahlen @ und ia stets die 
eine = (O0t,) nach (1-++7)' ist. Wir nehmen bei der nachfolgenden 
Untersuchung die beiden Primzahlen x und z in dieser Gestalt an, so 
dass stets t, = 0, tg =O zu setzen ist. 

Ks sei zuniichst x eine Primzahl = (00) nach (1+7)'. Ist dann 
ax eine Primzahl von der Art, dass [|= + 1 wird, so kann z in dem 


durch //x bestimmten Koérper K, zerlegt werden und ist folglich die 
Partialnorm eines Ideals. Durch die oben angewandte Schlussweise 


folgt dann, dass [=| == -+ 1 sein muss. Wir haben somit die beiden 
folgenden Thatsachen erkannt: 


1) aus x==(00), w==(00) nach (1+-7)* und [*|=+1 folgt [= |= 
2) » #==(00), 7=(01) ,, ” ” ” ” ” 

Es sei ferner x = (01) nach (1+72)‘, so giebt es in dem durch 
Vx bestimmten Kérper K, zwei Charaktere, aber nur ein Geschlecht, 
weil das Charakterensystem der Zahl 1, wie man leicht durch Rech- 
nung findet, aus 2 negativen Hinheiten besteht. Ist daher a eine 


Primzahl von der Art, dass [|= -+ 1 wird, so miissen auch die 
Charaktere lite - | und [. = | entweder beide positiv oder beide 
negativ sein; hieraus folgt [z|= + 1 und wir haben somit die beiden 
folgenden Thatsachen erkannt: 
3) aus *==(01), =(00) nach (1-+7)* und [*J—+1 folgt [=|=+ l, 
4) ”? *x=(01), am ==(01) ? ” ” ”? ”? ”? 
Diese 4 Siitze zeigen, dass unter der Voraussetzung t, —0, ty =0 
. x M4 . 

allgemein [*|=[=| ist. 

Es sei namlich zuniichst 4 =—0, t—=0. Nach 1) folgi aus 
[*|= + 1 nothwendig [=|= +1, Ist aber [* | =-— 1, so muss auch 








fi 


B 
d 








Ueber den Dirichlet’schen Zahlkérper. 333 


[=| = — 1 sein, da ja ebenfalls nach 1) bei Vertauschung von x mit x 
aus [z= |= + 1 nothwendig auch [|= + 1 folgen wiirde. 
Es sei ferner ¢, = (0, & = 1. Nach 2) folgt aus [*] =<=-++ 1 noth- 


wendig [=| =-+1. Ist aber [*] = —1, so muss auch [=| =——1 
sein, da ja nach 3) aus [z|= + 1 auch [*|= + 1 folgen wiirde. 
Endlich sei & —1, f —1. Nach 4) folgt aus [z]—+ 1 noth- 
wendig [=| =+1. Ist aber [*| = —1, so muss auch [=| =—1 
sein, da ja ebenfalls nach 4) aus [= | = +1 nothwendig auch 
[*|— + 1 folgen wiirde. Um die eben gefundene Formel [*]=[2| 


x“ 
fiir 2 beliebige Primzahlen x, x anzuwenden, fiir welche ¢, und ¢, 


nicht nothwendig = sind, miissen wir in jener Formel an Stelle 





os 48 t . ‘ 
x, « beziiglich «*x, i'*~ einsetzen und erhalten dann den folgen- 
den Satz: 
Wenn x und x von 1-+ i verschiedene Primzahlen und beziiglich 
(t,t) beziiglich = (tatx) nach (1-+-%)* sind, so gilt das Reciprocitiits- 


gesetz a 
J E]- cote, 


Wir definiren nun das allgemeine Symbol [él wo a= TT x und 


B = TI ax zwei beliebige zu einander und zu 1 + 7 prime Zahlen sind, 
durch die Gleichung 


(s]= [TEs 


hierin ist das Product iiber alle Primfactoren x und a der beiden 
Zahlen e@ beziiglich 8 zu erstrecken, wie sie in der Productdarstellung 
von « beziiglich 8 vorkommen. Es folgt dann unmittelbar der Satz: 

Wenn a und B zwei beliebige zueinander und zu 1 + % prime ganze 
Zahlen sind und « = (tata), B = (tgts) nach (1-+-1)* gesetzt wird, so ist 


[s] [2]=(— fete fee, 


Diese Formel setzt uns in den Stand die Bedingung anzugeben, 
welche in einem beliebigen Dirichlet’schen Koérper zwischen den c 
Charakteren bestehen muss, damit dieselben das Charakterensystem 
eines existirenden Geschlechies bilden. 
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Wir nehmen zuniichst an, dass 6 nicht durch 1 + i theilbar sei 
und setzen dann in obiger Formel a = 0@ und B = v, wo v eine zu 0 
und zu 1-+-¢ prime Partialnorm eines Ideals im Kérper Ky bedeutet. 
Da dann nach § 2 die Zahl d von allen in » zu ungerader Potenz 
vorkommenden Primzahlen quadratischer Rest sein muss, so ist 


gq) ° . 
[7] = -++ 1 und folglich wird 


(5 | on(— 1)*8 tty ty 


Ist nun d = (00) nach (1+7)‘, so wird die Partialdiscriminante 
d= 0 und wenn wir daher simmtliche in derselben aufgehenden Prim- 
zahlen mit 4,,..., 4, bezeichnen, so wird 


(i) -(e)~ Gee) -Lee]-+* 


Ist dagegen 0 nicht = (00) nach (1+7)*, so kommt 1+ 7 in der 
Partialdiscriminante d des Kérpers Ky als Factor vor. Wir bezeichnen 
dann die in 0 aufgehenden Primzahlen mit 4,,...,4;-1 und setzen 


1+i=—A,. Wegen [— + a) = (— 1)fa% thot, erhalten wir wiederum: 


v v 
(a [cal 
Endlich sei 0 durch 1+ ¢ theilbar; wir setzen 0d = (1-++-7)0’ und 


ertheilen » die obige Bedeutung. Da wiederum 6 von allen in v zu 
ungerader Potenz vorkommenden Primzahlen quadratischer Rest sein 


muss, so kann bei der Berechnung der Factoren des Symbols B die 
Zahl 3’ durch 1+-% ersetzt werden; die oben gefundene Formel fiir den 
quadratischen Restcharakter von 1-+-4 ergiebt dann [2 |= (— 1)or4 ‘ 


v 
Setzen wir ferner in der allgemeinen Reciprocitiitsgleichung « = 0’, 
8 =v und benutzen dann den soeben gefundenen Werth des Symbols 


3° P + . , a , Jr . 
(=I, so erhalten wir [=] = (— 1) Gttobth+h  — Andererseits hat 


das Symbol F nal den gleichen Werth und hieraus ergiebt sich 


wiederum, wenn wir die simmtlichen in 0 enthaltenen Primzahlen mit 
A,,+++,4, bezeichnen, die Gleichung 


Ea ie bel = 8. 


Ks gilt daher in allen Fallen der Satz: 

Ein vorgelegtes Charakterensystem ist dann und nur dann durch 
ein Geschlecht vertreten, wenn das Product aller Charaktere desselben 
= +1 ist, 
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Der specielle Dirichlet’sche Korper. 


Wenn der durch /d bestimmte Dirichlet’sche Kérper K ausser dem 
Kérper & noch einen anderen quadratischen Kérper enthalten soll, so 
muss, wie man leicht erkennt, 0 gleich einer reellen oder gleich einer 
rein imaginairen Zahl sein. In diesem Falle bezeichnen wir den durch 
YO bestimmten Dirichlet’schen biquadratischen Koérper als einen spe- 
ciellen Dirichlet’schen Korper und setzen 0=--0 beziiglich @ =-+- 270, 
so dass @ stets eine reelle positive Zahl bedeutet, welche durch kein 
Quadrat einer reellen Zahl theilbar ist. Der specielle ‘Dirichlet’sche 
Korper K ist ein Galois’scher Kérper. Eine beliebige Zahl desselben 
kann in die Gestalt: 


A=a+bi+cyYd+diya 


gebracht werden, wo a, b,c, d rationale Zahlen sind und wir erhalten 
die 3 zu A conjugirten Zahlen durch Anwendung der 3 Substitutionen: 


S’ =(¢: — 4), 
S"—= SS’ = (Ya: — ya, i: —i): 


Diesen 3 Substitutionen entsprechen 3 in K enthaltene quadratische 
Zahikérper: alle Zahlen niimlich, welche bei Anwendung von S un- 
geindert bleiben, bilden den durch 7 bestimmten quadratischen Kérper 
k und alle bei Anwendung der Substitution S’ beziiglich S” ungeiindert 
bleibenden Zahlen des Kérpers K bilden je einen quadratischen Korper, 
nimlich den durch //@ beziiglich durch //— 0 bestimmten quadratischen 
Zahlkérper; der erstere mége mit k’, der zweite mit k”’ bezeichnet 
werden. 

Wir fiigen hier noch eine Entwicklung an, welche im folgenden 
Paragraph gebraucht werden wird. 

Wenn ein Ideal des Kérpers K als grésster gemeinsamer Theiler 
von solchen Zahlen dargestellt werden kann, welche lediglich Zahlen 
der Unterkérper k’ beziiglich &” sind, so sagen wir, das Ideal 
liege’ im Korper k beziiglich kh”. Ist § irgend ein Ideal in K, so 
liegt stets das Product §.S’S im Korper #. Wihlen wir niamlich 
irgend eine durch § theilbare Zahl A und bestimmen dann eine eben- 


falls durch § theilbare Zahl B derart, dass 5 prim zu 55 ‘() ist, 


so wird nothwendig auch s’(5) und daher auch 35'() prim zu 
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+ 5'(2) und hieraus folgt %.S’3 = (A.S’A, B.S’B), womit die Be- 


hauptung bewiesen ist. Ebenso wird gezeigt, dass §.S”% stets in dem 
Korper k’ liegt. 


§ 10. 
Die Anzahl der Idealclassen des speciellen Dirichlet’schen Korpers K. 


In diesem letzten Paragraph soll kurz der Weg gezeigt werden, 
welcher zu einem rein arithmetischen Beweise des in der Hinleitung 
erwahnten Dirichlet’schen Satzes iiber die Anzahl der Idealclassen in 
K fihrt. 

Zu dem Zweck stellen wir zunichst folgende Ueberlegungen an, 
Sind c’, c’ irgend zwei Idealclassen der beiden quadratischen Kérper 
k’ beziiglich k” und wihlt man aus diesen beiden Classen je ein Ideal 
j,i", so gehort jedes dieser beiden Ideale, als Ideal des biquadratischen 
Kérpers K aufgefasst, einer Idealclasse in K an; die beiden somit durch 
c’, ec’ bestimmten Idealclassen des biquadratischen Kérpers K mégen 
mit ¢’ beziiglic: ¢’ und ihr Product mit ¢’¢’ bezeichnet werden. Es 
gilt dann zuniichst der Satz: 

Jede Classe des Hauptgeschlechtes im biquadratischen Kérper K 
ist gleich einem Producte cc”, wo ¢, c” 
Kérper Kk’ beziiglich k” sind. 

Zum Beweise dieses Satzes benutzen wir die Thatsache, dass jedes 
Ideal § des Hauptgeschlechtes dem Quadrate eines Ideals 4 im 
biquadratischen Kérper aquivalent ist. Es gilt andrerseits die Identitat 


Classen der quadratischen 


q? a. (3-5'9) (3.8"3) | 
su SYS" 

Da das Product 8’§.S”S bei Anwendung der Substitution S un- 

geindert bleibt, so ist dasselbe gleich einer Zahi in & und folglich 

ein Hauptideal. Da §.S’S und §.S8”S beziiglich in den Korpern i’ 

und k” liegen, so erkennen wir, dass 3? und mithin auch § iquivalent 

dem Product eines in # und eines in k” liegenden Ideals ist. 


Hs seien nun p,,..., Pa die in 0 aufgehenden der Congruenz p= 1 
nach 4 geniigenden und q,, ..., g, die in @ aufgehenden der Congruenz 
q = 3 nach 4 geniigenden Primzahlen. Die ersteren Primzahlen lassen 
sich als Product zweier ganzer imaginirer Zahlen darstellen und zwar 
sel p, = a@,B,,..., Pa = OnBz. 

Wir bezeichnen jetzt im biquadratischen Korper K diejenigen 
Geschlechter als die Geschlechter der Hauptart, fiir welche die Charaktere 
der Norm v den Bedingungen: 
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[asa] [ara] +> [ea] las] + 
laa]— +40 [za] + 


geniigen. Unmittelbar aus dieser Definition folgt die Thatsache, dass 
genau der 2*+*—lte Theil beziiglich der 2*+*te Theil simmitlicher 
Geschlechter des Kérpers K von der Hauptart ist, je nachdem 2 ungerade 
oder gerade ist. Es gilt ferner der Satz: 

Jedes Product cc’ gehirt im biquadratischen Koirper K einem 
Geschlechte der Hauptart an, und umgekehrt jede Classe C des bi- 
quadratischen Korpers K, welche einem Geschlechte der Hauptart an- 
gehirt, ist gleich einem Product ¢ c’. 


und 


Um den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, beriicksichtigen 
wir, dass die Partialnorm eines jeden in k’ oder k” liegenden Ideals 
eine ganze rationale Zahl wird und benutzen dann die beiden folgen- 
den Thatsachen: 

1. Ist pa eine rationale in k zerlegbare Primzahl, so ist 
jede rationale Zahl im Gebiet der ganzen imaginiren Zahlen gleich- 
zeitig quadratischer Rest oder Nichtrest in Bezug auf die conjugirt 
imaginiren Factoren « und . 

2. Ist q eine rationale in & unzerlegbare Primzahl, so ist jede 
rationale Zahl im Gebiet der ganzen imaginiiren Zahlen quadratischer 
Rest in Bezug auf q. 

Um die Richtigkeit der Umkehrung zu erkennen, bemerken wir, 
dass jedenfails entweder die Discriminante des quadratischen Kérpers k’ 
oder die des quadratischen Kérpers k” den Factor 2 enthalten muss. 
Aus der bekannten Theorie der quadratischen Kérper folgt daher, dass 
nothwendig in einem jener beiden quadratischen Kérper ein Geschlecht 
existiren muss, dessen Charaktere in Bezug auf die Primzahlen p,, ..., pz 


der Reihe nach mit den Werthen der Symbole [atal> .- 


4: 0 @30 
iibereinstimmen. Ist a eine Classe dieses Geschlechtes im quadratischen 
Koérper k oder k’, so gehért, wie man leicht erkennt, die Classe Ca 
im biquadratischen Kérper K dem Hauptgeschlechte an und wird daher 


7. 


nach dem friiher bewiesenen Satze gleich ¢ ¢’; hieraus folgt Ca. 
Das nichste Ziel ist die Berechnung der Anzahl derjenigen Paare 
von Classen c’, c” der quadratischen Korper k’ beziiglich k’, fiir welche 
¢¢’ = 1 wird. Wir bediirfen dazu folgender Begriffe und Sitze aus 
der Theorie der quadratischen Kérper: 
Ein Ideal des quadratischen Kérpers, welches gleich seinem con- 
jugirten und tiberdies durch keine ganze rationale Zahl theilbar ist, 
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werde ein ambiges Ideal genannt. Die ambigen Ideale setzen sich aus 
ambigen Primidealen zusammen und diese bestimmen sich durch die 
Kigenschaft, dass ihre Quadrate den in der Discriminante des K6rpers 
enthaltenen rationalen Primzahlen gleich sind. 

Eine Classe des quadratischen Korpers, deren Quadrat die Haupt- 
classe ist, heisst eine ambige Classe. Ist der quadratische K®érper 
imaginir, so enthilt jede ambige Classe desselben ein ambiges Ideal 
und die Anzahl der ambigen Classen ist = 2°-!, wo 6 die Anzahl 
der in der Discriminante aufgehenden rationalen Primzahlen ist. 

Es seien c’, c’ zwei Classen der quadratischen Kérper k’ beziiglich 
k’ von der Art, dass ¢ c” = 1 wird. Wir wihlen dann aus diesen 
Classen c und ¢” je ein Ideal j, beziiglich j’ aus und setzen jj” =A, 
wo A eine Zahl des biquadratischen Kérpers K bedeutet, Durch An- 
wendung der Substitution S” ergiebt sich leicht (j'. S”j’)j”? —AS’A 
d. h. j”? =a”, wo @” eine Zahl im quadratischen Korper k” ist. Es 
folgt mithin, dass j einer ambigen Classe a” in k” angehért und da 
k” ein imaginarer quadratischer Korper ist, so ist dem eben angefiihrten 
Satze zufolge j” einem ambigen Ideale a” in k” aquivalent. Nun liegen, 
wie man leicht erkennt, simmtliche ambige Primideale des Kérpers 
k” zugleich auch in dem quadratischen Kérper k'; ausgenommen ist 
lediglich der Fall @= 1 nach 4, in welchem das durch Zerlegung der 
Zahl 2 entstehende ambige Primideal {” im Kérper k”, aber nicht im 
Koérper k liegt. Da [= 1-+7¢ und folglich ein Hauptideal des 
biquadratischen Kérpers K ist, so wird, wenn l” die durch {” bezeich- 
nete Classe in k” bezeichnet, offenbar 7” —1. Es sei nun qa” nicht 
durch [” theilbar und a’ dasjenige ambige Ideal in k’, welches, als Ideal 
in K betrachtet, dem Ideal «” gleich ist, und a’ sei die durch @ 
bestimmte ambige Classe in k’: es ist dann offenbar a’a” — 1. Somit 
gilt der Satz: 

Zu jeder ambigen Classe a” in k” und nur zu diesen lisst sich 
eine Classe a’ in k’ finden derart, dass aa” = 1 wird. 


Es bleibt jetzt noch iibrig, die Frage zu entscheiden, wann zu 
einer Classe a’ des Koérpers k’ mehr als eine Classe c’ existirt, fiir 
welche ca’ =1 wird. Es ist hierzu offenbar nothwendig, dass im 
Kdérper é’ eine von 1 verschiedene Classe c’ existirt, fiir welche c’ —1 ist. 

Um hieriiber zu entscheiden, nehmen wir an, es sei fy ein Ideal 
in k’, welches im biquadratischen Kérper K ein Hauptideal ist, Setzen 


wit =A, wo A eine Zabl in K ist, so wird offenbar <r eine 

Einheit des Kérpers K, deren absoluter Betrag = 1 und welche daher 
A 

1 


eine Einheitswurzel g ist. Setzen wir nun B=A, =—iA, 
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oder = ae je nachdem @ den Werth + 1, — 1, + 4% oder — i hat, 


so ergiebt sich el d. h. B ist eine reelle Zahl. Folglich ist 


f’ entweder gleich einer reellen Zahl d. h. ein Hauptideal in k’ oder }’ 
wird gleich einer reellen Zahl, multiplicirt mit einem Ideal {’, welches 
als Ideal in K aufgefasst, gleich 1+ i ist. Da somit {* —2 sein 
muss, so tritt dieser letztere Fall nur unter der Bedingung @=3 
nach 4 oder 2=0 nach 2 ein. Umgekehrt bestimmt das durch die 
Gleichung {'* = 2 definirte Ideal {' stets in k’ eine Classe J’, fiir welche 
= 1 wird. Der Fall, in welchem K noch andere Einheitswurzeln 
enthalt, ist leicht fiir sich erledigt. Es folgt aus unseren Entwicklungen 
das Resultat: 

Die Anzahl der Paare von Classen c’, c” in den Kérpern k’, be- 
ziiglich k”, fiir welche c’c’ = 1 wird, ist im Falle eines ungeraden 2 
gleich der Zahl 2*+*-! oder — 2*+* und im Falle eines geraden 2 
gleich der Zahl 2*+* oder gleich 2*+*+', je nachdem die Zahl 2, ab- 
gesehen von einem Kinheitsfactor, das Quadrat einer Zahl des reellen 
quadratischen Kérpers k’ ist oder nicht. 

Bezeichnen wir nun die Anzahl der Idealclassen ¢’, c’ in den 
beiden Koérpern #’, k” beziiglich mit h’, h”, so erhalten wir h’h” 
Combinationen von der Gestalt cc’ und wenn wir diese Anzahl h’h” 
durch die soeben gefundene Anzahl der die Bedingung ¢ c” = 1 erfiillen- 
den Classenpaare dividiren, so ergiebt sich die Anzahl der simmtlichen 
von einander verschiedenen Classen ¢ ¢’ des biquadratischen Kérpers, 
welche von der Hauptart sind. Da aber, wie oben angegeben worden 
ist, genau der 2*+*—'te Theil beziiglich der 2*+*te Theil simmtlicher 
Geschlechter des Kérpers K der Hauptart angehért, jenachdem @ un- 
gerade oder gerade ist, so gewinnen wir den Satz: 

Die Anzahl der Idealclassen des speciellen Dirichlet’schen Zahl- 
korpers K ist gleich dem Product der Anzahlen der Idealclassen in den 
beiden quadratischen Korpern k' und k” oder gleich der Hiilfte dieses 
Productes , je nachdem in dem reellen quadratischen Korper die Zahl 2, 
abgesehen von einem Einheitsfactor, das Quadrat einer Zahl ist oder nicht. 

Bezeichnet «’ die Zahl in k’, deren Quadrat, abgesehen von einem 


Kinheitsfactor, die Zahl 2 ergiebt, so ist its eine Einheit des bi- 


quadratischen Kérpers K, deren Partialnorm —-+i wird. Es gilt 
auch umgekehrt der Satz, dass die Zahl 2, abgesehen von einem Ein- 
heitsfactor, gleich dem Quadrat einer Zahl in k&’ sein muss, sobald 
in K eine Einheit existirt, deren Partialnorm —-+-i ist. Benutzen 
wir diese Thatsachen, so kénnen wir den gefundenen Satz auch in 
folgender Weise aussprechen. 
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Die Anzahl der Idealclassen in K ist gleich dem Product der 
Classenanzahlen in k und k” oder gleich der Hiilfte dieses Productes, 
je nachdem die Partialnorm der Grundeinheit des Korpers K gleich +i 
oder = + 1 wird. 

Wir erkennen die inhaltliche Uebereinstimmung dieses Satzes mit 
dem von Dirichlet*) bewiesenen Satze, wenn wir beriicksichtigen, 
dass der von Dirichlet ausgesprochene Satz die Anzahlen von Formen- 
classen mit gegebener Determinante betrifft, wihrend es sich in 
unserem Satze um Anzahlen von Idealclassen der Koérper handelt. 


Kénigsberg den 14. April 1894. 


*) Werke Bd. 1, S. 618. 














Ueber algebraische Raumcurven. 
Von 


Pau Sricxet in Halle a./S. 


. 


In einer kiirzlich erschienenen Abhandlung: Ueber algebraisch 
rectificirbare Raumcurven*) zeigte ich, dass diese Curven simmtlich 
Evoluten algebraischer Raumcurven sind, dass aber nicht umgekehrt 
jede beliebige algebraische Raumcurve zur Evolutenbildung benutzt 
werden darf, sondern nur diejenigen, bei welchen der Sinus des Torsions- 
winkels algebraisch von den Coordinaten abhiingt. Fiir den besonderen 
Fall, dass die Riickkehrkante der Evolutenfliiche in einen Punkt aus- 
artet, fiihrte ich die Untersuchung vollstiindig durch, und es ergab 
sich das wichtige Resultat, dass bei den ebenen und sphirischen Curven 
jene Bedingung fiir den Sinus des Torsionswinkels stets von selbst 
erfiillt isk. Dagegen entwickelte ich fiir die Evoluten algebraischer 
Raumcurven, deren Evolutenfliiche eine wirkliche Riickkehrkante besitzt, 
zwar eine Reihe von interessanten Siitzen, es gelang mir aber damals 
nicht explicite alle algebraischen Raumcurven zu bestimmen, fiir welche 
der Sinus des Torsionswinkels algebraisch von den Coordinaten ab- 
hangt, und es konnte daher scheinen, als ob das Problem alle alge- 
braisch rectificirbaren algebraischen Raumcurven zu ermitteln von mir 
nur auf eine andere ebenso schwierige Aufgabe zuriickgefiihrt worden sei. 

Weitere Forschungen haben mir aber gezeigt, dass gerade diese 
Zuriickfiihrung eine elegante Lésung des Problems liefert, und zwar 
gelangte ich dazu bei einer genaueren Untersuchung der schon in 
meiner oben erwihnten Abhandlung (die ich im Folgenden mit A. 
citiren werde) discutirten Evoluten sphdrischer algebraischer Raum- 
curven. Ich werde daher zunichst einige hierauf beziigliche Theorenfe 
herleiten, mit deren Hilfe ich dann die explicite Bestimmung aller 
algebraisch rectificirbaren algebraischen Raumcurven durchfiihre, 


*) Diese Annalen, Bd. 43, S. 171— 184. 
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Nachdem ich noch eine Anwendung des allgemeinen Resultates 
auf ein Problem aus der Theorie der Kriimmungslinien gegeben habe, 
indem ich niamlich alle abwickelbaren algebraischen Flichen mit alge- 
braischen Kriimmungslinien bestimme, gehe ich dazu itiber zu unter- 
suchen, in welcher Weise der Sinus des Torsionswinkels algebraisch 
von den Coordinaten abhdingt und werde dadurch veranlasst den von 
Laguerre fiir die Ebene eingefiihrten courbes de direction eine ent- 
sprechende Classe von Raumcurven an die Seite zu stellen und einige 
Siitze tiber diese ,,.D-Curven“ herzuleiten. 

Zum Schlusse gehe ich auf die schon in A. beriihrte Frage ein, 
wann eine rationale Raumcurve gleichzeitig Schraubenlinie ist und be- 
weise im Besonderen einen dort mitgetheilten Satz iiber Rawmcurven 
dritter Ordnung. 


1. 


Ich erinnere zuniichst an einige Gleichungen aus der Theorie der 
Evoluten von Rawmcurven. 

Ist (@, y, 2) eine algebraisch rectificirbare algebraische Raum- 
curve und s ihre Bogenliinge, so stellen die Gleichungen: 


d 
= £& — ($ — S$) re 
d 
(1) =y — (s — ) 5, 
dz 
f=—2—(s—%)7, 


in denen s, eine Constante bedeutet, eine Evolvente (E, 1, €) der Curve 
(x,y, 2) dar, und hieraus folgt, dass jede solche Raumcurve (2, y, 2) 
die Evolute einer algebraischen Raumcurve (&, 7, €) sein muss. 

Ist umgekehrt (&, 4, €) eine algebraische Raumcurve, so denke 
man sich, was immer mdglich ist, ihre Coordinaten &, 7, € in der 
Weise durch eine unabhingige Verinderliche ¢ ausgedriickt, dass sie 
algebraisch von ¢ abhangen. Ihre Ableitungen nach ¢ mégen beziehungs- 
weise mit &’, 9°, ; &",",6"; 6, '", 6"; . .. bezeichnet werden. 
Dann lauten die Monge-Lancret’ schen Gleichungen fiir die o0' Evo- 
luten der Curve (&, 7, §&): 


2) @—i& +u—nv +e—-Oe =9, 

(3) @—&)e+y—aant+ @—Oo =F? 4 9° + 8, 

(4) @—t +y—1% +@-8! —e?:sin*(o— a). 

In ihnen bedeutet @ den Kriimmungsradius der Curve im Punkte 
(&, 7, €), welcher durch die Gleichung: 


(5) ee... 
(nS —n te P+ se —o'é' t+ (En +é"n)? 
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gegeben wird, und der Torsionswinkel @ — #,*) ist definirt als das 

Integral tiber den infinitesimalen Torsionswinke! d#, man hat also: 

“| e s" ." (2+ a4 prot 

(6) #—3,=— a Pt eet eee eee 

O) P90 fT TN eae ee CPT 
i¢ ¢& & 

Sollen also 2, y, 2 algebraisch von ¢ abhiingen, so muss sin(#—#@,) 
eine algebraische Function von ¢ werden. Sobald aber diese Bedingung 
erfiillt ist, ergiebt sich auch der Bogen s als algebraische Function 
von ¢, denn vermége (1) und (4) ist: 


(7) (s — sy)? = @? : sin? (# — 9), 
und daher: 
(8) $ — S = — @: sin( — 9); 


das negative Vorzeichen ist gewihlt worden, damit die spiiteren Rech- 
nungen sich méglichst bequem gestalten. Ks kommt mithin genau auf 
dasselbe heraus, ob man verlangt, dass der Sinus des Torsionswinkels 
der Evolvente (&, , €) algebraisch von ihren Coordinaten abhiingt, oder 
ob man fordert, dass ihre Evoluten (x, y, 2) algebraisch rectificirbare 
algebraische Raumcurven sind. 


9 


ae 


Soweit war die allgemeine Untersuchung im Abschnitte 3 von A. 
gefihrt worden. Im Abschnitte 5 hatte ich dann die sphdrischen 
aivebraischen Raumecurven untersucht und in diesem besonderen Falle 
durch ein Verfahren, welches die Benutzung der Monge-Lancret’schen 
Gleichungen nicht erforderte, gezeigt, dass die Evoluten solcher Curven 
stets algebraisch rectificirbar sind, Hieraus folgt, dass bei allen sphiri- 
schen algebraischen Curven der Sinus ibres Torsionswinkels algebraisch 
von den Coordinaten abhiingt, und es wird nahe liegen, hierfiir einen 
directen Beweis zu suchen. Kin solcher Beweis aber ergiebt sich, wenn 
man eine bekannte Formel aus der allgemeinen Theorie der Raum- 
curven in einer Weise umformt, welche, wie mir scheint, die Be- 
deutung dieser Formel erst in das rechte Licht treten lisst. 

Es handelt sich um die meines Wissens zuerst von de Saint- 
Venant im Jahre 1844 aufgestellte Formel: 


2 2 1e\? 
(A) R= @ + °(38); 


*) In A. hatte ich diese Grésse als totale Torsion bezeichnet. Ich ziehe es 
aber vor, um Missverstindnisse zu beseitigen, diese Benennung aufzugeben und 
den von Herrn Hoppe (Journal fiir Mathematik, Bd, 58, 8S. 374, 1860) vor- 
geschlagenen Ausdruck: Torsionswinkel zu gebrauchen. 


23 * 
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in welcher do das Bogenelement der Curve (&, , §), @ den Kriimmungs-, 
y den Torsionsradius und R den Halbmesser der Schmiegungskugel 
bezeichnet.*) Beachtet man nun, dass 


de 


= ad 


ist, so geht (A) iiber in 
1 9 9 1 2 


diese Formel hat bereits Herr Schell im Jahre 1859 angegeben.**) 
Ist nunmehr im Besonderen die betrachtete Raumcurve eine 
sphirische, so ist R constant und aus 


de 
dt = 
: VR — 2 
folgt durch Integration 
(B) z= — sin(? — #*), 


wo die Integrationsconstante 0* so zu bestimmen ist, dass fiir ¢ — 6* 
der Kriimmungsradius @ verschwindet. Bei sphiirischen Curven lisst 
sich also die Formel (A) so deuten, dass der auf den Radius der Kugel 
als Léngeneinheit bezogene Kriimmungsradius, abgesehen vom Vorzeichen, 
gleich dem Sinus des zugehdrigen, von einem gewissen Anfangspunkte 
aus gezihlten Torsionswinkels ist. 

Ob die Formel (B) auf Neuheit Anspruch machen darf, will ich 
dahingestellt sein lassen, da eine solche Umformung von (A) ja recht 
nahe liegt. Es kénnte scheinen, als ob sie sich in Salmon-Fiedler’s 
analytischer Geometrie des Raumes findet.***) Dort heisst es nimlich, 
nachdem in Art. 130 dy als infinitesimaler Torsionswinkel definirt 
worden ist, in Art. 137: 

»Den Radius der durch vier auf einander folgende Punkte 
estimmten Kugel zu finden. (Schmiegungskugel.) 

Ist R der Radius einer Kugel, g@ der Radius der von 
ihr mit einer Ebene, die gegen die Normalebene in irgend 


*) de Saint-Venant, Mémoire sur les lignes courbes non planes, présenté 
& Vacadémie des sciences le 16, sept, 1844, Journal de l’école polytechnique, 
Cahier 30, S. 1—76, Paris 1845 (Formel (y”) auf S. 76). Wenn Paul Serret auf 
Seite 37 seines schénen Werkes: Théorie nouvelle géometrique et mécanique des 
lignes & double courbure, Paris 1860 die Entdeckung der Relation (A) J. A. Serret 
zuschreibt, so bezieht er sich wohl auf dessen Abhandlung: Sur quelques formules 
relatives & la théorie des courbes & double courbure, Journal de mathématiques 
t. XVI, welche zeigt, dass in der That auch dieser die Formel (A) entdeckt hat 
(Formel 26, Seite 302). Diese Abhandlung erschien jedoch erst 1851. 
**) Allgemeine Theorie der Curven doppelter Kriimmung, Leipzig 1859, S. 44, 
wo sich auch ein einfacher geometrischer .Beweis dieser Formel findet. 
***)’ Analytische Geometrie des Raumes, Il. Theil. 3. Auflage, Leipzig 1880. 
Seite 172. 
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einem Punkte den Winkel y bildet, bestimmten Schnittes, 
so ist nach dem Satze von Meunier 


(9) R cos yn = Q; 
und fiir eine darauf folgende Ebene, welche den Winkel 
n+ dy macht, 
(10) de = — Rsin y dy. 
Also ist: —_ 
2? ae g? G°) a 

Man iiberzeugt sich aber leicht, dass der Winkel » im Allgemeinen 
von dem Torsionswinkel f dyn verschieden ist. Denn betrachtet man 
beispielsweise eine Curve von constanter Kriimmung aber variabler 
Torsion — und jeder sphirischen Raumcurve ist eine solche Curve 
zugeordnet*) —, so wird nach (A’) R = und aus (9) folgt cos y= 1, 
sodass in diesem Falle 4 constant, Z dy aber variabel ist. 

Die Erklirung hierfiir zu finden ist nicht schwer. Allerdings 
erfihrt der mit 4 bezeichnete Winkel den Zuwachs dy, wo dy den 
infinitesimalen Torsionswinkel bedeutet. Dass deshalb gleich dem 
Torsionswinkel ist, darf man aber nur dann schliessen, wenn es immer 
derselbe Winkel ist, der sich um den infinitesimalen Torsionswinkel 
vermehrt. Das ist jedoch nicht der Fall, da sich die Kugel vom 
Radius R und ihre Normalebene indern, wenn man zu einem fiinften 
Punkte der Curve tibergeht. 

Es liisst sich auch sofort entscheiden, wann 4 wirklich der Torsions- 
winkel ist, Aus (Y) folgt niimlich durch Differentiation: 

OR cos y — RK sin y On = Vo. 
Soll also dy = dy sein, so zeigt (10), dass identisch 
OR - cos y= 0 


sein muss. Mithin ist R constant, da cos y=0 auf den Grenzfall Roo 
fihrt. Ist aber R constant, so ist die Curve entweder eine sphiirische 
oder eine Curve constanter Kriimmung.**) Die zweite Méglichkeit 
muss jedoch ausgeschlossen werden, da, wie eben bewiesen wurde, bei 
ihr (9) tibergeht in R—g; es ist dann cos y—1, also sin 7 dy=sin y On, 
ohne dass deshalb dy = ody zu sein brauchte. Mithin bleibt gerade 
nur die erste Méglichkeit, die der sphdrischen Curven tibrig, sodass 
die Formel (B) fiir die sphirischen Curven charakteristisch ist. 


*) Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, t. 1, Paris 
1887, S. 43. 
**) J. A. Serret, a. a. O. S. 202. 
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Diese ausfiihrliche Darlegung des Sachverhalts wird, wie ich hoffe, 
Missverstiindnisse beseitigen, zu denen die Fassung des Art. 137 leicht 
Anlass geben kann.*) Ich miéchte aber ausdriicklich hervorheben, dass 
in ihm ein ebenso eleganter als strenger Beweis der Formel 


’ . * doe\2 
(A) = g? + Te 


gegeben wird. Eine Vereinfachung ist allerdings noch mdglich, da 
man, wie ich einer fretindlichen Mittheiiumg von Herrn W. Dyck 
entnehme, die Berufung auf den Meunier’schen Satz vermeiden kann; 
denn es ist geometrisch evident, dass die Schmiegungsebene aus der 
Schmiegungskugel den Kriimmungskreis herausschneidet, und das ge- 
niigt zur Herleitung der Gleichung 

(9) R cos y» = @. 

Wie ich nachtriglich gefunden habe, hat auf diese Art bereits 
1835 Th. Olivier die Gleichungen (9) und (10) abgeleitet.**) Merk- 
wiirdigerweise ist er aber nicht zu der Formel (A’) gelangt, vielmehr 
erhilt er nach einer miihsamen Rechnung die unschéne Relation: 


Ra Veet do) (1—Vi — a8) + de? 


dt 
welche allerdings in (A’) iibergeht, sobald man 
1—Vi—d# 


durch * de ersetzt. 


2 
ov. 


Ist die betrachtete sphiirische Raumcurve algebraisch, so darf man 
unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, dass ihre Coordinaten «, B, y 
algebraische Functionen der unabhingigen Verinderlichen ¢ sind, welche 
die Gleichung: 


(11) a+ p+ y=] 
identisch erfiillen. Dann ist auch der Kriimmungsradius e, nach (5) 
eine algebraische Function von ¢ und aus der Formel 
(B’) 0; = — sin (0 — O*) 
folgt daher, dass dasselbe von sin(®— #*), also auch von sin(#— 4), 
gilt, wo @, eine willkiirliche Constante bedeutet. 

Die Formel (B’) besagt daher, dass bei einer jeden sphirischen 
algebraischen Curve der Sinus des Torsionswinkels eine algebraische 


*) Am Schlusse des Abschnittes 5 komme ich tibrigens hierauf noch einmal 
zuriick und gebe die wahre Verallgemeinerung der Formel (B). 

**) De la courbure et de la flexion d’une courbe 4 double courbure, Journal 
de l’école polytechnique, Cah. 24, S. 71 (1835). 
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Function der Coordinaten ist, und hieraus folgt, dass ihre Evoluten 
algebraisch rectificirbare algebraische Curven sind. Damit ist aber der 
am Anfange des zweiten Abschnities angekiindigte Beweis erbracht. 

Um die Bogenlinge der zu einem bestimmten Werthe von 4, ge- 
hérigen Evolute zu ermitteln, schreibe ich (B’) in der Form: 

od — 3, = o* — 3, — arc sin g, 

und erhalte hieraus vermége (8): 
(12) s— s = —--—_ Thi hein 5 

cos (9* — %) @, — sin (@* — Bo) /1— oe? 
Setzt man hierin 

=o, 

so kommt das paradoxe Resultat: 
(13) s— 3s =—1. 
Um zu erkennen, was die Gleichung (13) bedeutet, muss man auf 
die Gleichungen (1) zuriickgehen und entnimmt daraus, dass s — s, 
die Liinge des Fadens bedeutet, dessen Endpunkt bei der Abwickelung 
von der Evolute die Evolvente erzeugt. Mithin gehért zu dem Werthe 
9* der Constanten 9, als ausgeartete Evolute der Mittelpunkt der Kugel, 
also der Punkt: 

z=aQ, y=, s=0. 

Das Paradoxon tritt also deshalb auf, weil bei der vorliegenden Unter- 
suchung Punktcoordinaten benutzt wurden, wihrend die Definition der 
Evoluten sich auf ihre Tangenten bezieht, also die gerade Linie als 
Element des Raumes voraussetzt. 

Fasst man die Sache so auf, so tritt an Stelle der Evolute ihre 
abwickelbare Tangentenfliche, und jetzt hat es nichts iiberraschendes, 
wenn diese geradlinige Fliiche in einen Kegel tibergeht, den Kegel 
nimlich, dessen Geraden den Mittelpunkt der Kugel: 

a pp y= 

mit den Punkten der sphirischen Curve (a, 6, y) verbinden. Man 
erkennt vielmehr auf diese Weise ohne jede Rechnung, dass bei einer 
sphirischen Curve (a, 8, y) die Gleichungen 
(7) @—a)ae +(y—6)B +e—7)7 =9, 
(3) @—a)a"+(y—B)B"+(e—y) y= at +B +7, 
(4) (@—a? +(y—B +(—7 =e: sin%(o — ) 
fiir einen gewissen Werth #* von 3, durch 

z=0, y=0, s=0 
erfiillt werden miissen. Setzt man aber diese Werthe wirklich ein, so 
gehen (2’) und (3’) in Identititen iiber, wihrend (4’) die Relation: 
(4”) 1 = g?: sin?(@ — 3*) 
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ergiebt. Man kommt so zu der Formel: 

(B’) = — sin(d — 3), 

und in der That war es gerade diese Ueberlegung, durch welche ich 
auf die Gleichung (B’) gefiihrt worden bin. 

Da ich jedoch diese Herleitung nur als eine heuristische ansabh, 
suchte ich einen directen Beweis zu erhalten, indem ich in (B’) fiir @ 
und #— #* ihre Werthe aus (5) und (6) einsetzte und gelangte so 
zu dem rein analytischen Theoreme: 

Sind a, B, y drei Functionen der unabhiingigen Ver- 


dinderlichen t, welche nur der Bedingung unterworfen sind, 
dass sie die Gleichung: 


(11) e+ e+ y= 


identisch erfiillen, so hat man bei richtiger Bestimmung der 
Integrationsconstanten : 


a| a ot” a” | 4 

Dd fj ks i 

af 6 p oi Or —P r+ ye" —7"e Pee ee 
7 F 1 

=—= — arc sin ceca BE te sh _ a? 

V6 y"— By P+ a” 7" oP (eo ae" BY 

Da die Identitét (J), welche mit der Formel (B’) vollstindig gleich- 

bedeutend ist, fiir die folgenden Untersuchungen grosse Wichtigkeit 

besitzt, will ich im folgenden Abschnitte ihre Richtigkeit auf ana- 
lytischem Wege feststellen. 





Wird zur Abkiirzung 
(14) By” —B"y' =a, ya” —y"a'=b, ap" —a"p' =o 
gesetzt, so folgt aus 


3 
(a! *+ B+ 9°)" 


/ (aor +06""-+ey"”) (a? +8'2+7'9)" 
Vei+bv+c 


e@+be+e dt = — arc sin 
durch Differentiation: 
(15) (aa +08" + cy") VE FE FE t+ BEY 
= (aa’ + bY + ce’) (a? + B+ 9") 
— 3(a + B+ ce) (@’a” + BB” + 7'7"). 


Um diese Gleichung zu verificiren leite ich aus (11) durch Differen- 
tiation her: 








LOS 








Ueber algebraische Raumcurven. 349 


(16) ao’ + BB’ + yy’ =0, 
(17) aw’? + B'2? + yy’? + aa” + BB" + yy" =0, 
(18) 3(a@’a” + BB” + yy") + aa” + BB” + yy” =0 


und bilde die Determinante: 


ja a’ a” | 
(19) A=| 6 pf’ B" | 
ly vv” | 
Dann wird: 
| l 0 » &a" + BB+ yy” | 


— . att pty? aa” +B p+ y'y"| 
we” BB" +97" wa"t BB" +y'7"” a6" hy" | 

= (a? +B? +?) (a? +B"? y"?) — (a a” + BB’ + yp") 
— (a? + B+ y"?) (aa”+ BB’ + yy"), 

und vermége (17) und der Lagrange’ schen Identitdt: 

OE et ht RA ie et a Pe 

oe (6°48 +7 *) (+B +9") — (+O +72") 
ergiebt sich schliesslich: 
(21) AP =a? + b+ ot —(a’? + BP + yp’? 


Weiter setze ich 


| cn 6 } 
(22) B=| B’ Bp” B” | 
ley” 
und bilde das Product: 
| 0 — (a? + B’?-+ y")? —3 (a or” BB’ +y'y”)) 
A-B=| d*+p'ty'? wa'+p'B’ty'7" > a” 466" +77" | 
a a” BB’ yy” a? BPA y"? aa +B" BR’ yy” 


= (ek? +B? + y'2) [(k? + B+ 9") (0a + BB’ + 9"7") 
(aa B'B'ty'y" ele" +B'B"+7'9")) 
— B(a'a” + BB" + y’p”) [C2 +B? + 9"? ("2 + B24 72) 
— (a a” + B'B” + y'y")"). 
Aus (20) folgt aber durch Differentiation: 
(ef? 4B’? + y"2) (aa + BB” + y"7”) 
(23) — (a'r + BB” + y'y”) (a a” + BB” + yy”) 
=aa’'+bb'+ ce, 
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mithin wird: 
(24) A. B= (aa'+bb'+cc)(a’?+p'?+y"?) 
—3(@ +0408) (a’a” +B'B"+7'7"). 
Jetzt aber erhailt man durch Verbindung von (21) und (24) gerade 


die zu beweisende Gleichung (15), aus welcher man durch Integration 
die Richtigkeit der Identitat (J) erschliesst. 


5. 

Die auf so verschiedene Arten hergeleitete Identitiit (J) soll jetzt 
genauer betrachtet werden, und da erkennt man sofort, dass ihre linke 
Seite die bemerkenswerthe Higenschaft hat, invariant zu bleiben, wenn 

a’, By’ 
beziehungsweise durch 
(25) Sua, f=—up, uy’ 
ersetzt wird, wo wu eine beliebige Function von ¢ bedeutet. 

Diese Eigenschaft ist geometrisch aufgefasst fast selbstverstiindlich. 
Die Gleichungen (25) besagen niimlich, dass die Zangenten der Curven 
(&, y, €) und (a, B, vy) in entsprechenden Punkten, das heisst in Punkten, 
welche zu demselben Werthe von ¢ gehéren, parallel sind. Dann 
aber sind auch in entsprechenden Punkten die Schmiegungsebenen 
parallel, mithin stimmen dort auch die infinitesimalen Torsionswinkel 
iiberein, und das ist eben die geometrische Bedeutung jener Invarian- 
teneigenschaft. 

Man wird so darauf gefiihrt jeder beliebigen Raumcurve (&, 7, §) 
eine sphirische Raumeurve («, 6, y) durch die Gleichungen 
(11) 4+ P47 —1, 

(25) Sue, yup, = wy’ 

zuzuordnen und hat dann, wenn g, den Kriimmungsradius der sphirischen 
Curve bezeichnet, wahrend @ die alte Bedeutung hat: 

(C) sin (® — 3) = — @Q,. 

Dass eine solche Zuordnung immer méglich ist, ergiebt sich ana- 
lytisch daraus, dass man vier Bedingungsgleichungen, aber auch vier 
zu bestimmende Functionen a, 6B, y, wu hat. Geometrisch aber folgt es 
daraus , dass die sphirische Curve (a, 6, y) ja nur die Kigenschaft zu 
haben braucht, in entsprechenden Punkten parallele Tangenten oder, 
was dasselbe ist, parallele Schmiegungsebenen zu besitzen. Eine solche 
Zuordnung ist also sogar auf unendlich viele Arten: méglich. 

Auf diese Weise gewinnt man, und das ist hier der entscheidende 
Gesichtspunkt, fiir den Sinus des Torsionswinkels einer beliebigen 
Raumeurve einen. neuen Ausdruck, und es lasst sich dadurch die 
Bedingung, dass bei einer algebraischen Raumcurve dieser Sinus 








-_-_ oe 
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algebraisch von den Coordinaten abhingen soll, auf eine handlichere 
Form bringen, es muss namlich der Kriimmungsradius der zugeord- 
neten sphiirischen Curve («, B, y) eine algebraische Function von t sein. 

Das ist sicher der Fall, wenn diese sphirische Curve selbst alge- 
braisch ist. Es lisst sich aber zeigen, dass es auch nur unter dieser 
Bedingung eintritt, oder genauer, dass es dann und nur dann eintritt, 
wenn unter den unendlich vielen sphirischen Curven («, 6, y) auch 
algebraische vorhanden sind. 

Zu diesem Zwecke dient folgende geometrische Hilfsbetrachtung. 
Aus der Definition der Evoluten (x, y, 2) folgt, dass die Schmiegungs- 
ebene im Punkte (x, y, 2) durch die Tangente der Evolvente im ent- 
sprechenden Punkte (&, 7, £) geht. Da weiter die Tangente in (a, y, 2) 
auf der Tangente in (&, 7, €) senkrecht steht, so ist die Hauptnormale 
der Evolute der Tangente der Evolvente parallel. Betrachtet man aber 
die sphdrische Indicatrix der Evolute (x, y, 2), das heisst die Curve, 
welche entsteht, wenn man diese Evolute durch parallele Tangenten 
auf der Einheitskugel 

e+ et y—l 
abbildet,*) so ist klar, dass die Tangente der sphirischen Indicatrix 
der Hauptnormale ihrer Curve (a, y, 2) parallel sein muss. Folglich ist 
die Tangente der sphirischen Indicatrix (a, B, y), welche zur Evolute 
(x, y, 2) gehdrt, der Tangente der Evolvente (&, , §) parallel, und diese 
Jndicatrix ist also eine der zugeordneten sphiirischen Curven (a, B, 7), 
die oben betrachtet wurden. 

Dies festgestellt, sei 9, und damit auch sin (#— @,) eine algebraische 
Function von ¢, Dann sind alle oo! Evoluten (a, y, 2) der Curve (&, », §) 
algebraische Curven, mithin gilt dasselbe von der sphirischen Indicatrix 
einer Evolute (2, y, 2), und es giebt daher sogar unendlich viele zu- 
geordnete Curven (a, 6, y), welche algebraisch sind. Mithin haben die 
algebraischen Raumcurven, bei denen der Sinus des Torsionswinkels 
algebraisch von den Coordinaten abhiingt, die charakteristische Higen- - 
schaft, dass unter ihren zugeordneten sphirischen Curven (a, B, y) alge- 
braische vorkommen. 

Damit ist aber die Aufgabe, alle Raumeurven dieser Art zu 
ermitteln, auf die zuriickgefiihrt, alle algebraischen Rawmcurven zu 
finden, deren Schmiegungsebenen den Schmiegungsebenen einer gegebenen 
sphdrischen algebraischen Curve parallel sind. Diese Aufgabe zu lésen 
hat keine principiellen Schwierigkeiten, und es kann sich nur darum 
handeln, die Lésung in méglichst einfacher und iibersichtlicher Weise 
durchzufiihren. 


*) Vergl. Paul Serret, a, a. 0. S. 75. Diese Abbildung benutzte aber schon 
Senff in der auf Anregung von Bartels entstandenen Arbeit: Theoremata 
principalia e theoria curvarum et superficierum, Dorpat 1831. 
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Das soll der Gegenstand des folgenden Abschnittes sein. Hier 
méchte ich aber noch einen analytischen Beweis des Satzes geben, 
dass die sphdrische Indicatrix der Evolute (x,y, 2) eine zugeordnete 
sphirische Curve der Evolvente (§, y, €) ist und daran eine Bemerkung 
iiber die Lancret’ sche Gleichung kniipfen. 

Aus den Definitionsgleichungen der Evolute (x, y, 2): 


dz 
§=—2£— (s— %) a, 
dy 
ds? 
dz 
C= s — (8 — &) 7; 

folgt durch Differentiation 


(1) n= y — ($s — %) 


, d dx 
S = — (8 — 8) a5 ae? 
, dd 
(26) = — (8 — %) 5 ay 
P d dz 
4 — — ($s — 8) dt ds" 
Nun ist aber 
(27) daz’? + dy? + dz? = ds’, 
folglich werden die Gleichungen: 
(11) e+ P+ y=, 
(25) f=—ua’, yup’, Spy’ 
identisch erfiillt durch: 
9 en dx __ dy ~ dz 
(28) wie hot v= as? 
(29) u = — (s—5), 


womit der Beweis jenes Satzes erbracht ist. 

Gleichzeitig hat sich aber auch ergeben, dass pw = — (s— %) 
ist, und diese Relation hat ebenfalls ihre geometrische Bedeutung. Setzt 
man nimlich in der Identitit (J): 


257  —_ ae 

(25’) a np? B un? 7 w? 

so ergiebt sich eine Identitiit in §, 7, €, w, welche unter Benutzung 
der Gleichungen (5) und (6) fiir 9? und # — @, tibergeht in: 


(30) = sin (# — 9,). 


Geht man daher aus von einer gegebenen Raumcurve (&, , €) und 
wihlt als zugeordnete sphirische Curve die Indicatrix einer ihrer 
Evoluten (x, y, 2), sodass also 
92 _ dz _ dy _ dz 
(28) ce Fee rz, 
wird, so hat man auch 


29) == — (@— &), 
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und es ist daher 


(31) o_ = — sin (®@—4,); 


8 — & 

dabei bedeutet s — s, die Bogenliinge der zum Werthe @, gehdrigen 
Evolute (7, y,2). Die Gleichung (31) ist aber vollstindig gleich- 
bedeutend mit der friiheren Gleichung: 

(8) Ss — S = — 9: sin (#@— 9), 

welche ihrerseits vermége der Gleichungen: 


dx 
§ = x — (s — &) as? 
, dy 
(1) n= y — (8 — S) 5%,, 


dz 
=s—(s—s 
- &—(s ) ds 
aus der Lancret’schen Gleichung: 


(4) (w—&) + (y—n)? + @—6)? = 9? : sin? (@— 4) 
folgte. Hat man also bereits die Gleichung 
(30) & —= sin (#—%,), 

a 


so folgt aus (29) und (1) die Lancret’sche Gleichung (4). 

Damit ist aber fiir die Lancret’ sche Gleichung , welche ich im Ab- 
schnitte 3 von A, auf rein geometrischem Wege hergeleitet hatte, ein 
neuer, sehr durchsichtiger analytischer Beweis gefunden, denn diese 
Gleichung folgt aus den Definitionsgleichungen der Evoluten vermége 
der Identitit (J), sodass man also sagen darf: 

Die Identitiéit (J) und die Lanecret’sche Gleichung (A) 
sind vollstindig .gleichbedeutend. 

Aber noch in anderer Richtung ist die Gleichung 
(31) a =< — sin (# — 9) 
von Interesse, sie erginzt nimlich in erwiinschter Weise die Be- 
trachtungen des zweiten Abschnittes, indem sie die wahre Verall- 
gemeinerung der Relation: 

(B’) 0; = — sin (®—#*) 
liefert, welche dort fiir sphirische Curven abgeleitet wurde. In der 
That geht (31) in (B’) tiber, wenn man # — @* setzt und bedenkt, 
dass dann 
(13) s—s = 1 
wird. Man wird also sagen kénnen: 
Fiir jede beliebige Rawmeurve hat das Verhdiltniss 
9: sin (®—,) 

eine geometrische Bedeutung, es ist némlich gleich der Bogen- 

liinge der zu dem Werthe %, gehdrigen Evolute. 
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6. 

Nach dieser Zwischenbemerkung kehre ich zu der Aufgabe zuriick, 
deren Lésung noch zu leisten war, alle algebraischen Raumcurven zu 
finden, deren Schmiegungsebenen den Schmiegungsebenen einer gegebenen 
sphiirischen algebraischen Curve parallel sind. 

Wird wie oben: 
(14) By” — B’y’ =a, ya” — ya’ =b, a’ B’— a" Bf =e 
gesetzt, so lautet die Gleichung der Schmiegungsebene der sphirischen 
algebraischen Curve (a, B, 7): 

a(r—a) + b(y—B) + c(3—7) = 9. 
Die Gleichung der Schmiegungsebene der algebraischen Curve (&, », §) 
im entsprechenden Punkte lisst sich daher in der Form: 
ar + by + ¢3 = of?) 

schreiben, wo (t) eine algebraische Function von ¢ bezeichnet. Nun 
umhiillen die Schmiegungsebenen einer Raumcurve eine abwickelbare 
Flache, deren Riickkehrkante gerade diese Raumcurve ist. Folglich 


sind die drei gesuchten algebraischen Functionen §, 4, € von ¢ aus 
den Gleichungen zu bestimmen: 


aét+tbyu+cf—g, 
(32) aet+byut+cet=g, 
a"E+D n+ eC 9" 

Die Auflésung dieser linearen Gleichungen gestaltet sich am ein- 
fachsten, wenn man drei neue Unbekannte u, v, w durch die Gleichungen: 
E=—a'uta’v+tea”’w, 

(33) n= But pv +p", 
f=—yutyo+y”w 
einfiihrt. Setzt man noch zur Abkiirzung wie friher: 


la’ a” al’ | 
(34) 6B” B= B 
i, 2S ys 
und ausserdem: 
la’ a” a | 
(35) |p’ B” pr |—=C, 
iy ge” ol 
so folgt aus (32): 
Bw = 9, 
(36) — Bv =, 


Bu — Bv — Cw= gq’. 
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Es ist daher: 


4 
vs 
—— i hal cz 
(37) v= 3 
Cy Bg’ 9” 
‘=; + : 


Mithin leisten die Gleichungen: 


BYE = a’ (Co—B'y' + Bo") — a" By + "Bo, 
(38) By = B'(Co—B'y' + Bo’) — Bb" By’ + 6" Bg, 
BE =y (Co—By'+ By") — 7" Be +7" Bo 

die explicite Bestimmung aller algebraischen Raumcurven, bei denen der 
Sinus des Torsionswinkels algebraisch von den Coordinaten abhdngt. 

In diesen Gleichungen treten vier algebraische Functionen von ¢ 
auf, nimlich a, 8, y und g, welche bis auf die Bedingung: 
(11) a + + yl 
volikommen beliebig, also drei willkiirlichen algebraischen Functionen 
von ¢ iquivalent sind. Hieraus ist zu schliessen, dass die Méichtigkeit 


dieser Raumecvrven, im Sinne von Herrn G, Cantor, dieselbe ist wie 
die aller algebraischen Raumcurven. 


4 
Es bleibt iibrig mit Hiilfe der Ausdriicke fiir &, 4, € die explicite 
Bestimmung aller algebraisch rectificirbaren algebraischen Raumcurven 
(x, y, #) durchzufiihren. Hierzu dienen die Gleichungen (1), welche 
sich in: 
d 
= §+(s—s)o, 
, 1 
(1 ) yJ=q + (s a So) “2, 
dz 
@=€+(s—%) 5. 
umformen lassen. Nun war: 


(28) dx dy B, dz 


a a ads” 


also wird: 
x= a(s—s,) +autea’vta”’w, 
(39) y = B(s—s) + B'u+ B’v + Bw, 
e=y(s—S) ty uty vty, 
und alles kommt darauf an, auch s — s, durch «, B, y und @ aus- 
zudriicken. Zu diesem Zwecke kénnte man auf die Gleichungen (26) 
zurtickgehen, welche mit Hilfe von (28) die Form: 


(40) &——(s—s)a’, 1’ = — (s — 5S )B', § = — (s—s)y’ 


S 
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annehmen, Es ist aber vortheilhafter das Resultat in symmetrischer 
Form zu erhalten. Deshalb differentiire ich die letzte der Gleichungen 
(32) und finde vermége (40): 

(41) Bis—s) = aE +0"n + 0"——9". 

Werden hierin fiir §, 7, € ihre Werthe aus (33) eingesetzt und noch 
zur Abkiirzung: 


or 


a? | 

» gv\—D 

my 

eingefihrt, so kémmt nach einigen Reductionen: 

(43) B(s—s,)) =2Bu— (B’—C)v — (2C —D)w — g”, 

und es wird daher endlich: 

(44) B3(s—s,) = (2BC—2BC’—BD)qg + (BB" —B?— BC) 
+2BB 9’ — Bo”. 

Demnach sind alle algebraisch rectificirbaren algebraischen Raum- 
curven enthalien in den Gleichungen (39), wenn darin fiir s — sy, u,v 
und w die Werthe aus (44) und (37) eingesetzt werden. In den so 
gewonnenen Gleichungen sind «, B, y und @ algebraische Functionen 
von ¢, die nur der Bedingung: 

(11) a+ py —l 
unterworfen sind; die Miichtigkeit dieser Curven ist daher dieselbe wie 
die aller algebraischen Raumcurven. 

Kennt man umgekehrt eine algebraisch rectificirbare algebraische 
Raumeurve (7, y, 2), so lassen sich sofort die zugehérigen Functionen 
«a, B,y und » angeben, Denn es ist: 


a’ 
(42) B° 
y" 


“= BD R 


- _ dz __ dy _ dz 
(28) ms, Pee rs, 
und 

(32) p=—ab+by+c€, 


wo a, b,c durch die Gleichungen (14), &, 4, § durch die Gleichungen: 
(l") §=a—(s—s)a, yoy — (s—s)B, $= 2— (s—sy)y 
bestimmt sind, in denen ausser 2, y, ¢ und a, 6, y nur noch die Bogen- 
lange s vorkommt, sodass die Ermittelung von gm héchstens noch die 
Ausfiihrung einer Quadratur erfordert, welche sich tiberdies stets auf 
algebraischem Wege erledigen liisst. 


8. 
Von den Ergebnissen der vorhergehenden Untersuchung lisst sich 


eine interessante Anwendung auf die Theorie der Kriimmungslinien 
machen. 
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Im Abschnitte 2 von A. zeigte ich, dass eine abwickelbare alge- 
braische Fldche dann und nur dann algebraische nicht-ebene Kriimmungs- 
linien besitet, wenn thre Riickkehrkante eine algebraisch rectificirbare 
algebraische Raumcurve ist. Alle diese Raumcurven (x, y, 2) wurden 
aber soeben explicite bestimmt. Sind nun a, B, y die Richtungscosinus 
der Tangente der Raumcurve 2, y, 2, so stellen die Gleichungen: 
(45) X=—=ae+ar, Yey+ fpr, Z=—e+yr 
die abwickelbare algebraische Flaiche dar, deren Riickkehrkante gerade 
die Curve (x, y, 2) ist. Benutzt man jetzt die Ausdriicke fir x, y, z, 
welche die Gleichungen (39) geben, so erkennt man, dass die gesuchten 
Flaichen dargestellt werden durch: 
X=—caé6+aiuta’v+a”’w, 
(46) Y= fo+ put prv+ Bw, 
Z=yotyut popy”w. 
Hierin sind a, B, y und u, v, w algebraische Functionen von ¢, wihrend 
6 eine zweite uyabhingige Veriinderliche bedeutet. 

Die Curven ¢ = const. sind die erzeugenden Geraden, die Curven 
6 = const. die nicht-ebenen Kriimmungslinien der Fliiche, welche mithin 
algebraische Curven werden, und zwar sind sie gerade die oo! Evolventen 
(E, 7, ) der Curve (a, y, 2). 

Hiermit ist die vollstiindige Lésung der Aufgabe gefunden, alle 
abwickelbaren algebraischen Flichen zu bestimmen, welche algebraische 
nicht-ebene Kriimmungslinien besitzen. Es ist dies um so bemerkens- 
werther, als bis jetzt nicht viele algebraische Flichen bekannt sind, 
denen diese Eigenschaft zukommt. 

Bekanntlich werden bei einer Transformation durch reciproke 
Radienvectoren Kriimmungslinien in Kriimmungslinien tibergefiihrt. 
Da ferner bei einer Inversion auch jedes algebraische Gebilde in ein 
algebraisches Gebilde iibergeht, so folgt, dass die eben gefundenen 
abwickelbaren algebraischen Fliichen mittelst Inversion algebraische 
Flichen liefern, bei welchen die eine Schaar der Kriimmungslinien 
aus Kreisen besteht, die alle durch einen Punkt gehen, wiihrend die 
andere Schaar von algebraischen Raumcurven gebildet wird. Die 
Dupin’schen Cycliden bilden einen besonderen Fall dieser interessanten 
Classe von algebraischen F'lichen. 


9. 


Neben der Bogenlinge trat bei den vorhergehenden Untersuchungen 
als gleichberechtigte Grosse der Sinus des Torsionswinkels auf, und wenn 
zuerst gefragt wurde, wann die Bogenlinge algebraisch von den Coordi- 
naten abhiingt, so wurde nachher untersucht, wann dies fiir den Sinus 
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des Torsionswinkels gilt. Nun hat Herr Koenigsberger bewiesen, dass 
die Bogenlinge jeder algebraisch rectificirbaren algebraischen Raum- 
curve (z, y, 2) einer Gleichung zweiten Grades geniigt*), es ist namlich 


(47) (s—S))? = r(x, y, 2) [1 +(34) + (f =) | 


dx 


wo r(x, ¥y, 2), oe und = rationale Functionen von z sind. Ich will 
daher auch fiir den Sinus der totalen Torsion die Art der algebraischen 
Abhiingigkeit von den Coordinaten bestimmen. 

Gegeben sei also eine algebraische Raumcurve (&, 4, §), und es 
werde angenommen, dass man weiss, der Sinus ihres Torsionswinkels 
hinge algebraisch von &, 4, € ab. Sieht man daher y und § als 


algebraische Functionen von § an, sodass also ¢ = & zu nehmen ist, 
so hat man: 


an. 37 4 
” fors eR pq Vit? +6? dé — aresin P(E), 


wo F(&) eine algebraische Function von & bedeutet: Nun sind die 
Ableitungen von 9 und € nach & rationale Functionen von &, , &, 
mithin steht in (48) links ein Abel’sches Integral, welches an Irratio- 


nalititen ausser 7 und € noch die Quadratwurzel aus der rationalen 
: ¢ : 
Function von &, 7, €: 


84-g* +6" 
enthilt. 


Jetzt kommt ein Satz von Abel in Betracht**), welcher sich auf die 
Integration algebraischer Differentiale mittelst Logarithmen bezieht, 
und nach welchem, wenn eine Relation besteht: 


(49) oat = h log (é), 


in welcher w und ® algebraische Functionen von § bedeuten, wiahrend 
h eine Constante ist, alsdann ® stets als rationale Function von & 


und @ dargestellt werden kann. Es ist aber identisch: : 
(50) aresin 5 5 (O— —-') = —ilog®. 

Weiss man also, dass 

(51) fe d& = aresin F'(&) 

ist, wo F'(&) eine algebraische Function von & sein soll, so ist auch 
(52) foat =— ilog o@), 


*) Ueber algebraisch rectificirbare Curven, diese Annalen, Bd, 32, 8.590. 1888. 


**) Précis d’une théorie des fonctions elliptiques, Chap. Il, § 1. Crelle’s 
Journal, Bd, 4, 8, 264. 








~ 
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und (§), welches durch die Gleichung 
(53) o—o-'—2iF 


definirt wird, ist ebenfalls eine algebraische Function von §, mithin 
nach dem oben erwahnten Abel’schen Theoreme eine rationale Func- 
tion von € und w. Folglich ist auch nach (53) F(&) eine rationale 
Function von & und @. 

Wendet man dieses Resultat auf (48) an, so ergiebt sich, dass F’(&) 
eine rationale Function von 


E06 Vity?+é? 
sein muss, und man erschliesst hieraus weiter, dass sich F'(&) stets 
in der Form: 


(64) FE) — RE, 4) + RE, 0, 9V1 +7? +6 
darstellen lisst, wo R, und R, rationale Functionen ihrer Argumente 
bedeuten. 

Hiermit ist aber schliesslich der Satz gewonnen: 

Ist bei einer algebraischen Rawmcurve der Sinus des 
Torsionswinkels eine algebraische Function der Coordinaten, 
so geniigt er einer Gleichung zweiten Grades, deren Coeffi- 
cienten rational von den Coordinaten abhdngen. 

Es mége noch darauf aufmerksam gemacht werden, dass bei dem 
Beweise dieses Satzes die Integrationsconstante in (48) ganz willkiirlich 
blieb. Er gilt daher, gleichgiiltig welches der Anfangspunkt der Zahlung 
fiir den Torsionswinkel ist, was spiiter von Wichtigkeit sein wird. 

Die Gleichung zweiten Grades fiir F' = sin (® — 4): 

(65) F? — 2B, F 4 Ry? — (14-4246) Ry? =0 
wird reducibel im Rationalitiitsbereiche (&, yn, §), wenn in (54) F'(&) eine 
rationale Function von &, 7, € ist. Das kann auf zwei Arten geschehen, 
indem entweder R, identisch verschwindet oder indem 

L+q?+¢" 
das Quadrat einer rationalen Function von &, 7, € ist. Von besonderer 
Wichtigkeit ist der zweite Fall, weil er fiir eine Curvenclasse eintritt, 
die schon an sich von Bedeutung ist, niamlich fiir die algebraischen 
Raumeurven, bei denen die Bogenliinge ein zur Curve selbst gehériges 
Abel’sches Integral ist. 

Die ebenen algebraischen Curven g(&, 4) 0, denen die ent- 
sprechende Kigenschaft zukommt, bei denen also das Bogenelement 
do in der Form: 

(56) do = R(E, 4) dé 

darstellbar ist, sind von Laguerre untersucht worden, der sie courbes 
de direction nannte, weil sie als Enveloppen von Geraden angesehen 
24* 
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werden kénnen, die einen bestimmten Sinn haben.*) Die vorstehenden 
Betrachtungen zeigen, dass man entsprechend im Raume die Curven 
(E, 1, €) auszuzeichnen hat, bei denen: 


(57) do = R(E, n, §) dé 


ist. Um mich kurz ausdriicken zu kénnen, will ich die durch (57) 
definirten Curven als ,, D-Curven“ bezeichnen. 


10. 


Auf die D-Curven wird man auch durch Untersuchungen ganz 
anderer Art gefiihrt, wenn man nimlich fragt, wie man einen Satz 
itiber ebene Curven, welchen Herr Humbert gefunden hat, auf 
Raumcurven itibertragen kann. 

Nachdem Herr Humbert in der interessanten Abhandlung, welche 
den Ausgangspunkt meiner Arbeit A. bildete**), nachgewiesen hat, dass 
die Bogenlainge s jeder algebraisch rectificirbaren ebenen algebraischen 
Curve f(x, y) = 0 einer Gleichung zweiten Grades: 


(68) (s—s,) = Pr(w, [(F2) + FAY 


geniigt, in welcher P eine rationale Function von x und y bedeutet, 
fahrt er 8. 136 folgendermassen fort: 

De cette équation on déduit que la courbe f = 0 est la 
développée dune courbe algébrique, et que ces deux courbes 
se correspondent point par point.“ 

In der That stellen die Gleichungen: 


of ar 
g =r — (s — So) at — =_ F— P a 
V Ge) + Gy) ’ 
(59) a yi 
n= y + (8 — 5) Fae aA y+P at 
ORE 


vermége deren & und y rationale Functionen von x und y sind, eine 
Evolvente (§, 4) der Curve (7, y) dar, waihrend umgekehrt die Evolute 
(x,y) der Curve (€, 7) gegeben wird durch: 


mt — 927 ¢_ 1 29 [29 | (293 

pon emia -ae I a8) + Gr | 
of dg _—s—s=§_—sé“i1 Ag [eg Oo? 

yaad ota 228 (@Nh4 C2), 


*) Nouvelles Annales, série 3, t. II. 1883. 


**) Sur les courbes algébriques planes rectifiables, Journal de Mathématiques 
4, série. t. 4. S. 135-151, 1888. 
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wo zur Abkiirzung 


(61) (2 2 ao 22” 0p oy be ce 2 Op 


7 én 0& OE at 5) 
gesetzt ist; mithin sind auch x und y rationale Functionen von & und y. 
Es ist jedoch vielleicht nicht tiberfliissig dieser Darlegung hinzuzu- 
fiigen, dass der Beweis des Satzes: 

Jede algebraisch rectificirbare ebene algebraische Curve 
ist die Evolute einer ebenen algebraischen Curve und um- 
gekehrt 

von dem Humbert’schen Satze tiber die Bogenlinge, welcher in 
Gleichung (58) seinen Ausdruck findet, vollstdindig wunabhdngig ist. Zu 
diesem Beweise geniigen die Gleichungen: 


§ = 2 — (s — 8) — a 





(59’) 


yn=y+(s— 





“THO 


in Verbindung mit den Gleichungen (60). Nimmt man aber (58) hinzu, 
so ergiebt sich der zweite Theil jener Behauptung von Herrn Humbert, 
dass niimlich die Curven (2, y) und (&, 7) durch die rationalen Trans- 
formationen (59) und (60) in einander iibergefiihrt werden kénnen. Dabei 
zeigen die Gleichungen (60), dass jedem Punkte (&, 7) ein bestimmter 
Punkt (a, y) zugeordnet ist. Zu einem Punkte (2, y) aber gehéren, wie 
schon Herr Humbert bemerkt hat, im allgemeinen zwei Punkte &, », 
denn die rationale Function P ist nur bis aufs Vorzeichen bestimmt, 
es sei denn, dass die Curve f(x, y) = 0 eine courbe de direction ist. 

Geht man nunmehr iiber zur Betrachtung algebraischer Rawm- 
curven (z%, y, 2), so gilt nach Herrn Koenigsberger die der Glei- 
chung (58) entsprechende Relation: 


(47) (s— 4)? = #°(@, v, #) [1 +(G2) + (Ga) |} 


aus welcher folgt, dass fiir die Evolventen (€, 4, €) der Raumcurve 
(x, y, 2) die Gleichungen bestehen: 


d 
—E=—~2£ — (s—s) = =a«—r(a, y, 2), 
5 f d d 
(62) n=y — (s—%) 52 = y — r(x, y, 2) 5%, 


dz 12 
t= —(s—s) Ze —r(a,y, 2) 9, 
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sodass auch in diesem Falle &, 7, € rationale Functionen von ~, y, z 
werden; dabei ist + nur bis aufs Vorzeichen bestimmt, es sei denn, 
dass die Curve f(x, y, 2) =0 eine D-Curve ist. 

Wie steht es aber, wenn man umgekehrt x, y, 2 als Functionen 
von &, 7, € betrachtet? An Stelle der Gleichungen (60) treten dann 
die Monge-Lancret’schen Gleichungen: 


(2) (w—&) 8" + y—n)n + @—8)8 =0, 
(3) (@—&) 8" + (y—n) a" + (2—8)8" = 87? + yf? + 8%, 
(4) (7—é? +(y—n)? +(¢—£) =? sin?(d— 4). 
Aus (2) und (3) erhalt man — 
nf" — 1's" /, y , Eee? +e"* 
s—t= bate o—o— 


En &’n’ — 89’? 
en +, (°3-9" 42° 
y 1 Pape (e— N+ &'n” — én’ 


und findet so fiir — ¢ die Gleichung zweiten Grades: 
(63) O— [i's — 4S + E"—8"EY + En’ 8") 8 
+ 2(5°? + /?+- 8?) [8'(6°E” — 8" 5’) — 0 (0 6" — 8") (2 —§) 
+ (6°? + 9?) (5°? 9? + 8°?" — (8’n” —E” n')*.. g?: sin?(@—4,). 
oa hierin fiir g? der Werth aus (5) eingesetzt: 
r 2. (8°*-+- g *-+-£'*)" 
©) Om TPT EFF CP CEFF CTE 
so ergiebt sich fiir die Discriminante der Gleichung (63) der Ausdruck: 
(5° 9” — 8" P(E"? +? + £"*)*: sin? (@9— 8) — (6?-+-9'?+6'). W, 
und es ist: 
(64) We (6°? -+-9/?) [(' 6" — 0")? + (65 —E"8")? + (E'n"” —8"0')"] 
— [B°(e°5"— 6") — (yb — 06")? 
= [8's <8) +0 68" — CEP +2 +078 9" EB") 
= (+ y2+6'%) (E'g”—8" 1)? 
Die gesuchte Discriminante wird also: 
(65) A= (6'"—8")? (E?+4'?+8'*) : te?(— 9). 
Bei dieser Rechnung wurde absichtlich die Hilfsverinderliche ¢ 


beliebig gelassen, weil man so den Vortheil der Symmetrie hat. Um 
das erhaltene Resultat anzuwenden muss man aber 


tm 


setzen und findet dann: 
(65') A = (1472+): tg? (@— 9). 
Soll also die zum Werthe @, gehérige Evolute (x, y, 2) der Curve 





n 
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(&, y, §) so beschaffen sein, dass x, y, ¢ rationale Functionen von &, n, € 
werden, so muss fiir diesen Werth von @, der Ausdruck A das Quadrat 
einer rationalen Function von &, 7, € werden. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, dass alle oo! Evoluten der 
Curve (§, 9, €) diese Eigenschaft besitzen. Soll das eintreten, so muss 


fiir willkiirliches @,: 
(66) Vi+n? +6 :tg (@—%) = RE, 0, & %) 


sein, wo # in &, 9, € rational ist. Um aus (66) weitere Folgerungen 
zu ziehen, forme ich diese Gleichung um in 


(66') Vit 7? +t? =R. tg (9—4,) 
und differentiire diese Identitit partiell nach #,. Dann kommt: 
0 28 "tg (9%) + R: cos? (®—®) 


und, da oe nicht identisch verschwinden kann, ist also 
A ') 
R= — 2% sin (9-8 — 
— — & sin (®—0,) cos (®—%) 
und 
67) VIL WH Fm — OF gin? (9 8,) 
(67) Ly*+é = — 7g, Sin’ (O—%). 


Hieraus folet durch abermalige partielle Differentiation: 
5 5 p 


Van — oe sin? (®9—%,) — 2 = ~ sin (& — 4p) cos ( — Oy) 
0 


PR .. ° . ° 
oder, da auch ae,t nicht identisch verschwinden kann: 
dies, 


a OR. @R. 
(68) tg (@— O) = — 255, * 5a8° 


Diese Gleichung aber zeigt, dass (66) nur bestehen kann, wenn 
tg(#—,) und mithin auch /1-+ 7/?+ £2 selbst eine rationale 
Function von §, 7, € ist. 

Sollen also die Coordinaten aller co! Evoluten der Curve (&, 7, §) 
rationale Functionen von &, 9, € sein, so ist diese Curve nothwendig 
eine D-Curve. 

Jetzt sei umgekehrt (£, 4, £) eine D-Curve, also /1 + 1/2 + &? 
eine rationale Function von €, 4, €& Damit ihre Evoluten (2, y, 2) 
iiberhaupt algebraische Raumecurven sind, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass der Sinus ihres Torsionswinkels algebraisch von den 
Coordinaten abhingt. Dann aber ist nach (54) sowohl sin (#—@,) 
also auch cos (#—4@,) in der Form 


Rg, n,&)+ R,(E, n, §) V1 +7? + ¢? 
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darstellbar, mithin, da die Curve (&, 4, €) eine D-Curve ist, eine 
rationale Function von &, 7, €, und dasselbe gilt daher auch von 
Vita? +2: tg (9—8,), 
folglich ist A das Quadrat einer rationalen Function von &, 7, £, und 
es lassen sich mithin x, y, 2 rational durch &, », € ausdriicken. 
Das Resultat der vorhergehenden Untersuchung lisst sich in 
folgenden Lehrsatz zusammenfassen: 
Dann und nur dann hat eine algebraische Raumcurve 
(&, 9, &) mit algebraischen Evoluten (x, y, 2) die Eigenschaft, 
dass die Coordinaten aller co! Evoluten rational durch &, n, £ 
ausgedriickt werden kinnen, wenn sie eine D-Curve ist. 
Hieraus geht hervor, dass der Humbert’sche Satz iiber ebene 
Curven und ihre Evoluten nicht ohne weiteres auf Raumcurven iiber- 
tragen werden darf, es tritt vielmehr die wesentliche Beschrinkung 
hinzu, dass die Curven D-Curven sein miissen, die algebraische Evoluten 
haben. Eine interessante aber wie es scheint nicht ganz leichte Aufgabe 
ware es, alle diese D-Curven explicite zu bestimmen. 


11. 


Wenn auch durch die vorhergehenden Entwickelungen die all- 
gemeine Theorie der algebraisch rectificirbaren algebraischen Rawmcurven 
zu einem gewissen Abschlusse gebracht ist, so bleibt doch, wie schon 
die am Schlusse von Abschnitt 10 formulirte Aufgabe zeigt, noch viel 
zu thun, sobald man die betrachteten Curven weiteren Bedingungen 
unterwirft. Hier will ich nur auf eine am Schlusse des Abschnittes 4 
von A. beriihrte Frage eingehen. Dort theilte ich nimlich einen 
Lehrsatz tiber Rawmcurven dritter Ordnung mit, auf welchen ich bei der 
Untersuchung des Problems gefiihrt worden bin, alle rationalen Raum- 
curven zu bestimmen, welche gleichzeitig Schraubenlinien sind. Ich will 
daher zum Schluss noch einige Siatze iiber solche rationale Raumcurven 
herleiten, aus denen sich schliesslich ein Beweis fiir jenen Lehrsatz 
ergeben wird. , 

Die Gleichungen: 

(69) a—=At, y=As, =, 

in denen A eine Constante bedeutet, tiber welche noch verfiigt werden 
soll, waihrend A, B, C, D ganze rationale Functionen von ¢ des Grades 
k sind, stellen eine rationale Raumcurve dar, deren Ordnung < k ist. 
Soll diese Curve gleichzeitig eine Schraubenlinie sein, so ist noth- 
wendig und hinreichend, dass bei geeigneter Wahl des Coordinaten- 
systems: 


(70) S — Sy = pe 
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wird, wo w eine Constante bedeutet, die nothwendig grésser als 1 ist. 
Man hat daher, wenn 

(71) A? = p? — 1 

gesetzt wird, die Bedingungsgleichung: 

(72) (A’D—AD’)?+(B'D— BD'Y=(CD—CD’. 

Denkt man sich nun A, B, C, D als Functionen k' Grades, so 
hat man 4k + 4 homogene Constanten zur Verfiigung, wiihrend das 
identische Bestehen der Gleichung (72), welche in ¢ vom Grade 44—4 
ist, nur 4k — 3 Bedingungsgleichungen ergiebt. Diese Ueberlegung 
lisst zwar vermuthen, dass es unter den rationalen Raumcurven jeder 
Ordnung auch Schraubenlinien giebt, allein ‘das so entstehende alge- 
braisehe Problem durchzufiihren diirfte sehr grosse Schwierigkeiten 
haben. Deshalb verfahre ich anders. Die Gleichung (72) wird in 
allgemeinster Weise identisch erfiillt, wenn man: 


A'’D— AD’ =v — vv’, 
(73) BD— BD’ =2uv, 
CD—CD' =v + v? 
setzt. Da der Grad der linken Seiten in ¢ die Zahl 2k — 2 nicht 
iibersteigt, so sind w und w von einem Grade, welcher < k — 1 ist. 
Aus (73) folgt durch Integration 


(74) wma lf" " at, y=Aaf edt, 2— ei at, 


und da man unbeschadet der Allgemeinheit stets annehmen darf, dass 
D nur vom Grade k — 1 ist, so wird durch die Gleichungen (74) das 
Problem darauf zuriickgefiihrt, alle ganzen rationalen Functionen u, v 
und D von t, deren Grad <k — 1 ist, ew finden, fiir welche die drei 
Integralausdriicke: 
mat, (rat, (zat 

rationale Functionen von t des Grades k werden. Diese Aufgabe soll nur 
fiir einige besondere Formen von D vollstindig durchgefiihrt werden. 


12. 
Ist zunichst 


(75) Dei, 


so stellen die Gleichungen 
(76) a= Af" (w—v)dt, y= Af 2uodt, emf (wu? -+-v?) dt, 


wenn der Grad der Functionen « und v die Zahl » erreicht, eine 
rationale Raumcurve der Ordnung 
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k=2n+1 
dar, welche gleichzeitig eine Schraubenlinie ist. 
Setzt man im besonderen k=3, so wird m=1, und daher 
hat man: 
(77) "oe f+ Q, v= 6,t+ Gy. 
Mithin werden alle cubischen Parabeln, welche gleichzeitig Schrauben- 
linien sind, dargestellt durch: 





qi! 9 o\ 49 ‘ ' in | 
asiimaed a|2 (Q,°— 6,*)# + (0; Qo — 9; 6,)? + (09? mi G,*)t ’ 
(78) yA | ; 9, 6,0 + (015+ 005,)? + 2 Oy Got , 
1 P ~— / 9 9 ° 
= 5(01° +47) + (0, Q9+4, 6,8 + (97+ 0,")E. 


Um diese Gleichungen auf eine elegantere Form zu _ bringen, 
empfiehlt es sich an Stelle von @,, @), 6,, 6) vier neue Parameter 
a, b, a, B durch die Gleichungen einzufihren: 


a = 3(9,’+6,7) , b= 9,’ + 4,’, 


- : 20,6 ?— ¢,? 
(79) sin @ = =< ., Cos @ a= 1 1 
eo: + 6° e+ 6° 
» 2 2 
: , = 09 So Qo~ — Go 
sin = — cos ae r _ 3 
B Qo? + 6,° ’ B Qo? + a? ? 


man erkennt, dass zu reellen Werthen von 9,, @,, 6,, 6) stets auch 
reelle Werthe von a, b, a, B gehdren. Auf diese Weise erhilt man 
genau die in meiner ersten Abhandlung angegebenen Gleichungen: 


t= 2| cos a.at + 3. cos = Vab.t + cos B.bt|, 


a 


(80) y=A | sin a.at + Y3. sin 





x B ab.t ++ sin B.bi|, 


s== at + V3. cos "=" Yad.t + be. 
13. 
Es sei zweitens D linear in ¢, also 
(81) D=t. 
Setzt man dann: 
(82) w= urt® + ust! + ---+ut+w, 
(83) v = vs + opi +.---+ut+y, 


so wird: 
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2 
ifs dt =5.— ja PS oe — thy? 2+ Zu, E log t, 
(84) te dtm I= Ug Vg l*tP +--+» — Ugg + (oY, + Uy Up) é log ¢, 


ryt 1 ‘ 
tf p dt= 3" #26 +++ —v,? + 2,0, ¢ log ¢. 
Mithin miissen die Coefficienten u,, u,, vy, v,; den drei Gleichungen: 
(85) Uj, =O, MWY, +H % =O, wv, —0 
geniigen. Ist aber diese Bedingung erfiillt, so werden die Integral- 
ausdriicke (84) ganze rationale Functionen von ¢ beziehungsweise von 


dem Grade: , 
2a, a+, 26. 
Damit die Raumcurve von der Ordnung & ist, muss eine dieser 


drei Zahlen gleich k, die beiden anderen <k sein. Wire nun k 
ungerade, so kénnte nur 


o+tB=k, 2a<k, 2B<k 
sein, was unmdglich ist. Folglich kann fir D—¢ die Ordnung k 
nur eine gerade sein. Ist aber k = 2n, und setzt man 
a=Bp=n, 
so brauchen bloss die Relationen (85) zu bestehen, damit die so ent- 
stehende Curve rational, von der Ordnung & und gleichzeitig eine 
Schraubenlinie ist. 

Fasst man die Ergebnisse fiir D—1 und D=—¢ zusammen, so 
erkennt man, dass die oben ausgesprochene Vermuthung eine richtige 
war, dass namlich unter den rationalen Rawmcurven jeder Ordnung k 
auch Schraubenlinien enthalten sind. 

Ist wieder kK = 3, so erhalt man fiir D—¢ die hyperbolischen 
Parabeln und findet, dass keine Curve dieser Art zugleich eine 
Schraubenlinie sein kann. 


14, 


Endlich sei D vom zweiten Grade in ¢# Dann darf man unbe- 
schadet der Allgemeinheit 


D=f+h 
setzen und hat zu unterscheiden, ob die Constante h = oder + 0 ist. 
Hat man 
(86) D=?, 


so wird, wenn « und v wieder durch (82) und (83) dargestellt werden: 


ef iat = ate” Patt wet ty Uy 2 (uytts+-t,t,)Plogt—u,2>, 
(87) 





9 2 1 , ' 
Of Rat = pe ve he “he ° + U9 0; +2 (vv; + 0,02) # logt — 0,7 =, 
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sodass also 
(88) %=0, vu» =0; UU, =O, v,0, =—0 
sein muss. Es bleibt: iibrig: 


(89) # “dt = cE pug terete +-+++-+ (u,v,+ 4, v,)# log ¢, 


sodass man noch 
(90) U,V. + UV, = 0 
erhilt. 

Hieraus ergiebt sich ohne Schwierigkeit, dass die Annahrse D=? 
gar keine anderen Curven liefert, als wie sie schon durch die Annahme 
D =¢ erhalten wurden. Es kommt also, wenn D vom zweiten Grade 
in ¢ sein soll, nur die Méglichkeit: 


(91) D=P+h (h+ 0) 
in Betracht. 


Um diesen Fall allgemein zu erledigen, erweist es sich als vortheil- 
haft, « und v auf die Form zu bringen: 


(92) us UgD* + uiD-!+.--+u D+tu 
+ t(ugD? + ugiDe- + ---+ u’D+u%'), 
(93) v= v,Dr+u iDrti+.--+, D+, 


+ t(vs Dé + vg D?* +--+ + 0D + wy). 


Df Fat 


gleich einer ganzen rationalen Function von ¢ vermehrt um: 
¢ , ‘ se dt © 7 9 id dt 
(2h uy — Zhuy wy’ + uy?) - D{S + (u,?—huy ”) « D{ a 


De 
' ‘ »tdt P , tdt 
+ (2rigtt’ +a, 0) D'S! 4 Bug,’ « Df SE. 


Es ist aber: 


Dann wird 


dt 1 tae t dt 1 . 1 pat 
D™ res Hi” D2 DT RJ D? 
tdt 1 tdt 11 
D 3 log D, 7 Dts Dd? 
mithin erhilt man die Bedingungsgleichungen: 
(94) UU,” + UU) = 0, 
a rh Pe 1 
2g, — Zhu uy’ + 5%? + aj Mo? = 0. 


Ebenso ergiebt sich aus der Betrachtung von 
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faut und Sp 4, 


dass man beziehungsweise haben muss: 


(95) 1% + 4% =O, 
ails a 1 
2v9v, — Zhoy vy + 5%? + aK Yo == () 
und 
(96) Uy Uy V_ + My + 1, Uy = 0, 


, , , , 1 , , 1 
Uy Vy Vy ty — h(t vy + My %) + 5 My My + 55 MoM = 9. 

Sind die 6 Relationen (94), (95) und (96) zwischen den Coeffi- 
cienten %p, U,, Uy» U3 Vy, %, Uy, erfiillt, so muss weiter, damit 
die Raumcurve von der Ordnung & ist, eine der zehn Zahlen: 

4a —l1, 46+ 1, 2a + 2B; 
4y —1, 40+1, 2y + 20; 
2a+2y—1, 268+4+20+1, 28+2y, 2a+ 20 
gleich k, die tibrigen <-k sein, woraus folgt, dass die Ordnung k 
nothwendig ungerade ist. 


Wird wieder k = 3 gesetzt, so wird zuniichst, da der Grad von 
« und v hoéchstens gleich 2 sein kann, 


axl; B=0; yol, d=), 
also ist: 


(97) u=uD+u, v=»1,D+, 


wo die Coefficienten u,, u,; v),v, den Bedingungsgleichungen geniigen 
miissen : 


(94’) 2, + a u” =O, 
; ‘ 1 
(95’) 2% +3, % =9, 


(96’) UyV, + Vt, + 


1 
sh YoY = 0. 

Befriedigt man (94’) durch u = 0, so wird nach (96) vyu, = 0, 
also, da jetzt uw, += 0 sein muss, auch vy = 0, und es wird daher 
(98) UV UI. 

Nimmt man aber an, dass 4, + 0 sei, so ist nach (94) uw = — 4hu,, 
und (96') ergiebt: 

u,(4hv, + v) = 90. 
Nun ist u, = — a u, += 0, also folgt hieraus v», = — 4hv,, wodurch 


auch (95') erfiillt ist. In diesem Falle wird also 


u=u,(D—4h), v=v,(D—4h), 
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und es ist daher wieder: 
(98) Ui 0 = Uy, 2%. 

Man erkennt aber leicht, dass die Relation (98) bei eigentlichen 
Raumeurven nicht bestehen kann, denn die Gleichungen: 


(74) maf“ Fat, ymaf dt, ea fh" at 


zeigen, dass alsdann 2, y und ¢ alle drei derselben Function von ¢ 
proportional sind, sodass man statt der gesuchten Raumcurve eine 
gerade Linie erbilt. Hieraus aber folgt, dass auch unter den cudischen 
Ellipsen und den cubischen Hyperbeln, fiir welche ja D = #? + hi ist, 
keine Schraubenlinien vorhanden sein kénnen, und damit ist der oben 
angekiindigte Nachweis erbracht, dass alle Rawmeurven dritter Ordnung, 
welche zugleich Schraubenlinien sind, durch die Gleichungen (80) dar- 
gestellt werden. 


Halle a. S., den 14. Juni 1894. 
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Anzahl der Zerlegungen einer ganzen rationalen Zahl in 
Summanden. 


Von 


J. Hermes in Lingen a. d. Ems. 


Unter einer erweiterten Lamé’schen Reihe (7 Ordnung) sei eine 
Reihe ganzer Zahlen Z verstanden, die mit 7 Nullen und r + 1 Einsen 
beginnt und durch das Bildungsgesetz 

Dns = IT,+ Lh-, 
definirt sein soll. 
Fiir r = 1 giebt dies die bekannte Lamé’sche Reihe: 
O, 1, 1, 3, 3, &, &, 1, Hi, ««. 
fiir r = 2 lautet die Lamé’sche Reihe zweiter Ordnung: 
0,0, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9,... ete. 
Es sind aber auch die aufeinanderfolgenden Potenzen von Zwei in 
obiger Definition mit einbegriffen, naimlich fiir r—0. Diese Reihen 
wollen wir nun zum Beweise eines Satzes tiber die Anzahl der Zer- 
legungen einer gauzen Zahl in Summanden benutzen, ausserdem aber 
noch die Farey’sche Zahlenreihe, bestehend aus ganzen Zahlen t. Bei 
Behandlung der mir von Prof. Dr. Hurwitz giitigst mitgetheilten 
Farey’schen Reihen*) und ihrer geometrischen Verwendung kam ich 
auf die aus ihnen ganz unmittelbar folgende Zahlenreihe, aus der sich 
auch wieder die Farey’schen Bruchreihen verschiedener Ordnungen 
direct. ergeben. 

Fiir unsern jetzigen Zweck ist die ganzzahlige Reihe bequemer. 

Die Farey’sche Zahlenreihe sei definirt durch 

t =1 und t= Tn”) +- Tgvtl4 yn)? 
falls 2° < n= 2”t1, Hiernach ergiebt sich die Reihe: 
1s 2; 3, Ss 4, 6, 5, &.... 

Man hat, wenn bereits die ersten 2” Zahlen t berechnet sind, 

*) Vgl. A. Hurwitz in Ziirich: ,,Ueber die angentiherte Darstellung der Zahlen 
durch rationale Briiche* wo pag. 2, in der Note, die ausfiihrliche Litteratur tiber 
diesen Gegenstand angegeben ist. Vgl. ferner: On a curious property of vulgar 
fractions von Farey zuerst in Tilloch, Philosoph. magazine and journal T, XLVI1 


1816. p. 885—386 verdffentlicht, Vgl. auch: Osterprogramm 1891 des kgl. Waisen- 
hauses zu Kinigsberg. i. Pr. 
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nur die h'® zu der h-letzten zu addiren, um die 2” + h'* zu erhalten 
und kann daher das Bildungsgesetz auch 


To, = T), + Ty _ ata 

schreiben, woher dann die folgenden 2” Zahlen vorwiirts und riick- 
warts gelesen dieselben sein miissen, z. B. ty bis t,,: 

. 5, T, &, z, % &, F, &. 
Zu den Eigenschaften der Zahlen t, gehért es nun, dass sie sich in 
einer bestimmten, sogleich naher anzugebenden Weise als Gauss’sche 
Klammern*) darstellen lassen, doch ist dazu folgende Bemerkung nothig. 

Statt des Index » mége nimlich eine Summe abwechselnd positiv 
und negativ genommener Potenzen von Zwei eingefiihrt werden, so 
dass die Summe —~ ist. Der Einfachheit halber sollen nur die 
Differenzen der Exponenten der aufeinanderfolgenden, geordneten 
Potenzen angegeben werden. Diese Differenzen médgen Spatien**) 
heissen. » kann nur auf eime Art so dargestellt werden, falls erste 
und letzte Potenz positiv verlangt werden und Spatien = Null, oder 
negative Spatien ausgeschlossen sein sollen, z. B. 

1047 == 29 — 21.4. 93 — 94.4 95 _ 910 4 911, 
Die Spatien sind hier 0***), 1, 2, 1, 1, 5, 1, daher sei 1, ,, als 
«(0, 1,2, 1,1, 5, 1) 

bezeichnet. Endigt namlich bei der Abtrennung der jedesmal niichst 
grésseren Potenz von 2 zuletzt die Darstellung mit — 2*, so setze man 
dafiir — 2*+'-++ 2 und hebe, falls das vorletzte Glied 2*+ sein sollte, 
dies gegen —2*+' fort, also: 1047 —2'!— 1001 21! — 219-4 23 = ete. 

Satz 1. Die Farey’sche Zahl t(x,4...w, v, @) ist gleich der 
Gauss’schen Klammer [1+ %, 4... u,v, @], wenn die Anzahl der 
Elemente ungerade. Ist dagegen die Anzahl der Elemente {oder 
auch der Spatien} gerade, wds gegen die in der Bemerkung verlangte 
Darstellung wire, so muss man eine Umwandlung vornehmen 


*) Vgl. Gauss Werke I, art, 27. Man pflegt jetzt die Gauss’sche Klammer 
ganz unabhiingig von den Kettenbriichen durch: 


[ ]=1; [e]=e 


[w, B,...y, 9, : &, £,9...0] = [a.., 8] [e...0] + [e... 7] [f...0] 
zu definiren, indem der dazu néthige Nachweis, dass der Theilstrich an beliebiger 
Stelle eintreten kann, durch Schluss von m auf n-+ 1 leicht zu fiihren ist. Im 
Folgenden wird der Satz: 


{1, a, 6, ee -] _ [(e-+1), 6, .. .] 
gebraucht. 
**) Kine Marke, um den Uebergang von positiver zu negativer Potenz an- 
zudeuten, ist hier unndthig, da ein regelmiissiger Wechsel stattfinden soll. 


*#*) Eigentlich: «©, doch midge der kleinste Exponent: x das Spatium: «+ @ 
vertreten, 


und 








en 


die 
ten 
+) 
ste 
der 


chst 
nan 
lte, 
etc. 


der 
der 
yder 
igte 


imer 


iger 
Im 


; al- 


+ @ 





Zerlegungen einer Zahl in Summanden, 373 


Beweis. Zunichst folgt unmittelbar aus der Definition der Zahlen 
t, dass t, (fiir n = 2”) = v-+1 ist, also: t(v,) —[1-+¥,]; Nehmen 
wir ferner (0, 7, 2); Dies bedeutet also t(45,4»,_ 9,4 90) und ist, da ja 
Drom ae Q+n—1 + Qn+y—1 
gilt, nach der Definition, falls dort 
Qntu—-1 — Qn + 20 — f 
gesetzt wird, gleich der Summe: 
Tart —t_angoo) HT (an—241)3 
dies ist wieder 
=Tantn—2 94 0) $2-T on) ° 
ete. 
—- ) + 5% on) 
== 1 + »,(¥%,+1)—[1+,, »]. 
Gilt nun schon: 
t( Vi 0 e- Vox—1) = [1 + 4, ... Mex-1] = K, 
t(0 vy, ...%x) =[1l+,...m,.] —R’, 
so wird 
T(r eee V2 x41) = tT (», ee » (Vox41 —1)) aL 7(0, Vyres V2») 
t(v,..-(Yee41 —2)) + 2K’ 


T(¥,...Vex—-1) + Veet. K’ 
ase K+ V2x+1 - K’ 


und dies ist nach der Definition der Gauss’schen Klammer, 


= [1+ ,,...-, Vexdil. 

Satz 2. Jede Zahl t kommt y(r)-mal vor in der Farey’schen 
Zahlenreihe, wo die bekannte zahlentheoretische Function ist. 

Folgender Beweis zu diesem schon bekannten Satze diirfte neu sein. 

Legen wir zum Index irgend eines t eine hdhere Potenz von 
Zwei, als er schon hat, etwa: 2°+* — 2o+2+1! — 20+2, hinzu, so 
mége t entstehen, also t > 1. In Spatien dargestellt, habe tc’ den 
Index (x, 4...@) und t den Index (x, 4...0, 6,1), indem 


Emxpht---+e 
sein soll, Bilden wir nun bei positiven ganzzahligen x, 4... [und 6>0] 


m= t ‘ ° 
alle unechten*) Briiche =» 80 wird ein solcher Bruch 


, 


*) Man kénnte zogleich alle reciproken und negativen Briiche ++ ~ s 
t t 
eiufiihren und erhiilt dann die Farey’schen Reihen verschiedener Ordnungen. 
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T — +, 4..-@, «+ 1] 

c [1 +,2...0] 
gleich dem regelmissigen Kettenbruche (6+1,9...4,x-+ 1), stellt 
also stets einen gehobenen Bruch dar, d. h. Zihler und Nenner sind 
relativ prim zu einander. Wahlen wir umgekehrt einen ganz beliebigen 
unechten, positiven, gehobenen Bruch, so kénnen wir ibn nar auf 
eine Art in einen regelmiissigen Kettenbruch mit ungerader Elementen- 
anzahl entwickeln und erhalten daher nach Satz 1 eim bestimmtes rt 
und ¢t’. Es kommt daher jeder derartige Bruch einmal und nur einmal 
vor. Sei jetzt ein bestimmtes rt das letzte in der Farey’schen Zahlen- 
reihe und wiahlen wir von allen bis dahin, nach dem angegebenen 
Princip aufgestellten gehobenen, positiven, unechten Briichen die- 
jenigen mit dem Zihler t aus: 


so miissen dies, weil jeder derartige Bruch einmal und nur einmal 
auftritt und es nur g(t) Zahlen t’ giebt, die < t und zugleich relativ 
prim zu t sind, der Anzahl nach g(r) sein, d. h. also t kommt (rt)- 
mal vor. 

Aus der Definition der Zahlen t folgt, dass sie in Abtheilungen zu 
2'-* Zahlen {h = 1,2,...} angeordnet sind, wozu aber noch eine 
Oe Abtheilung am Anfang, die nur 1 enthilt, kommt. Die Anzahlen 
in den Abtheilungen sind also der Reihe nach 1, 2°, 2', 2?,...,2'-1,.... 
Die Indices der 2-! Zahlen rt in der h'" Abtheilung entstehen nach 
dem auf Seite372 Gesagten, dadurch, dass zu dem Index 2’—! = 2*— 2’-1, 
womit die (h—1)'* Abtheilung schliesst, die Indices friiherer Ab- 
theilungen, die schon auf die verlangte Art als Potenzsummen (von Zwei) 
dargestellt sind, hinzugefiigt werden. Dies muss so geschehen, dass 
positive und negative Potenzen mit einander abwechseln. Legen wir 
daher zuerst die Indices der (', 1, 2", ..., (h—2)'*" Abtheilung, 
das sind 1 + 2°-+4 2!4...+4 2-3 — 2-® Indices, der Reihe nach 
hinzu, so miissen wir, da die Indices die natiirliche Zahlenreihe durch- 
laufen bis zum Index 2* — 2-1 + 2h-2 — 2% — 2-2 gelangt sein. 
Hiezu legen wir dann wiederum der Reihe nach die Indices der 0'*, 
Lien, Qten, . . ., (h—3)*" Abtheilung hinzu und stehen dann bei einem t 
mit dem Index 2* — 2’ ete. ... 

Es muss jetzt in jeder Abtheilung die Spatienswmme fiir die Indices 
der einzelnen t constant und zwar in der h'" Abtheilung durchweg 
= h sein; denn der héchste Exponent von Zwei erreicht gerade diesen 
Werth und es wechseln auch positive und negative, stets kleiner 
werdende Potenzen, weil dies schon bei den Indices der friiheren 
Abtheilungen der Fall war, mit einander ab. Theilt man daher / in: 
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lundh—1, 2undh—2,...h, so erhalt man: 2'-°4 243+... 1==2h-1 
Zerlegungen von h. 

Satz 3. Alle Gauss’schen Klammern (mit positiven Elementen) 
lassen sich nach der Summe ihrer Elemente in <Abtheilungen bringen, 
die den Abtheilungen der Farey’schen Zahlenreihe entsprechen. Ist die 
Elementensumme h +- 1, so werden die 2*-' Zahlen t der ht" Abtheilung, 
jede jedoch zweimal erhalten. 

Beweis. Nach Satz 1 ist die Summe der Elemente einer Gauss’- 

schen Klammer um 1 grdésser als die Spatiensumme und da diese nach 
der vorhergehenden Bemerkung h war, so muss die Summe der Elemente 
einer zugehdrigen Gauss’schen Klammer h +, 1 sein. Es sind aber in 
einer Abtheilung, etwa der h'", wie Seite 372 erwiihnt, die 2’-* ersten 
Werthe t der ersten Hilfte gleich den 2’-? Werthen t der zweiten 
Hilfte, andrerseits kann jede Gauss’sche Klammer [mit mebr als zwei 
Elementen] auf 4 Arten geschrieben werden: 
[l+-x,....¢6-+1] = [I, x,...,6, 1] —[I, x,...,.6-+4+1] = [1+-4, ..., 6,1], 
wobei zwei Klammern eine gerade, zwei eine ungerade Anzahl Elemente 
haben. Da nun aus der Spatiensumme der Indices zweier in der Ab- 
theilung symmetrisch liegender Elemente t, direct irgend zwei dem 
Werthe nach gleiche Gauss’sche Klammern mit ungerader Elementen- 
anzahl nach Satz 1 erhalten werden, so kann man immer noch die 
ihnen gleichen mit gerader Anzahl hinzufiigen, um so alle méglichen 
Klammern mit der Elementensumme 2+ 1 zu erhalten. Es sind 
deren also 2". 

Aus Satz 3 wie auch aus der vorhergehenden Bemerkung folgt: 

Satz 4. I) Die Anzahl aller Zerlegungen einer Zahl m in Sum- 
manden betrigt, wenn ihre Permutationen*) mitgezdhlt werden, 2™—, 

II} Die einzelnen Zerlegungen liefern, als Elemente Gauss’scher 
Klammern aufgefasst, die 2”-* Farey’schen Zahlen t der (m—1)*" 
Abtheilung , jede zweimal. 

Beweis. Man setze in 3) m=h+ 1. 

Beispiel. m=4; h=3. 
(1,1, 1, 1]=—5 

(2, 1, 1] =—5 

[1, 2, 1) —4 

[1, 1, 2] 5] Die 3'e Abtheilung der Farey’schen Zahlenreihe 





[3, 1] =—4 enthiilt die 2* Zahlen 4,5: 5, 4. 
fl, 3] —=4 
(2, 2] —5 

[4] = 4 


*) Werden Permutationen nicht mitgerechnet, so liefern die Anzahlen der 
Zerlegungen von m= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,... die Kuler’sche Reihe: 1, 2, 3, 


25° 
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Es sind also 2%= 8 Zerlegungen von der Zahl m = 4 in Sum- 
manden. 

Der Satz 4, I) lisst sich auch beweisen, wie wohl weniger einfach, 
wenn man die Richtigkeit des folgenden nur auf die Zerlegungen zu 
einer gegebenen Anzahl beziiglichen Satzes darthut: 

Satz 5. Wird eine Zahl m zu je k, {resp. Kk} Summanden auf 
alle mégliche Art auch mit Permutationen zerlegt, so erhdlt man 


(7 — i): {resp. (¢— i)} Zerlegungen, so dass also auch, wenn 


k+k —m-+ 1 ist, diese Anzahlen einander gleich sind, 


(“op)-Go 1) 
k—1)  \F —1)° 

Da die Summe der Binomialcoefficienten gleich 2"-! ist, ergiebt sich 
dann die Gesammtanzahl aller Zerlegungen gleich 2”—. 

Dieser Satz 4, 1) kann aber auch als Specialfall eines allgemeineren 
Satzes aufgefasst werden. Lisst man den kleinsten Summanden 1 bei 
der Zerlegung nicht zu, so mége die Zerlegung 1-frei heissen. Die 
Anzahl der 1-freien Zerlegungen von m ist gleich dem m'«" Gliede L,, 
der gewodhnlichen Lamé’schen Reihe. Schliesst man die Summanden 
1, 2, 3,...,7 aus, so heisst die Zerlegung ,,1,2,..., r-frei“ oder ,,o als 
niedrigsten Summanden enthaltend“, r+ 1—0; 9—l=—vr. 

Satz 6. Die Anzahl der 1, 2,..., r-freien Zerlegungen einer Zahl 
m in Summanden (Permutationen mitgerechnet) ist gleich dem me" Gliede 
der Lamé’schen Reihe r*” Ordnung. 

Dieser Satz kann wieder durch eine Verallgemeinerung von Satz 5 
bewiesen werden, in dem zunichst nur permutirte Zerlegung zu je 
k Summanden betrachtet werden. Die Anzahl derselben sei mit Gim,x,») 
bezeichnet. Man hat dann 

Satz 7. 

(m-+-1—ke) (m+2—Ke) ... (m+-k—1—ke) __ — —— 





Gim,i,¢) = 1.9.8..:8—1 k—1 


zu beweisen. 
{G(k=1)= 1} {m>k> 1}. 

Zum Beweise brauchen wir folgenden Hilfssatz iiber Binomialcoef- 

ficienten: 

Hilfssatz.*) Werden aufeinanderfolgende Binomialcoefficienten 
der s™ Potenz mit aufeinanderfolgenden Binomialcoefficienten der t 
Potenz einzeln, [so wie sie ,,bei willkiirlichem Anfange“ untereinander 
zu stehen kommen] mit einander multiplicirt, so ist die Swmme der 


5, 7, 11, 15, 22,... vgl. Euler: Introductio in analysin infinitorum Tom. | 
C. XVI. De partitione numerorum pag. 275. 
*) Vgl. Cauchy: Algebraische Analysis, Note 6. 
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Producte der @ + 1” Binomialcoefficient (° 4 ‘) der s + te" Potenz, 
|falls die Schluss-1 unter (<) steht.] Hierbei hat man die Reihe der 


Binomialeoefficienten mit Nullen vervollstiindigt zu denken.*) 
Beweis des Hilfssatzes. 
Angenommen, der Satz ist giltig fiir die se und (¢—1)'e Potenz 


und wir erhielten schon ( 4 ‘) und beim Weiterriicken der zur 


(t — 1)'*® Potenz gehérenden Binomialcoefficienten um eine Stelle nach 
rechts ( + . "), so wire die Summe beider e $+ ‘). Dies kiime 


auf dasselbe hinaus, als ob wir mit den aur f'n etn gehorenden 
Binomialeoefficienten multiplicirt und dann addirt hiitten. — Dass der 
Satz am Anfange also bei der Operation mit 1,1 gilt, ist evident, da 
zwei aufeinanderfolgende Binomialcoefficienten (;, + 1) Se (7) addirt 
(s t yo geben. 

\ 


Beweis zu den Siitzen 7, [6 und 5.] 

Nehmen wir an, die G Zerlegungen von m zu je k Summanden, 
1-, 2-,--+-,(g—1)-frei und permutirt seien aufgestellt. Einige werden 
die Zahl @ als kleinsten ihrer der Grésse nach geordneten Summan- 
den haben. 

Trennen wir @ als Summand ab, so bleiben die Zerlegungen von 
m—e@ zu je k —1 iibrig. Fir G(m—o, k—1, 0) gelte nun bereits 
die durch Satz 7 verlangte Formel: 

% —o+ : -- 2 — (k— Ne) 
¢ ’ 


welche nach dem Hilfssatze 


k— 1\(m — Y 1 
Feats 
Seaijeates 
ee Cla 


, 2, OO, B. 
B, f, By Gees 


a. 
orm 
> 
ee | | 
7 eee 
os SO 
o™~ 


Producte: 0, 0, 3, 21, 21, 0, 0 
Summe: 45 = (2) =-(‘t’). 
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ist und in welcher die einzelnen Glieder auf die Anzahl Permutationen 
gehen, die bei kK — 2, k —3,..., (kK—h—1)...(k—k) =0 gleichen 
Summanden g stattfinden, [Dies mége auch Annahme sein, es ist 
dann zu zeigen, dass die Formel fiir gréssere m und k resp. kleinere @ 


giltig bleibt. Dass sie am Anfange gilt, kann direct verificirt werden. 
Auch ist 


rey Pf FENG em 
y 7 k—2 


k— 2 


und dies muss dann = G(m— @, kK—1, @+ 1) sein]. 
Tritt nun g als Summand zu jeder Permutation hinzu, so werden statt 


k—1 ¥ — ok — *) 
( h ) h-1 


jetzt, wo k — h gleiche Summanden e und im Ganzen k Summanden 


sind ee mal soviel, also: 
k—h 


= r : ') . . La ') = (1) ¥ ; oe ') 


sein, weil ja 
kK—1\_ (k—1 
h ~ \k—1—h 


ist. Daher erhalten wir: 


worin A jedoch Null ist. Nun sind aber noch die anderen Permuta- 
tionen zu je k zu beriicksichtigen, die nur héhere Summanden als ¢ 
ist, haben. Es darf daher, da (;) =! ist, statt A ihre Anzahl 


G(m,k,@-+ 1), die, wie wir noch zu zeigen haben, gleich 


(” — (@ + 1)k +k— 5 


o— 


oder was auf dasselbe hinausliuft, gleich 


‘ a ') 


ist, gesetzt werden. Dann hat man aber nach dem Hilfssatz 
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G(m, k, 9) = ¥ +k - e*), 


was zunichst bewiesen werden sollte. Um nun zu zeigen, dass 
m — Nk+k—1 
G(m, k, et =( e+) + 
ist, kann man denselben Schluss von vorhin anwenden, denn es ist 
ja nur g um | groésser geworden. Man wiirde so der Reihe nach fiir 


A; auf G(m, k, o+2), Gm, k, e+3) ... G(m, k, P) kommen. 


Dies letzte miisste 
m+k—1— Pk 
k—1 
sein und wird fiir P=T=— ganze Zahl zu (i ne 1) = 1. Ist hiebei k 
so gross als tiberhaupt méglich S P, so bildet diese 1 ein Glied fiir 
sich und tritt auch bei Zerlegung von m—k, m— 2k,... und 
schliesslich von & selbst als Anzahl G(k, 1, k) = 1 auf. 
Fir P>™ j wira(™ +h hy PP) a 0, wie es sein muss. 


Fir P= [my d. h. gleich der gréssten im Bruche ~ " enthaltenen 
Anzahl Ganzen, {fiir m=r mod. k und 0<1r<k} erhielten wir 


ere 


t—1 ). Um die Richtigkeit dieses Werthes nachzuweisen, be- 


achten wir, dass wir ganz wie vorhin, nur dass A jetzt auch Null 
bleibt*), die Anzahl der auf (... PP...P),...,(...PP),(...P 


schliessenden Permutationen durch 
k\ (m — Pk—1 k\ (m — . k—1 ‘m— Pk—1 
("od + (2) ( je +Q)C ee 


+E) B + 


angeben kénnen, es ist aber schon @ re iy as ') = Null und fallen 
die folgenden Glieder fort. Was bleibt, ist nach dem Hilfssatze 


‘k+r—1 k+r— ') 
( T =( k — l ’ 
wie es sein sollte. — 


*) Eine Zerlegung fiir 
m = [| k+r 


Oe ng 


nimlich: 


worin die gestrichenen P“) > P —|7| sind, zu je k, kann es nicht geben, denn 
kP’>m., 
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Was nun endlich der Beweis von’ Satz 6 anbetrifft, so ist leicht 
za sehen, dass fir r—o@—1 2G(m— eo) + 2G(m—1) = TG(m) 
ist, und dass daher die Gesammtzahl 2G(m) = L(m, r) gleich dem 
m'*" Gliede der Lamé’schen Reihe r'** Ordnung wird; denn, wenn wir 
in den Summen linker Hand die zu k und k-+ 1 gehdrenden Glieder 
addiren, so wird: 


(m— e+ 1—ko) (m—o+2—ko)... (m—o+k—1—ke) 








[.6..59oe 

(m — o(k+1)) (m+1—e(k+1))-- + (m+k—1—e(k-+1)) 
+See aie 
- __ (m+1. —e| k+1) ) (m2 ws ee: .{m—e(k+1)+h} —G(m, 


d. h. ein zur rechtsstehenden Summe gehériges Glied und zwar das, 
welches zu k + 1 in Beziehung steht. [Satz 5 und Satz 4, I) sind als 
Specialfille einbegriffen. | 

Wir erhalten hieraus eine Formel fiir das m* Glied der Lamé’- 
schen Reihe r*” Ordnung. 

Um dieselbe allgemein zutreffend zu machen, fiihren wir Factoren, 
zur Nullten erhoben, ein, die gleich 1 sind und den Werth nicht ver- 
iindern, so lange die Basis nicht verschwindet. Wird diese aber 0, so 
dass der unbestimmte Ausdruck 0° entstiinde, so soll derselbe das Glied 
annulliren. Es mdége hier also 0° = 0 festgesetzt sein, dann wird: 
L(m,r) = (m — 1)°(m — 2)°(m —3)°...(m—r)° 

+ (m—1)° (m—2)°(m—3) ... (m—r)°(m—r—1)?°... (m—2r). “= a 
+ (m—1)°...(m—3r)’. — ; . =a) 
+ etc.... 


Fiir y = 1 wird dies zum Endglied der gewéhnlichen Lamé’schen 
Reihe, [das sonst bekanntlich in der Form 


Lemmy Ir) 


(m—1)(m—2)(m—3) 5 (m—1 . te -(m—5) po 
a =3{m— i+ ss 5+ | 5 0? 


gegeben ist]. Wir erhalten 
L (m,1)—=(m—1)°+- (m—1)°(m—2)°™ = ; 
+ (m— 1)° (om — 2)° (om —3)0 —AV— 5) OE wax 
was leichter zu berechnen ist, z. B. Lo.) = 4181. 
Fir r = 0 wird 
L(m,0) = 1 +4 m—1 4 (m— 1)(m—2 a4. ooo am Gut 


2. 2 
wie oben. 











Zur Invariantentheorie. 
Von 


A. Hurwitz in Ziirich, 


et 
Der Begriff der Invariante. 


Es scheint mir nicht zweckmiissig, in der Formentheorie den 
Begriff der Invariante, wie es zumeist geschieht, von vornherein an 
die Betrachtung der Formen anzukniipfen, Denn der Begriff der 
Invariante hiingt gewissermassen nur in indirecter Weise von den 
Formen ab. Die letzteren dienen nur dazu, die linearen Transforma- 
tionen der Argumente der Invariante, gegeniiber welchen diese die 
Kigenschaft der Invarianz besitzen soll, zu charakterisiren. Die linearen 
Transformationen selber bilden das wesentliche Element der Begriffs- 
bildung. Da jede lineare Transformation von nicht verschwindender 
Determinante sich zerlegen liisst in eine ,,unimodulare“ (d. h. von der 
Determinante 1) und in eine Transformation, welche in der Multipli- 
cation aller Variabeln mit ein und demselben Factor besteht, so ist 
es vollig ausreichend nur unimodulare Transformationen zu betrachten, 
so lange man sich auf homogene Functionen beschrinkt, Man wird 
somit den Begriff der Invariante, in einer alle in der Formentheorie 


gebrauchten Bildungen umfassenden Weise, folgendermassen formuliren 
kénnen: 


is seien a, b,...1, mehrere, etwa r Systeme von Variabeln. 
Gegeben seien ferner, diesen Systemen beziiglich zugeordnet, r lineare 
unimodulare Transformationen A, B,... L. Eine in jedem der r 
Variabelnsysteme homogene ganze rationale Function J(a, b,... l) 
heisst eine Invariante des Systems von Transformationen (A, B,..., L), 
wenn die Gleichung 

J(a,b,...1) = J(a,b,...V) 

in den Variabeln a’, bl’, ...1' identisch gilt, falls die a durch die 
Transformation A, die b durch die Transformation B u. s. w. aus den 
a’, b’,... bee. hervorgehen. 
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Die hier benutzte Abkiirzung, nach welcher ein ganzes System 
von Variabeln a,, @,... @, durch einen einzigen Buchstaben a (das 
System b,, b,,... 0, durch b, das System a,’,a,,...a, durch a’ etc.) 
bezeichnet wird, werde ich im Folgenden durchgingig festhalten. Ich 
werde ferner durch die Gleichung 

(a) = A(a’) 
andeuten, dass die Variabeln a,, a.,...a@, durch die Transformation A 
aus den Variabeln a,', a@,',...an hervorgehen. Diese Gleichung ver- 
tritt also n Gleichungen, welche a,,a,,...@, als lineare homogene 
Functionen von a,’, a,,...d@, darstellen, Wenn J(a,b,...1) in dem 
festgesetzten Sinne eine Invariante des Systemes von Transformationen 
(A, B,...LZ) ist, so werde ich dies bisweilen auch kiirzer so aus- 
driicken, dass ich sage, J(a,b,...1) sei invariant bei (4 M oe “) 
et Dei 

oder, wenn es unnéthig ist, die Zuordnung der Transformationen zu 
den Variabelnsystemen anzudeuten, J(a,b,...1) sei invariant bei 
(A, B,... Z). 

Ist eine in jedem der Variablensysteme a,b, ... 1 homogene 
Function J(a, b, ... 1) invariant sowohl bei (A, B, ... LZ) wie bei 
(A,, B,, ....Z,), so ist unmittelbar klar, dass sie auch bei (4 A,, BB,,... LL,) 
invariant ist, wo AA,, BB,,... die aus A und A, bez. B und B, etc. 
componirten Transformationen bedeuten. Die Transformationssysteme 
(A, B,...L), denen gegeniiber eine bestimmte Function J(a, b, ...1) 
invariant ist, bilden also eine Gruppe. Man kann dementsprechend 
den Begriff der Invariante an die Betrachtung der Gruppen solcher 
Transformationssysteme ankniipfen. Indessen diirfte es doch einfacher 
sein, den Begriff, so wie ich es oben gethan habe, nicht von vorn- 
herein auf eine Gruppe von Transformationssystemen, sondern auf ein 
einziges System (A, B,...LZ)'zu beziehen. Was iibrigens derartige 
Systeme simultaner Transformationen angeht (deren Einfiihrung durch 
die Zerlegung der Argumente der Invariante in mehrere Systeme je 
homogen eingehender Variabeln nothwendig wird), so sind dieselben 
um Nichts allgemeiner als einzelne Transformationen. In der That, 
vereinigt man die Variabeln der verschiedenen Systeme a,b,...1 zu 
einem einzigen System, so stellt sich ein System von Transformationen 
(A, B,... Z) als eine einzige auf die Gesammtheit der Variabeln 
a,b,...l beziigliche Transformation dar. 


§ 2. 
Contragrediente Substitutionen. 


Es ist schon oben erwihnt, dass bei der Definition der Invarianten 
einer Form f(2,, %,,-..%n), die letztere nur dazu dient, die linearen 
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Transformationen zu charakterisiren, denen gegeniiber die Kigenschaft 
der Invarianz bestehen soll. Wenn namlich das System 2 der Variabeln 
%, %_,-..%_ einer linearen Transformation 

(1) (x) = S(a’) 

unterworfen wird, so geht die Form f, deren Coefficientensystem mit 
a bezeichnet werde, iiber in eine Form /’, deren Coefficienten a’ lineare 
homogene Functionen der a sind. Umgekehrt sind dann auch die a 
lineare homogene Functionen der a’, d. h. es ist 

(2) (a) = A(a’), 

wo A eine durch S bestimmte Transformation bedeutet. Diese Trans- 
formation A, die Sylvester treffend als ,,inducirte Transformation 
bezeichnet, ist gleichzeitig mit S unimodular, wie bekannt ist und 
iibrigens weiter unten gezeigt wird. Die Invarianten der Form f sind 
nichts Anderes, wie die Functionen J(a), welche im Sinne von § 1 
invariant bei den Transformationen A sind. 

Es bietet sich hier die Aufgabe dar, die Abhiingigkeit der Trans- 
formation A von der Transformation S niher zu untersuchen, eine 
Aufgabe, die weiterhin (§ 9) behandelt werden soll. Zuniichst mége 
nur der einfachste Fall betrachtet werden, wo die Form f eine Linear- 
form ist. Dieser Fall fiihrt bekanntermassen auf den wichtigen Begriff 
der contragredienten Transformation, Bezeichnen wir die Coefficienten 
von f mit w anstatt mit a, sodass 


(3) f uy $ tye Fb tint = >) wx 
ist, so wird der Transformation (1) die Transformation 
(4) (u) = T(u’) 


entsprechen, die vollstindig dadurch bestimmt ist, dass vermége der 
Substitutionen (1) und (4) die Gleichung 


(5) p UL = a ua’ 


zu einer in den w’ und w identischen Gleichung wird. Die Trans- 
formation 7 heisst die contragrediente oder contrdre Transformation 
von S. Ich werde dieselbe zur Abkiirzung mit CS bezeichnen. 

Fiir die contriren Transformationen gelten die folgenden bekannten 
und leicht zu beweisenden Sitze: 

1) Die contrire von der contriiren Transformation ist die urspriing- 
liche Transformation, d. h. 

(6) CCS = 8. 

2) Die contriire von der zusammengesetzten Transformation SS, 
ist die zusammengesetzte von den contriren Transformationen CS 
und CS,, d. h. 

(7) C(S -S,) = CS - CS. 
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Dieser Satz lisst sich offenbar auch so aussprechen: Ersetzt man 
in einer Gruppe jede Transformation durch ihre contrire, so entsteht 
eine zu der Gruppe isomorphe Gruppe. 

3) Die Determinante einer Transformation S hat den reciproken 
Werth von der Determinante der contriren Transformation CS. 

4) Betrachtet man in der identischen Gleichung (5) die x als die 
unabhingigen, die 2’ als von den x vermége der Substitution (1) 
abhingenden Variabeln, so ergiebt die Differentiation nach 2;, dass 
die contriire Transformation von S durch die Gleichungen 


(8) wm Sw SS i= 1,2,...m) 


dargestellt wird. 





§ 3. 
Die Boole-Sylvester’schen Differentiationsprocesse. 


Es giebt ein elementares Princip zur Bildung invarianter Diffe- 
rentiationsprocesse, welches fast alle in der Invariantentheorie ge- 
brauchten Processe in einfacher Weise liefert. Dieses Princip ist in 
speciellen Fallen schon von dem Begriinder der Invariantentheorie 
Boole, in grésserer Allgemeinheit aber von Sylvester*) aufgestellt 
worden. Nach dem Voraufgeschickten kann ich dasselbe leicht in 
seiner umfassendsten Gestalt dariegen. 

Wenn die Variabeln a,, ... a, durch die Transformation A aus 
den Variabeln a,’...a, hervorgehen, wenn also 
(1) (a) = A(a’) 
ist, so lassen sich die nach den a@ genommenen Differentialquotienten 
irgend einer Function so darstellen: 


n 
A) 9 Aa 
c c k . 
(2) = SI. a° (¢—=1,2,...m). 
¢ a; . oa, oa; 
Wiirden die Differentiationszeichen 5a und 5a’ Veriinderliche sein, 


so wiirden die Gleichungen (2) die contriire Transformation von A 
darstellen. Man kann also diese Gleichungen durch 


@) Ga) = C4 Ga) 

andeuten. Die wiederholte Anwendung dieser Gleichungen lisst er- 
kennen, dass die Differentialquotienten irgend einer Ordnung, etwa 
der s‘" Ordnung, genau in demselben Zusammenhange stehen, wie 
die Potenzen und Producte von Potenzen s'* Ordnung der als Variable 


*) Sylvester: ,,Sur les actions mutuelles des formes invariantives dérivées“. 
Crelle’s Journal Bd. 85, 8. 89. 
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Oo @. 
0a’ da’ 


bei der Transformation CA ist, so wird J(2) ein invarianter Process 


angesehenen Differentiationssymbole Wenn also J(a) invariant 


gegeniiber der ‘T'ransformation A sein. Das heisst: wenn f(a) durch 
die Transformation A in /’(a’) iibergeht, so giebt die Anwendung 


der Operation J (2) auf f(a) dasselbe Resultat, wie die Anwendung 
von J(4) auf f(a’). 


Wendet man dieselbe Ueberlegung auf den Fall mehrerer Variabeln- 
systeme an, so hat man das Boole-Sylvester’sche Princip in seiner 
allgemeinsten Gestalt: 

is seien a,b,...g,h,...l irgend welche Variabelnsysteme und 
A, B,...G,H,...LL thnen beziiglich zugeordnete unimodulare Trans- 
formationen. Ist dann J(a,b,...g,h,...l) imvariant gegeniiber 
dem Transformationssystem (CA,CB,...CG,H,...L), so ist 


I(., ate 5° Be ws 1) 
ein invarianter Process gegeniiber dem Transformationssystem 
ee? eo | eee 
Insbesondere gilt also der Satz: 
ysind J(a,b,...g,h,...l) und K(a, b,...g,h,... 0) invariant 
bei (CA, CB,...CG, H,... LZ) beziiglich (A, B,...G,H,... LZ) 


so ist das Resultat, welches man durch Anwendung der Operation 


0 60 a 
J(Z, 5b °° Bg? Races 1) 
auf K(a,b,...g,h, ... J) erhilt, wieder invariant bei 
oe ee OF Pee 


§ 4, 
Beispiele. Der Cayley’sche {2- Process. 


Als einfachstes Beispiel zu dem Princip des vorigen Paragraphen 
bietet sich der Aronhold’sche (Polaren-) Process dar. Seien a, b,...1 
Variablensysteme und A, B,... LZ ihnen bez. zugeordnete unimodulare 
Transformationen, Ich will nun annehmen, dass die Transformationen 
A und B identisch sind, was natiirlich implicirt, dass die Anzahl der 


Variabeln b dieselbe ist, wie die der a. Da dann > ab invariant 
bei (A,CA,...Z) ist, so folgt, dass durch den Process a ar 
aus jeder Invariante des Transformationssystemes (A, A,...L) wieder 


eine Invariante entsteht. 
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In ahnlich einfacher Weise fiihrt unser Princip zu dem Cayley’schen 
Q-Process. In der That, seien 


(1) Motes ++ GS By Ges - - Hig «sot Wig Mie - > Gn 

n cogrediente Variabelnsysteme von je » Variabeln, wobei, wie iiblich, 
die Bezeichnung ,,cogrediente“ Variabelnsysteme ausdriicken soll, dass 
diesen Variabelnsystemen immer dieselbe Transformation zugeordnet 
wird. Da nun die Determinante 


| yy May e+ On 
1B,, Bo, --- Bn 
(2) TG paactteal malin 


| @y, @oy 2+ + Op 


bei jeder unimodularen Transformation, welcher die Variabeln «, B,...a@ 
simultan unterworfen werden, invariant ist, so schliesst man aus dem 
Boole-Sylvester’schen Princip, dass auch die Operation 


7 0 i ee 
Oa? Ga,’ da, 
: a 0 
ae mae ”** @ 
(3) On OB,’ OBs 06, 
‘oe eee 3 
0a,’ 0a? 0a, 


bei jeder solchen Transformation invariant ist. 

Im Anschluss hieran will ich zeigen, wie man ohne jede Rechnung 
die Erzeugung der Invarianten einer Form (oder eines Formensystems) 
mit Hiilfe des 2- Processes, wie sie von den Herren Gordan, Mertens 
und Hilbert*) benutzt worden ist, begriinden kann. 

Es sei {(%,,%,..+2%n,) eine Form der m Veriinderlichen x; die 
Coefficienten der Form mégen mit a bezeichnet werden. Der beliebigen 
unimodularen Transformation S der Variabeln x entspreche die Trans- 
formation A der Coefficienten, so dass die Form f aufgefasst als 
Function der @ und & invariant bei (A, 8) ist. Fiihrt man nun die 
mit den x cogredienten Variablensysteme (1) ein, so ist offenbar 


(4) fF (o@&) + By. +--+ on, m+ BE +--+ w,&,,-- +) 


*) Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen tiber Invariantentheorie, Bd, II, 
S. 114 ff. 
Mertens, Ueber invariante Gebilde terniirer Formen, Sitzungsberichte 
der k, Akademie der Wissenschaften zu Wien, Bd. 95. 
Hilbert, Ueber die Theorie der algebraischen Formen, Mathematische 
Annalen, Bd. 36, 8, 524 ff. 
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fiir jede Wahl der Constanten &,, &, ... §, invariant bei (2983 ’ 
Beas 


Das Gleiche gilt daher auch fiir die Coefficienten a’ der nach Potenzen 
von &,, &,..- & entwickelten Function (4), d. h. fiir die Coefficienten 
der durch die Substitution 


(5). mak, + Bib +--+ + ib (6 1,2,...m) 
transformirten Form f(#,, %,...%n). Hieraus folgt weiter, dass auch 
(6) D+. F(a’), 


wo w einen positiven ganzzahligen Exponenten, F(a’) eine Form der 


a’ bezeichnet, invariant bei (2 s, 5 La 8) ist, Da nun der Process 


Q invariant ist, so entsteht durch wiederholte Anwendung des Processes 
auf (6) stets wieder eine Invariante und insbesondere eine Invariante 
der Form f, wenn der Process so hiiufig angewendet wird, bis die 
Variabeln @,8,...@ aus dem Resultat verschwunden sind. Dass 
auf diese Weise alle Invarianten von f erhalten werden kénnen, folgt 
leicht aus dem Umstande, dass die w-malige Anwendung von Q auf 
D* eine nicht verschwindende Constante ergiebt. 

In gleicher Weise lassen sich die von Herrn Hilbert*) angegebenen 
analogen Siitze beweisen, die sich auf die Fille beziehen, wo man 
auf die Variabeln 2 der Form f nur die Transformationen gewisser 
Untergruppen der Gesammtgruppe der linearen Transformationen 
anwendet. 


§ 5. 
Ein algebraischer Hiilfssatz. 


Zu jeder linearen Transformation S gehért eine bestimmte andere, 
niimlich ihre contrire Transformation CS. Die hier zn Grunde gelegte 
Auffassung der Invarianten macht es aber unerlisslich, neben CS noch 
andere Transformationen zu betrachten, die nach gewissen Gesetzen 
aus einer gegebenen Transformation S (oder auch aus mehreren ge- 
gebenen Transformationen S, 7, .. .) abgeleitet werden. Khe ich 
hierzu tibergehe, will ich, um Wiederholungen zu vermeiden, einen 
einfachen algebraischen Hiilfssatz vorausschicken. 

Es seien a;, die als willkiirliche Verinderliche gedachten Coeffi- 
cienten einer linearen Transformation, «;, die Coefficienten der inversen 
Transformation. Ferner sei g(a;,) eine homogene ganze Function 
re Grades der a,x, welche die Gleichung 
(1) @ (Aix) ° p (ex) =1 
befriedigt. Dann ist nothwendig 


*) Lc. pag. 582 ff, 
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(2) Paix) = +4", 
wo A die Determinante |a;,| der Transformation bezeichnet. 

In der That ist oj, — x Ay, wo A;; die zu a,; gehdrige Unter- 
determinante von A bezeichnet. Die Gleichung (1) lisst sich daher 
so schreiben: 

P(aix) + P( Aix) = A’, 
und da A eine irreducible Function der n? Verinderlichen a;; ist, so 
folgt hieraus 


~ (an) =c- A", 


unter ¢ einen von den aj, unabhiingigen Factor verstanden. Da die 


Determinante |«;;! gleich A ist, so ist in gleicher Weise 


r 


p(ax)—c-A ”, 
und also, wegen Gleichung (1), c? = 1 oder c= + 1,*) 

In ahnlicher Weise beweist man den allgemeineren Satz: 

Seien aix, biz, ... die Coefficienten der Transformationen S, T,... 
bez., ferner ax, Bix, ... die Coefficienten der inversen Transformationen 
S-1,7-1,... bez. endlich paix, bix,...) eine ganze Function der 
Variabeln ax, biz, ..., die homogen vom Grade r, in den a;x, homogen 
vom Grade r, in den bx u. s. w. ist und iiberdies der Gleichung 

9 (Giz, bi, -. .) Pp (Hix, Bix, ee -) =1 
geniigt. Dann ist nothwendig 


r; T 
(Giz, biz, ee -) sss + A ° A;” 2 0 8 
wo A,, A,,... die Determinanten der Transfor mationen S, T, ... bez., 


ferner ,,%,... thre Ordnungen bezeichnen, also die Anzahlen der 
homogenen Variabeln, auf welche sich die Transformationen S,T,... 
beziehen. 


§ 6. 
Producttransformationen. 
Es seien 2, %,.-. 2% und ¥;,, Yo,.-. Ym oder kurz x und y zwei 
Systeme von bez. m Variabeln, ferner 
(1) (2) =S(e’), (y= TY) 


zwei auf diese Variabeln beziiglichen Transformationen, Da vermdge 
(1) die z lineare homogene Functionen der x’ und die y lineare 


*) Vgl. Gram, Sur quelques théorémes fondamentaux de l’algébre moderne. 
Mathematische Annalen Bd. 7, 8, 234. 
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homogene Functionen der y’ sind, so stellen sich auch die nm Producte 
x;y, als lineare homogene Functionen der Producte x;y’ dar. Das 
heisst, es ist 

(2) (xy) = W(a'y’), 

wo W eine durch S und 7 vollkommen bestimmte Transformation 
bezeichnet, deren Coefficienten offenbar bilineare Functionen der Coeffi- 
cienten von S und Z' sind. Diese Transformation W will ich die 
,»Producttransformation® von S und 7 nennen und mit ST be- 
zeichnen. 

Dieselbe Begriffsbildung ist auch auf den Fall anwendbar, wo 
man mehrere Systeme von Variabeln az, y,2,... und ebenso viele 
den Systemen beziiglich entsprechende Transformationen S, 7’, U,.. 
betrachtet. Die Producttransformation S>< 7 >< U... ist dann die- 
jenige Transformation, welche die Producte wyz... erfahren. 

Es gelten nun die folgenden Sitze tiber Producttransformationen, 
die ich der Hinfacheit halber nur fiir den Fall von zwei Variablen- 
systemen ausspreche: 

1) Sind S und T die identischen Transformationen (7;=;, yx= yx ), 
so ist auch ihre Producttransformation die identische (x;y, = 2x; yx). 

2) Ist W die Producttransformation von S und 7’, ferner W, 
die Producttransformation von S, nnd 7, so ist W W, die Product- 
transformation von SS, und 7'7’,. 

Denn aus 

(x) — S(z’), (x’) = 8, (x”), 
ywM=7Ty) W=71Y"), 


(ay) = W(a'y’), (a’y’) = W,(2"y”). 


Die Transformation (cy) = WW,(a"y”) ist daher die Product- 
transformation von (x) = SS,(#@") und (y)=—7'7,(y") q.e.d. 

Insbesondere ist die Producttransformation der inversen S—! und 
T-' die inverse der Producttransformation von S und 7. Auch folgt 
nnmittelbar, dass die Producttransformationen W; (i—1,2,...) einer 
Gruppe von Transformationspaaren (S;, Z;) eine zu dieser Gruppe 
isomorphe Gruppe bilden, 

3) Ist A die Determinante von S undT die Determinante von 7, 
so ist 


folgt 


A - tT" 


die Determinante der Producttransformation S >< 7. 

In der That ist die letztere Determinante eine Function g(a;x, bix) 
der »? Coefficienten aj, von S und der m? Coefficienten b;, von 7, 
auf welche der im vorigen Paragraphen bewiesene Hiilfssatz unmittel- 
bare Anwendung findet. Dass A™[™ und nicht — A™f" der Werth 


Mathematische Annalen. XLV. 26 
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der Determinante von S >< 7 ist, erkennt man sofort, wenn man fiir 
S und T die identischen Transformationen nimmt. Sind S und T 
unimodulare Transformationen, so ist auch S >< 7’ unimodular. 

4) ,,Die Producttransformationen der contriiren Transformationen 
CS und CT ist die contriire von der Producttransformation S >< T,“ 
ein Satz, der sich kurz durch die Gleichung 


(3) CSx< CT = C(s x T) 
ausdriicken lisst. 
Zum Beweise betrachten wir die Transformationen 


(4) (u) = CS(u’), (v) = CT’), 
also die contriren der Transformationen (1). Aus (4) folge 
(5) (wv) = W(u'v’), 


so dass W die Producttransformation CS >< CT bezeichnet. Da nun 
die Gleichungen 


> uL= > ux’, > vy = > vy’, 
.Y ee 
> Uv LY = “uv-x“y 


zur Folge haben, so ist die Transformation (5) die contrire der 
Transformation (2), q. e. d. 


die andere 


§ 7. 
Potenztransformationen. 


Mit den Producttransformationen eng verwandt sind die Potenz- 
transformationen. Ehe ich diese einfiihre, schicke ich voraus, dass 
ich mich in diesem Paragraphen und weiterhin der folgenden Bezeich- 
nungen bedienen werde. Sind 2,, 2,,...2%, Variable, so will ich die 
Potenzen und Producte von Potenzen 


(1) uae... 2 


fiir welche die Exponentensumme e, + e¢,-+----+ ¢, gleich r ist, 
als die ,,Elementarterme r'* Ordnung“ bezeichnen. Die Anzahl e 
dieser Terme driickt sich bekanntlich durch einen Binomialcoefficienten 
aus, es ist namlich 
6 — (r + 2— 1)! 
(2) jo ri(n—1)! - 

Ferner will ich (in Anlehnung an eine Sylvester’sche Bezeich- 
nungsweise) die mit gewissen Zahlenfactoren multiplicirten Elementar- 
terme (1) ,,prdparirt“ nennen. Der Zahlenfactor, welchen ich dem 








—_~ ov 


A P™ ie tO @ 
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einzelnen Terme zusetze, ist der reciproke Werth des Productes 
Ve,!+Ve!+++Yea!, so dass die praparirten Elementarterme diese sind: 
x a x 
Vey! Veg! Ve,! 


Dabei sind die Quadratwurzeln positiv zu nehmen und unter 0! ist 
die Zahl 1 zu verstehen. 

Die priiparirten Elementarterme (3) werde ich in einer beliebigen, 
aber fest gewihlten Reihenfolge mit 
(4) Xi, Mey 0 Ky 
bezeichnen. Die entsprechende Bedeutung sollen X,’, X,,... Xj; 
U,, U,, ... Up; ete. fiir die Variabelnsysteme ,', x,, ... 2n'3 
Uy, Woy «++ Un; ete. haben. 

Dies festgesetzt, betrachte ich irgend eine lineare Transformation S 
bei » Variabeln. Vermoége der » linearen homogenen Gleichungen 
(5) (a) = S(x’) 
stellen sich dann die Elementarterme r'** Ordnung der Variabeln 2 als 
lineare homogene Functionen der Elementarterme rt Ordnung der 
Variabeln v2’ dar und das Gleiche gilt beziiglich der priparirten 
Elementarterme. Es folgt also aus (5) 

(6) (X) = W(X’), 

wo W eine durch S mitbestimmte lineare Transformation bezeichnet, 
deren Coefficienten offenbar homogene Functionen re" Grades der 
Coefficienten von S sind. Diese Transformation W will ich die 
r Potenziransformation von S nennen und mit P,S bezeichnen. 

Durch iihnliche Schliisse, wie sie im vorigen Paragraphen an- 
gewandt wurden, beweist man fiir die Potenztransformationen nach- 
stehende Sitze: 


(3) 


1) Ist S die identische Transformation, so ist auch P,S die 
identische Transformation. 

2) Die r‘° Potenztransformation der zusammengesetzten Trans- 
formation SS, ist die zusammengesetzte aus den re” Potenztransfor- 
mationen P,S und P,8,. 

3) Die Determinante von P,S ist die ke Potenz der Determinante 
von S, wo 

_ r.g_ (r+n—1)! 
n (r— 1)! n! 

4) Die re Potenztransformation der contriiren ist die contriire 
von der 7° Potenztransformation, oder 
(7) P,.CS = CP,S. 

In der That, wenn 

(2) = S(x’), (u) = CS(w’), 
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> LU = > xu’, 
und da 


(> wu) = (eu, + +++ + apt, =r! (X,U, +----+ X*U,) 
ist, so folgt 


X, U, 4 sli di + X,U, = X,' U,’ + i F + X,y U, 


a) 


so hat man 


d. h. die U transformiren sich contriir zu den X. 


§ 8. 


Die einer linearen Transformation entsprechenden Determinanten- 
transformationen. 


In der Invariantentheorie der algebraischen Formen kommen ausser 
den im vorigen Paragraphen eingefiihrten Transformationen noch eine 
Reihe anderer in Betracht, die in bestimmter Weise aus einer ge- 
gebenen Transformation abgeleitet werden. Da sich im Anschluss an 
die vorstehenden Entwicklungen die Bildungsweise und die wesent- 
lichsten Eigenschaften dieser Transformationen leicht auseinandersetzen 
lassen, so will ich darauf kurz eingehen, obgleich dies fiir die weiteren 
Betrachtungen dieser Abhandlung nicht gerade erforderlich ist. *) 

Es seien (x), (y), (2), ... Systeme von je m Variabeln. Das 


System der (5) Determinanten 


ij") Gem 
| U v), 
| Yes Yr | 


diese in eine beliebige, aber feste Reihenfolge gebracht, mége kurz 
mit (#),, das System der (3) Determinanten 

| Li, Ley 2 | 

| Yis Yey Yr} G@<k<), 

iy Se, &% | 
diese ebenfalls in einer beliebigen aber festen Reihenfolge genommen, 
mit (x), bezeichnet werden u.s.f. Auf die Betrachtung dieser Deter- 
minanten wird man unmittelbar gefiihrt, wenn man die Variabeln 
(x), (y), (2), -.. als homogene Punktcoordinaten deutet. Bekanntlich 
sind dann die Determinanten (z),, (x),, u.s.f. die Coordinaten der 


(x) und (y) verbindenden Geraden, bez. der (x), (y) und (¢) ver- 
bindenden Ebene u.s.f. Zwischen diesen Determinanten bestehen die 


*) Dementsprechend kann dieser Paragraph, unbeschadet des Zusammen- 
hanges, iiberschlagen werden, 
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bekannten algebraischen Identititen. Es ist aber wichtig, zu bemerken, 
dass unter diesen keine linearen sind, dass also die Determinanten 
linear unabhiingig sind.*) 

Ich betrachte nun die Gleichungen 
(1) (7) = S@’), (¥¥Y) = Sy’), @)=—Se),--. 
wo S irgend eine lineare Transformation bezeichnet. Vermége dieser 
Gleichungen driicken sich die (#), linear und homogen, durch die in 
analoger Weise aus den (2°) und (y’) gebildeten Determinanten (x’), 
aus. D. h. die (x), gehen vermége einer durch S mitbestimmten linearen 
‘Transformation aus den («#’), hervor. Diese Transformationen will ich 
mit C,S bezeichnen, so dass gleichzeitig mit (1) 


(2) (2). = C,8(a'), 
ist. In gleicher Weise ist 
(3) (x), = C,S(x’)s, 


wo C,S eine bestimmte von S abhingende Transformation bezeichnet. 
Im Ganzen entspringen so aus S » — 2 abgeleitete Transformationen 
(4) C.8, 0,8, ... Gunah, 
(welche, nach dem oben Bemerkten, die Transformationen der Coordi- 
naten der Geraden, Ebenen u.s. w. sind, die der Transformation S 
der Punktcoordinaten entsprechen). Es gelten nun folgende Sitze, 
die ihnlich wie die analogen Sitze fiir die Product- und Potenztrans- 
formationen zu beweisen sind: 

1) Ist S die identische Transformation, so ist auch jede der ab- 
geleiteten C,S, C,S, ...C,-1.S die identische Transformation. 

2) Durchliuft die Transformation S die Individuen einer Gruppe, 
so durchliiuft jede der abgeleiteten Transformationen C,S, C,S,... 
je eine zu jener Gruppe isomorphe Gruppe. 

3) Bezeichnet A die Determinante der Transformation S, so haben 
die Determinanten von C,S, 0,8, ...C,.1S bez. die Werthe 


n—1 
2 


n-1 
. a' , a! , , ... Q""*, Insbesondere sind die Transforma- 
tionen C,S, C,S,... C,-1.8 gleichzeitig mit S unimodular. 

4) Sind S und 7’ contrire Transformationen, so sind auch C,S 
und C,7', ebenso C,S und C,7 u.s, w. je contriire Transformationen, 
ein Satz, der sich auch durch die Gleichungen: 


(5) C,CS—CO,8, C,CS—CO,8, ... QiCS = CC,-18 
ausdriicken lasst. 

*) Die consequente Einfiihrung der Determinanten (a),, (a)3,... als selbst- 
stimdiger Variabeln in die Formentheorie geht auf Clebsch zuriick. Vgl 


Clebsch: ,,Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invariantentheorie“, Géttinger 
Abhandlungen, Bd. 17 und Mathematische Annalen, Bd. 5, S, 427. 
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5) Aus der bekannten Darstellung einer -reihigen Determinante 
als Aggregat aus den Producten der Determinanten k'" Grades, die 
sich aus den ersten k Reihen der Determinante bilden lassen, in die 
complementiiren Determinanten (m — k)*" Grades, die sich aus den 
iibrigen » — k Reihen bilden lassen, schliesst man ferner, dass die 
Transformationen S und C,_,8, C,S und C,-.S,... je ein Paar 
contrirer Transformationen bilden, sobald S unimodular ist und die 
Reihenfolge der Determinanten (z),, ();, . in geeigneter Weise 
gewahlt wird. 


§ 9. 
Praparirte Formen. 

Bezeichnen (), (y), (2),... Variabelnsysteme, ferner X, Y, Z,... 
die priaparirten Elementarterme p', qg', r" ... Ordnung, die aus 
den Variabeln z, y, 2, ... beziiglich gebildet werden kénnen, so 
lasst sich jede ganze Function der Variabeln x, y, z,..., welche in 


den Variabeln x homogen p'* Ordnung, in den Variabeln y homogen 
q‘* Ordnung u. s. w. ist, in die Gestalt 


(1) f(a, y,#,-..)—= >’ aXY¥Z... 


bringen. In dieser Gestalt nenne ich die Form priiparirt. Die Be- 
zeichnung riihrt von Sylvester her.*) Indessen weicht meine Defi- 
nition der priiparirten Formen ein wenig von der Sylvester’schen ab. 
Die Sylvester’sche Definition erhilt man, wenn man die Elementar- 

, ' 1 
terme aj'az... 2°" nicht durch den Factor 


Vey! Vegi «++ Ve 


, sondern 
» ' 
7 rar : n* 
Viey + ee+-+-+e,)! 
Va! Ves! er Ve,! 


Werden nun die Variabeln der Form f simultan den Transfor- 
mationen 


(2) (x) = S(xz’), (yy=Tly’), (2) = U(z’), ... 


unterworfen, so geht f iiber in 


(3) f= Sa X'YZ.... 


Unter Verwendung der in den Paragraphen 6 und 7 eingefiihrten 
Bezeicanungen ist 


(4) (X)=—P,S(X), (Y)=—P,7(Y’), (Z)=P,U(Z),... 


und 


durch den Factor »priiparirt, 


(5) (XYZ---)=P,S>< P,T>x< P,U><---(X'Y'Z'-: >). 


*) 1. ce. Seite 90. 
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Die Transformation, welche die Coefficienten a’ in die Coefficienten 
a iiberfiihrt , ist aber die contriire der Transformation (5). Die durch 
die Transformationen (2) der Variabeln inducirte Transformation der 
Coefficienten von / ist also die folgende: 


(6) (a) = C(P,S >< P,T >< P,U >< ---) (a’). 

Betrachtet man nun neben dem Systeme von Transformationen (2) 
das System der contriiren Transformationen 
(7) @) =CS(a’), (y) = CTY), ) =—CUE,... 
so entspricht diesen die Transformation 
(8) (a) = O(P,CS < P,CT <x P,CU >< ---) (a’) 
der Coefficienten. Nach den oben bewiesenen Siitzen (§ 2, (6), § 6, (3), 
§7, (7)) ist diese Transformation identisch mit 
(9) (a) =(P,S>< P,T >< P,U >< .--+-) (a’). 

Der Vergleich mit (6) lehrt: 

Det einer priparirten Form entsprechen contriéren Transforma- 
tionen der Variabeln contriire Transformationen der Coefficienten.“ 

Fiir den Fall, dass die Form nur eine Reihe von Variabeln (x) 
enthilt, ist dieser Satz von Sylvester aufgestellt und bewiesen worden. 
Andere Beweise fiir diesen einfachsten Fall des Satzes haben Lipschitz 
und Le Paige gegeben. Den Fall zweier Systeme contragredienter 
Variabeln betrachtet Study.*) Fiir das Folgende ist es zweckmiissig 
unserem Satze eine etwas andere Fassung zu geben, 

Ersetzt man in der Form f = f(z, y, 2,...) die Variabelnsysteme 
(x), (y), (2), -.+ je durch die contragredienten Variabelnsysteme 
(wu), (v), (w),... so mége die hierdurch entstehende neue Form 
f=f(u,v,w,...) als die ,,contrdre Form von f bezeichnet werden. 

Ordnet man nun den Variabelnsystemen (x), (y), (2), ... be- 
ziiglich die 'Transformationen S, 7, U,... zu, so sind hiermit von 
selber den Variabelnsystemen (u), (v),(w),... beztiglich die contriiren 
Transformationen CS, C7, CU,... zugeordnet. Der verallgemeinerte 
Sylvester’sche Satz lisst sich darnach auch so aussprechen: 

»Die Coefficienten zweier contrirer, priéparirter Formen erfahren 
contrive Transformationen, wenn man die Variabeln der Formen irgend 
welchen simultanen Transformationen unterwirft.“ 


*) Sylvester, l.c. p. 91. — Lipschitz, American Journal of Mathematics, 
Bd. 1, 8. 336. — Le Paige, Mathematische Annalen, Bd. 15, 8. 206. — Study, 
Methoden zur Theorie der terniiren Formen (Leipzig 1889) S. 36 ff. 
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§ 10. 
Invariante Differentiationsprocesse fir Formensysteme. 


Ich gehe jetzt dazu iiber, den Satz des vorigen Paragraphen mit 
dem Satze des § 3 zu combiniren, schicke indessen einige Bemerkungen 
voraus, die sich auf den Begriff der Invariante beziehen. Es seien 
(x), (y), (2),... Systeme von Variabeln und 
(1) fis for- ++ fey fos + +f 
priparirte Formen derselben. Dabei ist natiirlich der Fall nicht aus- 
geschlossen, dass unter den Formen solche vorhanden sind, in denen 
eines oder mehrere der Variabelnsysteme nicht vorkommen. Die be- 
treffenden Formen sind dann in den fehlenden Variabelnsystemen 
als vom Grade Null anzusehen. 

Ich nehme jetzt an, dass den Variabelnsystemen (a), (y), (2),... 
beziiglich die unimodularen Transformationen S, 7, U,... zugeordnet 
seien. Dann entsprechen diesen gewisse, ebenfalls unimodulare Trans- 
formationen A,, A,,...A, der Coefficienten a, a®, ... a”) der Formen 
fi>fe,-.-f-- Hine Function 
(2) J(a, a®,...a), 


die ganz und homogen in jedem einzelnen Coefficientensystem a ist, 


wird nun als eine Invariante des Formensystems (1) beziiglich der 
Transformationen 


@) Gru.) 


zu bezeichnen sein, wenn sie im Sinne von § 1 invariant bei 


e a®,... ~ 
Ai, Ad, = A, . 
ist. 

Ist so der Begriff der Invariante eines Formensystems (1) auf ein 
bestimmtes System von Transformationen (3) bezogen, so fragt es sich, 
was man unter einer Invariante des Formensystemes (1) schlechthin zu 
verstehen hat. Dabei ist Folgendes zu beachten. Wihrend ich die 
simmtlichen auftretenden Variabeln (x), (y), (2),... als frei veriinderlich 
voraussetze, soll doch nicht ausgeschlossen sein, dass zwischen ein- 
zelnen Variabelnsystemen eine Abhingigkeit in der Art besteht, dass 
die gewissen Variabelnsystemen zugeordneten Transformationen immer 
die gewissen anderen Variabelnsystemen zuzuordnenden Transforma- 
tionen mitbestimmen. So kann z. B. von vornherein festgesetzt sein, 
dass dem Variabelnsystem (y) immer dieselbe Transformation, wie dem 
Variabelnsystem (x) zugeordnet werden soll (dass, wie man zu sagen 








= 
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pflegt, (~) und (y) cogrediente Variable sein sollen). Derartige Fest- 
setzungen, die einen Theil der Transformationen S, 7’, U,... von den 
iibrigen abhaingig machen, lassen sich in mannigfaltiger Weise treffen. 

Unter einer Invariante schlechthin des Formensystemes (1) ist nun 
jede Function J(a™, a®, ... a) zu verstehen, die eine Invariante 
beziiglich der Transformationen (3) ist fiir jede beliebige Wahl der von 
einander unabhingigen unter diesen Transformationen. 

Dies vorausgeschickt, betrachte ich neben dem Formensystem (1) 
noch das folgende: 


(4) fis fay +++ fies fatty +++ fry 

welches dadurch aus dem ersteren entsteht, dass die ersten k Formen 
durch ihre contriren Formen ersetzt werden. Ich nehme an, dass die 
Variabelnsysteme (x), (y), (2), ... so beschaffen sind, dass mit jedem 
System auch das System der contragredienten Variabeln auftritt. Diese 
Annahme hat zur Folge, dass die Formen des zweiten Formensystemes 
(4) von den nimlichen Variabelnsystemen abhiingen, wie die Formen 
des ersten Formensystemes (1). Zugleich beschrinkt diese Annahme 
nicht die Allgemeinheit, da man die Formen (1) in einem etwa that- 
sichlich nicht auftretenden Variabelnsysteme als vom Grade Null 
ansehen kann. (Vgl. oben.) 

Die Verbindung der Resultate der Paragraphen 2 und 9 ergiebt 
nun den folgenden, in specieller Form von Sylvester herrihrenden Satz: 

Sind in Bezug auf ein System von Transformationen (3) 

J (a, a®,...a) und K(a, a®,... al) 
Invarianten des ersten beziiglich zweiten Formensystemes, so ist das 
Resultat , welches durch Anwendung der Operation 

K (<5 a a ee a”) 
ga’ ga®? eal)? : 
auf J(a®, a®), ... a) entsteht, wieder eine Invariante des ersten 
Formensystemes beziiglich der Transformationen (3) *. 

Und hieraus folgt der entsprechende Satz fiir die ,, Invarianten 
schlechthin “: 

Sind J(a, a®, ... a) und K(a®, a®, ... a”) Invarianten 
des ersten beziiglich zweiten Formensystemes, so ist das Resultat, welches 
aS wud a , att)... a) 
auf J(a, a®, ... a) entsteht, wieder eine Invariante des ersten 
Formensystemes,“ 


durch Anwendung der Operation K ( 
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§ 11. 


Erzeugung von Invarianten eines Formensystemes aus denen eines 
zweiten Formensystemes. 


Hermite hat unter dem Namen des Reciprocitiitsgesetzes (loi de 
réciprocité) einen Satz aufgestellt, dem zu Folge man durch ein be- 
stimmtes Verfahren aus den Covarianten m' Grades einer biniiren 
Form n'* Ordnung die Covarianten n'** Grades einer biniren Form 
m* Ordnung ableiten kann.*) Die von Hermite selber, wie von 
spiteren Autoren gegebene Darstellung dieses Verfahrens beruht 
wesentlich auf der Zerlegung der biniren Formen in Linearfactoreu 
und ist somit einer Verallgemeinerung auf Formen von mehreren 
Variabeln nicht fahig.**) Indessen ist gleichwohl dieses Verfahren 
nur ein specieller Fall eines weit allgemeinern, welches gestattet, aus 
den Invarianten eines beliebigen Formensystemes Invarianten eines 
zweiten Formensystemes abzuleiten. Auf diese Weise erscheint der 
Hermite’sche Satz in einem neuen Lichte, welches den inneren Grund 
seines Bestehens klar hervortreten lasst. 

Es seien 


(1) i; 9; fry fos +++ fe 
priparirte Formen von beliebigen Variabelnsystemen. Die Coefficienten 
der Form f bezeichne ich mit (a), die Coefficienten der Form g mit (0), 
ferner die contrire Form von f mit f. _ 

Ist nun weiter K(a,b) eine Invariante der Formen f und g, die 


in den Coefficienten (a) den Grad r, in den Coefficienten (b) den 
Grad s besitzt, so kann man 


(2) K(a, b) = L, A, + L,A, + -+++ Lp Ap 


setzen, wo A,, A,,.. . Ag die priaparirten Elementarterme r'** Ordnung, 
gebildet aus den Coefficienten (a) und L,, L,,...L ganze homogene 
Functionen s' Grades der Coefficienten (b) bedeuten. 


*) Hermite: Sur la théorie des fonctions homogénes a deux indéterminées. 
Cambridge und Dublin Mathematical Journal, Bd. 8, 8. 172ff. Vgl. auch Faa di 
Bruno, Einleitung in die Theorie der biniiren Formen (Leipzig 1881) S. 262 und 
8. 297, ferner Gordan-Kerschensteiner, Vorlesungen Bd. 2, 8. 97. Salmon- 
Fiedler, Algebra der linearen Transformationen (Leipzig 1877) S. 181 und 
Sylvester, Note on M. Hermite’s law of reciprocity, American Journal, 
Bd. 1, 8. 90. 

**) Der vortrefflichen Monographie von Franz Meyer ,,Bericht tiber den 
gegenwiirtigen Stand der Invariantentheorie“' im Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung (Berlin 1892) entnehme ich, dass Deruyts eine Aus- 
dehnung des Reciprocitiitsgesetzes gegeben hat, die sich aber nur auf specielle 
Formen bezieht, niimlich auf solche, die in lineare Factoren zerlegbar sind. 
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Ich betrachte jetzt irgend eine Invariante 


(3) T= PA, + P, A, +--+ + Pode 
der Formen 
(4) fstisfor+++ fee 


Die Invariante J sei in den Coefficienten (a) der Form f vom r' 
Grade, so dass P,, P,,... Py Functionen der Coefficienten von f,, /,,-..fs 
bezeichnen. Durch die Anwendung der Operation K(Z, b) auf J 
entsteht, wie man sich sofort tiberzeugt, das Resultat 

(5) K=P,L,+ P,L,+---+ PyLy. 

Und nun ist nach dem Schlusssatze des letzten Paragraphen*) K eine 
Invariante des Formensystemes (1), oder, da K die Coefficienten (a) 
der Form f nicht enthilt, eine Invariante des Formensystemes 

(6) 9s fis for+++ fe 

Es gilt also folgender Satz: 

» Wenn A,, A,, ... Ay die priparirten Elementarterme rt, Ord- 
nung der Coefficienten (a) einer prdparirten Form f bezeichnen, wenn 
ferner 

K = L,A, + L,A, + +--+ Lede 
eine Simultaninvariante der zu f contréren Form f und irgend einer 
andern priparirten Form g, wenn endlich 
J = PA, + PyA,++++> + Podo 
eine Invariante des Formensystemes 
f; fi, ho, PS fe 
ist, unter f,, fo,---fe wgend welche priparirte Formen verstanden, so 
wird stets 
K=P,L,+ PL, +:-++++ Pole 
eine Invariante des Formensystemes 
9s fry faye fh 
sein.“ 

Nach diesem Satze entspricht also, unter Zugrundelegung einer 
Invariante K der Formen f und g, die in den Coefficienten dieser 
Formen vom r'*" bez. s' Grade ist, jeder Invariante J des Formen- 
systemes f, f,, fo, ---fe vom 7" Grad in den Coefficienten von f in 


*) Der Satz ist anzuwenden auf die Formensysteme 


f; 9; fh» fey» + shes 
i, 9; fi, far+- hye 


Dabei ist J als Invariante der ersten und K(a, b) als Invariante des zweiten 
Formensystemes aufzufassen. 
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eindeutiger Weise eine Invariante K des Formensystemes g, f, , fy,..-f¢ 
vom s'** Grade in den Coefficienten von g. 

Da eine Invariante der Form f und g auch eine Invariante der 
Formen f und @ ist, wo g die contrire Form von g bezeichnet, so 
kann dieselbe Invariante K auch zur Erzeugung von Invarianten des 
Formensystemes /, /,, f,, .-. f: aus Invarianten des Formensystemes 
9; fis fey «++ fe verwendet werden, Man hat dann nur K nach den 
Coefficienten von g anzuordnen, also K in die Gestalt 


K= UM, B, + M,B,+---+ MB, 
zu setzen, wo B,, B,,... Bg die priparirten Elementarterme s'* Ord- 


nung der Coefficienten von g bedeuten. 
Wenn jetzt 


K =Q,B, + QB, +---+ QB, 
irgend eine Invariante des Formensystemes g, /;, f,, .../f¢ ist (vom 
se Grade in den Coefficienten von g), so wird stets 


J= Q, UM, + QM, dle Qo M, 
eine Invariante des Formensystemes /,/;, fo,.. fi; sein. 

Man kann hiernach vermége der Invariante K zuniichst aus einer 
Invariante des Formensystemes f, f,, f., . ..f; eime soleche des Formen- 
systemes g,/,,/.,--+f~ und sodann aus dieser wieder eine Invariante 
des ersten Formensystemes erzeugen. Die letztere wird in den Coef- 
ficienten der Formen dieselben Gradzahlen besitzen, wie die Invariante, 
von der man ausging, braucht aber darum natiirlich nicht mit dieser 
identisch zu sein. 


§ 12. 
Das Hermite’sche Reciprocitatsgesetz. 

Der Hermite’sche Satz, nach welchem man aus den Covarianten 
ms Grades einer binairen Form /(z,, x,) n'* Ordnung die Covarianten 
ne Grades einer binaéren Form g(xz,, 2) m'** Ordnung erzeugen kann, 
stellt sich nun als ein specieller Fall des soeben bewiesenen Satzes dar. 

Die Formen f und g setze ich in priparirter Gestalt voraus. Es 
seien nun w,, wu, die zu 2,, 2, contragredienten Variabeln und 

fy (ty » Ua) = G4, + Ent. 
Dann sind die Invarianten der Formensysteme 
(1) F(%y, L)y f(y, Me), 
(2) G(X, Xa), fy My» Ue) 
identisch mit den Covarianten der Form f beziiglich g, die Covarianten 
geschrieben in den Variabeln &,, &,. 
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Nach dem Satze des vorigen Paragraphen gestattet demnach jede 


Simultaninvariante von f = f(u,, wu.) und g(a,, Z,), oder, was dasselbe 
ist, von 

(3 f(—2%,%,) und g(#,x,) 

aus Covarianten der Form f solche der Form g herzuleiten. Man 
wihle nun insbesondere fiir diese Simultaninvariante die Resultante R 
der Formen (3), Diese ist in den » + 1 Coefficienten a der Form f 
vom m'** Grade, in den m-+ 1 Coefficienten 6 der Form g vom ne 
Grade. Die Anzahl der Elementarterme m'** Grades aus n + 1 Gréssen 
betragt 

__ (n-+-m)! 

Oe tml”? 

und ist also, wegen der Symmetrie in » und m, zugleich die Anzahl 
der Elementarterme n'" Grades aus m-+ 1 Gréssen. Demnach hat 
die Resultante R die Gestalt 


(4) R=L,A,+ L,A,+---+ DA, 

wobei allgemein 

(5) L;, = 1 B, + ¢2B, + oe + cy LB,, (tam 1,2,...p) 

ist. Hier bedeuten die A; und B; die priiparirten Elementarterme der 


Coefficienten a und b, wiahrend die ¢ numerische Coefficienten sind. 
Wenn nunmehr 


(6) J=C,A,+C0,4,+-++-+ CO, 4, 
eine Covariante von f/ bezeichnet, die in den Coefficienten a von f vom 


m" Grade ist, so dass C,, C,,...€C, Formen von &,, § bedeuten, so 
ist nach dem Satze des vorigen Paragraphen 


(7) K=C,L,4+ C,L,+ +--+ 0, Ly 

eine Covariante von g, die in den Coefficienten dieser Form vom n' 
Grade ist. Auf diese Weise ist jeder Covariante m'** Grades der Form 
n' Ordnung f eindeutig eine Covariante n'" Grades der Form m'* 
Ordnung g zugeordnet. Es kommt hier aber noch ein wesentlicher 
Punkt hinzu. 

Die Determinante | c;,| der in der Resultante auftretenden numeri- 
schen Coefficienten ist nimlich von Null verschieden.*) In Folge 
dessen kann die Covariante K nur dann identisch verschwinden, wenn 
J identisch Null ist. Hieraus schliesst man weiter, dass linear unab- 
hingigen Covarianten J auch linear unabhingige Covarianten K ent- 


*) Dieser Satz lisst sich leicht mit Hiilfe der Factorenzerlegung der Resultante 
beweisen. Es wiire indessen wiinschenswerth, einen anderen von dieser Zerlegung 
unabhingigen Beweis zu besitzen. (Einen solchen Beweis theilte mir inzwischen 
Herr Gordan mit. Herr Gordan wird denselben demniichst in diesen Annalen 
veréffentlichen, August 1894.) 
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sprechen. Und da jede Covariante n'e" Grades von g in die Form (7) 
gebracht und also als entsprechende einer Covariante m'*" Grades 
von f aufgefasst werden kann, so folgt endlich, dass einem vollstandigen 
Systeme linear unabhiingiger Covarianten m'" Grades von f ein voll- 
stindiges System linear unabhingiger Covarianten m'*" Grades von g 
entspricht. — 

Eine aihnliche Bemerkung lasst sich offenbar an den allgemeinen 
Satz des vorigen Paragraphen ankniipfen fiir den Fall, dass die An- 
zahlen der Elementarterme der @ und b, die in der Invariante K (a, b) 
auftreten, gleich gross sind und dass diese Invariante, aufgefasst als 
bilineare Function jener Elementarterme, eine nicht verschwindende 
Determinante besitzt. 

Nach den Erérterungen des vorigen Paragraphen kann man die 
Resultante R auch dazu verwenden, aus einer Covariante m'*" Grades 
von f eine zweite soleche Covariante abzuleiten. Um die hierbei in 
Betracht kommenden Formeln bequemer schreiben zu kénnen, will 
ich festsetzen, dass die Indices ¢, k, h der Werthe 1,2, ... fahig 
sein und, wo sie als Summationsbuchstaben auftreten, alle diese Werthe 


durchlaufen sollen. Die Resultante R stellt sich dann (nach (4) und (5)) 
dar in der Gestalt: 
R = > 6: A; B,. 
i,k 


Aus der Covariante m'*" Grades 
J -> C; A; 


der Form f geht nun dadurch, dass allgemein A; durch seinen Factor 
in R ersetzt wird, die Covariante n'*" Grades 


Ke 2 Cscin Br 


der Form g hervor. Fiihrt man hier wiederum an Stelle von B, seinen 
Factor in & ein, so entsteht aus K die Covariante m‘" Grades 


J'= > CyC:% Ca, x A; 
i,k,h 


der Form f. Wenn also unter d;, die aus den Coefficienten ¢;, der 
Resultante abgeleiteten Zahlen 


dia = > Ci,k «Chik 
k 


verstanden werden, so ist gleichzeitig mit 
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J =C, A, + 0,4, +--+ + Cun 
J'’=C, A, + CJA, +-+-+ Ci Au 


eine Covariante m‘** Grades von /, wo zur Abkiirzung 


Cy = dy: Cy + de iCg + +--+ yu, i Cu 


auch 


gesetzt ist. 


§ 13. 
Verallgemeinerung des Hermite’schen Reciprocititsgesetzes. 


Indem man den Satz des Paragraphen 11,wiederholt zur Anwendung 
bringt, kann man aus den Invarianten irgend eines Formensystems 
Invarianten eines zweiten Formensystems ableiten, welches dadurch 
aus dem ersten entsteht, dass irgend welche Formen desselben durch 
irgend welche andere Formen ersetzt werden. Fiir den Fall der biniren 
Formen erhilt man auf diese Weise leicht die folgende Verallgemeinerung 
des Hermite’schen Satzes. 

Es seien 
(1) a os a a 
(2) 91> Jor> ++ Gry Phy, Rey. - ote 
zwei Systeme von priparirten Formen der binaren Variabeln 2,, 2, 
die sich in den ersten r Formen unterscheiden. Die Coefficienten der 
Form f; mégen mit a, die der Form g; mit b“, ferner die Ordnung 
von f; (Grad in z,, %,) mit »;, die Ordnung von g; mit m,; bezeichnet 
werden. Die praparirten Elementarterme m;* Ordnung der Coefficienten 
a” seien mit Aj’, Af’, ... bezeichnet und 


(3) Ri = >) LP a?, 
k 


wo die Summe sich auf alle Elementarierme A‘) erstreckt, sei die 
Resultante von f;(—,, 7,) und g;(a,, 2). 


Die Coefficienten Z\” sind dann homogene Functionen »;‘" Grades 
der Coefficienten b®. 


Wenn nun nach den Coefficienten der Formen /,, f,, .../f; au- 
geordnet, 
(4) J -»> Cc. AY AP... Ae? 
a 
eine Invariante des Formensystemes (1) ist, welche in den Coefficienten 
der Form f; den Grad m; besitzt, so wird 


(5) K=>)C. 1012... 12 


hay ky ys* ky 
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eine Invariante des Formensystemes (2) sein, welche in den Coefficienten 
der Form g; den Grad m, besitzt. Durch diesen Satz wird jeder In- 
variante J des Formensystemes (1), von den Geraden m,, m,, ...m, 
in den Coefficienten der Formen f,, f,, ... f, bez., eine bestimmte 
Invariante K des Formensystemes (2) zugeordnet, von den Geraden 
M,,%,...%, in den Coefficienten der Formen g,, 9,,...g, bez. 

Und zwar zeigt man wieder leicht, dass einem vollstiindigen System 
linear unabhingiger Invarianten J ein vollstiindiges System linear 
unabhingiger Invarianten K entspricht. 


Ziirich, den 7. Juni 1894. 














Ueber die Resultante. 
Von 


Paut GorpDaAn in Erlangen. 


(Auszug aus einem an Herrn A. Hurwitz gerichteten Briefe.) 


:. 
Die Matrices M und N. 


Die Resultante R setzt sich zusammen aus den Matrices 


Sp 


| Big» Byy Gqy- +25 Gn, 0, O,. 


M=— | OD, Gor Byoes.es » Ga, 9,. 
| 0, xe nicgin. wis arwiaien » An | 
| bo, by, by,.++y Om, O, O,... | 

n=—|9: Rap Pipe esas ; bm, Oy+ ++ | 
| e . e ° e ° e ° e erg 
| | 
GBs ugha ackaves » On | 


M hat m Zeilen und N nm Zeilen. Die g'* Colonne in jeder Matrix 
heisse kurz ,,Colonne g“. Die m-reihigen Determinanten C; von M 
und die »-reihigen Determinanten D; von N lassen sich aus je m und 
nm Colonnen 
Gii Yi2 - + - Pim) Tir Vi2..+TVin 
zusammensetzen. Die Colonnen-Nummern 
Git» VYi2> +++ im bez. 17:2... Tin 
bilden eine gut geordnete Combination von m bez. n Ziffern der Reihe 
1, 2,3,...m—+n. 


M besitzt p =("r") Determinanten C und N » Determinanten D. 


§ 2. 
Correspondirende Determinanten. 
Sind die aus den Colonnen 
Gir Qi2--.Qim und rye... Tn 
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zusammengesetzten Determinanten C; und D, correspondirende Deter- 
minanten, so bilden die Ziffern 
Gir Vi2 +--+ Jim Ta32---+TIn 
eine Permutation der Ziffern 
3 
1,2,...m+4n, 


und, wenn 4 eine beliebige Zahl < m bedeutet und g;, — 4 durch u 
bezeichnet wird, die Ziffern 


GiiQi2-+-Qia Troe. -+ Vip 
eine Permutation der Ziffern 
6 Gir. 


Nach dem Satze von Laplace lisst sich die Resultante R in die Reihe 
entwickeln 


i=p 
(1) R = > (— 1)(%1 —1) + (92-2) +++ (Gim—™) C.D. 
¢==] 
§ 3. 
Anordnung der C und D. 
Die Determinanten C und D sollen in gewohnter Weise so geordnet 
werden, dass fiir x >i eine Zahl A der Art existirt, dass 
; Git = Yury Vix = Yx2)- + + Vida = Ue, t—-1) Yia < Gea 
ist. 
Sind C;, D; und C,, Dg Paare correspondirender Determinanten, 
so bestehen die Relationen 
1 =T7K1y TI2 = Ky +4 Tie 1K uy MR = Ur, Tout > Nas 
welche zeigen, dass J > K ist, dass also die Ziffern J sich in um- 
gekehriter Reihe wie die i bewegen. Hieraus folgt die Formel 


(2) i+J=—p+l. 


§ 4. 
Die Producte A und B. 
Die Determinanten C; und D; haben die Anfangsglieder 


A; = Aq;4—1 U9 —2 eee Ag; m—m = Qj, Gi,.-. Gin 


B; = by, —1 Or 55 —~Zeve b,,, - n => bi, bi, eee bi. 


Jedes Product, welches in einer solchen Determinante auftritt, ist 
gleichzeitig das Anfangsglied einer Determinante C oder D. Die 
Producte A,;, B; sind den Determinanten C;, D; eindeutig zugeordnet. 
Die Indices ig, k, zweier Producte A;, A, geniigen, wenn 7 > ist, 
Formeln der Form 


by = Hy, ty = My, Hi = M1, UD Hh. 
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§ 5. 
Die Glieder von C;. 
Die Glieder der Determinante C; sind die Producte 
A ih = 9,1 ~ @ Vajg—@ + + « G95 m— Om — Vib, Vig hy + + Vig+thys 
wo die Ziffern 
(01, Q2s- ++ Om) = (1 —h,, 2—hy, .. . m—hy) 
eine Permutation der Ziffern 
iS ae 
bilden. Dem Anfangsgliede A; ist die Zifferreihe 
(h,, ho, .. + hm) = (0,0,...0) 
zugeordnet und den iibrigen Gliedern A;, Zifferreihen 
Ray Ray os «Ting 
in welchen das erste nicht verschwindende Element 
h< 0 
ist. A;, ist Anfangsglied einer Determinante C,, also 
Aj, = Ay = Ay, Mn, -. - A 
Die Ziffern der Reihe 
ty f hy, to + hy, .-- tm + ln 
erzeugen, wenn man sie gut ordnet, die Reihe 


ae 


. 
m 


und da 
OF +h, = #1, ty +h, = te; << es -+- ha-1 = u 1 
unter sich gut geordnet sind, so hat man 
OF Pg k,, by a k., oes a—1 a ka-1. 


Gelten hier die Gleichheitszeichen, so kommt die Zahl i, + hy in der 
Reihe vor: 


ha, hasta, ... ey. 
In diesem Falle ist daher 
tg thi aha 
und folglich 
i, > ky. 


Unter allen Umstinden ist also die erste nicht verschwindende Zahl 
der Reihe 1, — ky, t2 — ky,... positiv, also 
i>k, 
und wir haben den Satz: 
Die Anfangsglieder der Determinanten C und D haben einen 
grésseren Index als die tibrigen Glieder.“ 


27° 
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Demselben gemiss haben die Entwicklungen von C; und D; nach 

ihren Gliedern die Form: 

(3 CO; = Ay + 0%, i-1 Asa + @,;-2Aj2+-->, 

9) D, = Bi + Bui Bi-1 + Bi ia Bis +---. 

In ihnen bedeuten die Coefficienten a und 6 ganze Zahlen, welche 

insbesondere verschwinden, wenn die zu ihnen gehdrenden Producte 


ein Gewicht haben, das von dem des Anfangsgliedes abweicht. Die 
aus diesen Coefficienten gebildeten Determinanten: 


(C, A) -»> He 44 Ogg... Hepp, 
(D, B) =>"+ By, Boy “es Bop 


reduciren sich auf ihre Anfangsglieder und haben den Werth 1. 


§ 6. 
Entwicklung der Resultante R nach den A und B. 
Nach Formel (1) und (2) hat man 


i=p 
(la) R= DMI ODpea, (ty bi be bin). 
fas] 
Die Resultante ist also eine bilineare Function der C; und D;, deren 
Determinante den Werth 
(C, D) =(—1y” 
besitzt, wo 


v= > (pit ++ in) 


ist. In dieser Summe kommen die Ziffern 
Bs ae ees @ 

gleich oft vor; man hat daher: 

i 

> 


» 
~ 


vy=s>mnp*). 

*) Zur Bestimmung des Restes von »-+ p nach dem Modul 2 kann, nach 
einer brieflichen Mittheilung des Herrn Hurwitz, der folgende auf den Fall a=2 

! 
anzuwendende Satz dienen: Der Binomialcoefficient ets ist stets und nur 
dann durch die Primzahl zw nicht theilbar, wenn in dem Zahlensystem mit der 
Basis x jede Ziffer der Zahl m + m gleich der Summe der entsprechenden Ziffern 
der Zahlen m und » ist. Fiir ~=2 lisst sich der Satz so aussprechen: Der 
! 

Binomialcoefficient jerey ist stets und nur dann ungerade, wenn die Dar- 


stellungen von m und » als Summen von Potenzen von 2 keine Potenz von 2 
gemeinsam enthalten, 











(1 
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Durch Kintragung der Werthe von C; und D, ergiebt sich die 
Entwicklung 


> (- 1)*(A; + @; 1 A; 1 + 0;, +2 Aj_e + Pes +) 


(1b) R= (By+i-it Bpti—i, p—i Bp + Bp ts -i, p—i-1 Bpi_a+-++) 


_ a Cin Ai By, 


i,k 
in welcher die numerischen Coefficienten aus der Formel 
(4) Cix = (—1)* Bogie  (— 1) 4 ips, Bp—inn 
pee (—1)PH Happs 
berechnet werden und fiir p+ 1 < i+ & verschwinden, 
Die Determinante 
“y 
(A, B) =>+ C1122 + + + Cpp 

ist das Product von (C, D), (C, A) und (D, B) und hat also, da 
(C, A) = (D, B) = 1, den Werth 


1 
g 2 (mnt+p—!) 


(A, B) =(C, D) =(—1) 











Das Zerfallen der Curven in gerade Linien. 
Von 


P. Gorpan in Erlangen. 


Herr Brill hat in den Gittinger Nachrichten (Decbr. 1893) biniire 
Ueberschiebungen aufgestellt, aus denen man mittelst des Clebsch’schen 
Rinderungsverfahrens fiir terniire, quaterniire u. s. w. Formen / die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir herstellen kann, 
dass sie in lineare Factoren zerfallen, 

Fiir terniire Formen besteht diese Bedingung in dem Verschwinden 
einer Ueberschiebung (apu)"*), die ich deshalb die Brill’sche Formel 
nennen will. Zweck dieser meiner Untersuchung ist, zu zeigen, dass 
(apu)" den Factor uw? besitzt und durch ihn zu dividiren. 

Das Verschwinden des Quotienten 

(apu)” 


U, 


liefert dann in der That die einfachsten Bedingungen fiir das Zerfallen 
einer Curve in gerade Linien, 


§ 1. 
Die Schnittpunkte einer Geraden mit einer Curve. 
Die Lisung der Aufgabe, die Coordinaten der Schnittpunkte einer 

geraden Linie 

Vz = 0 
mit einer Curve 

f=a,=—b; 

zu berechnen, ist allgemein bekannt. Wenn ich sie hier noch einmal 
reproducire, so liegt der Grund darin, dass die dabei auftretenden Be- 
ziehungen im Folgenden gebraucht werden. 


*) Fiir quaterniire heisst sie (apuv)”. 
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Man fixire auf v, zwei beliebige Punkte x und y und bilde die 
Punktreihe 
Az — Y; 


auf ihr liegen die gesuchten Schnittpunkte, ihre Parameter bezeichne 
ich durch 
+ or 2 


sie sind die Wurzeln der Gleichung 
(1) (Adz — dy)" = f+ {a" + a,de* + a,dn ... dah = 0. 


Nachdem diese Parameter A, durch Auflésung derselben bestimmt 
sind, findet man die Gleichungen der Schnittpunkte aus der Formel: 
(2) Ay Ue, — Uy = 0. 

Da A, eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so findet die Identitiit 
statt: 

(A, dz, — ay)" = 0. 
Eliminirt man A, aus derselben und F’.(2), so erhilt man die Formel: 
(Az Uy — Uy Ay)” = (auv)" =O, 
sie stellt das Product der Schnittpunkte dar. 
Verschwindet (awv)” fiir alle Werthe von w, so ist jeder Punkt 
b 
von v Schnittpunkt; in diesem Falle bildet die Gerade v einen Theil 
der Curve /. 

Vergleicht man auf beiden Seiten der F. (1) die Coefficienten der 

Potenzen von A"-*, so erhilt man die Formel: 


(3) (— 1) () fix = fax. 


Diese Coefficienten a, sind die symmetrischen Elementarfunctionen der 
Wurzeln 4,, man kann sie so schreiben: 


(4) (— 1)* ay =>! aay. ae 


» 6) 
5 2. 


Die Schnittpunkte einer geraden Linie mit einer Curve, die in gerade 
Linien zerfallt. 

Die Resultate des vorigen Paragraphen nehmen eine etwas andere 
Form an, wenn wir die Annahme machen, dass die Curve f in n 
gerade Linien 

Oso Weg sss Gas 


zerfillt. In diesem Falle hat man die Identitiiten: 


f= Oia lye +++ An zy 


(aa,u)" = 0, 
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Die Schnittpunkte der Linie v mit f vertheilen sich auf diese 
Geraden und wir kénnen die Wurzeln A, so ordnen, das der Punkt 
(2) Ant, — Uy = 0 
auf die Linie a, zu liegen kommt. 

Es findet dann die Identitat statt: 

Ay Ox, 2 — Oy,y =O, 


aus welcher fiir 4, der Werth fliesst: 


Trigt man denselben in F. (4) ein, so wird dieselbe: 


a a a 
1, 2, é 

(4a) (—1)¥ a, = > ome... ee. 
Oy» My a 


2,2 x, x 


9 
§ 3. 
Die Brill’sche Formel. 
Die Summe der Potenzen der Wurzeln /,: 
S =A +A... A 
lassen sich mit Hilfe der Newton’schen Formeln als ganze Functionen 
der Coefficienten a, darstellen. Die Entwicklung nach Potenzen und 
Producten derselben beginnt mit den Gliedern: 
= ' = -2 
(5) Sa: =(— 1)"ai+ (—1)" nay ‘a,.... 


Trigt man in diese Formel fiir die a, ihre Werthe aus F. (3): 


fa, = (— 1)* (") fx 
ein, so erbilt man fiir s, einen Bruch, dessen Zihler eine ganze 
Function von f und seinen Polaren fy» und dessen Nenner /” ist. 
Hieraus folgt, dass das Product: 


[" Sn = Np 
ce ta n n 
(6) on f* “Ly rs “y omy 
a” a” a” 
l,z 2,2 n, x 


eine ganze Function von f und seinen Polaren ist. Die Entwicklung 
dieser ganzen Function nach Producten und Potenzen der Polaren 
beginnt mit den Gliedern: 

n—1 on n—1 %—1 >» pn--2 
(7) p=n fy —n a-f fp +: 
und die tbrigen Glieder haben den Factor f%. Die Form p ist in den 
Variabeln y vom Grade ; ich schreibe sie symbolisch: 


p= pr. 
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Differentiirt man nach dem y und ersetzt man die Incremente durch x 
so wird: 
f" 8, = NPy Ps 
Aus der Formel (6) folgt unmittelbar: 
(8) (apu)" = 0. 

Diese Forme! riihrt von Bril1 her und ist die nothwendige Bedingung 
dafiir, dass die Curve f in gerade Linien zerfaillt. Man kann aber auch 
zeigen, dass sie hinreicht. Nimmt man niimlich auf f einen beliebigen 
Punkt x und legt in ihm eine Tangente f, an die Curve, so giebt die 
Formel; 

(afu)” , 
das Product der Schnittpunkte der Tangente f, mit der Curve f. Be- 
steht nun die Formel (8), so verschwindet (afw)”" fiir alle Werthe 
der wu. Hieraus folgt dann, dass f, einen Theil der Curve bildet. Da 
in diesem Falle alle Tangenten Theile der Curve f sind, so zerfillt 
dieselbe in gerade Linien. 


§ 4, 
Der Factor u?. 


Die Ueberschiebung (apw)" liefert nicht die einfachste Form, 
deren Verschwinden das Zerfallen von f in gerade Linien angiebt. 
Zweck dieser Untersuchung ist zu zeigen, dass (apu)" durch u? theilbar 
ist und die Division auszufiihren. Hiezu theile ich meine Arbeit in 
4 Theile: 

1) Ich gebe die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir an, dass eine orm 

o=u 
die Potenz wu” zum Factor hat. 

2) Wie oben gesagt kann man mittelst der Newton’schen Formeln 
Ss, als ganze Function der Coefficienten a, darstellen. Es werden nun 
Kigenschaften dieser ganzen Function abgeleitet, aus denen folgt, dass 
(apu)” den Factor vu? besitzt. 


3) Die Form 


n 
D 


g 


(afu)", 
welche das 1° Glied in der Entwicklung von (apu)" nach F. (7) ist, 
wird in die Normalform gebracht, d. h. in eine Form: 
(afu)y" = Au? + Bf 
der Art, dass B ein Aggregat symbolischer Producte wird, welche 
nur aus den symbolischen Factoren: 


f, (abu), (afu), be 
zusammengesetzt sind. 
4) (apu)" wird durch wu? dividirt. 
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§ 5. 
Bedingung dafiir, dass g den Factor w™ hat. 


Wir wollen uns in diesem Paragraphen mit den nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir beschiftigen, dass eine Form: 


(9) o=— u 


eine Potenz von u, etwa u™ zum Factor hat, und beginnen mit dem 
Falle: 


m= 1, 
In demselben behaupten wir, dass: 
(10) (oxy) =0 


die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass @ den 
Factor u, besitzt. 


Beweis: Hat @ den Factor u,, so findet man durch Division 
eine Form: 
a= uy! 


der Art, dass die Identitat besteht: 
“=u, ae. 
. “N ° 7 
Ersetzt man darin « durch zy, so entsteht die Formel (10). 


; A 
Gilt umgekehrt diese Formel, so ersetze man y durch uv und 
erhalt: 


A\\"r 
O=— (6 x Se) = (Ug Vz — Ug Ur)” 


Z2=n 


y n P i 
— (— 1)* (”) (Uo Vz)" = (Vo Uz )*, 
#2== 0 

also: 

x=n ‘ 
- © ( B)\ fe « 19-8 foo. ~-! 
OV, = — UzUe s (— 1)" (7) (Ug¥z)"—* (Vg Ux)” 

x=1 


wodurch unsere Behauptung erwiesen ist. 
Ich gehe nunmehr zu dem Falle 


m= 2 
iiber und bebaupte, dass die Formel: 
(10a) veloxy)*t = 0 


die nothwendige und hinreichende Bedingung liefert, dass @ den Factor 
u2 besitzt. 
Beweis: Hat g den Factor u*?, so findet man durch Division 
eine Form: 
t=—u;" 
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der Art, dass die Identitit stattfindet: 
% —— 92 g4n—2 
us =u, US. 
Ich differentiire nach den uw und ersetze die Incremente durch v; es 
wird dann 
=] ¢ —2 2 al 
NUp Vp = 2UzV2U5s + (nm — 2) uzus 3 v5. 


“A 
Ersetzt man hier w durch wy, so erhilt man die Formel (10a). 
Besteht umgekehrt die Formel (10a), so ersetze man darin zuniichst 


A 
v durch xy, wodurch man F’ (10) erhilt, also vorerst sieht, dass die 
Form g den Factor wz, besitzt, dass also eine Form: 


n—1 


oe = U9 


der Art existirt, dass die Identitat stattfindet: 


n n—1 
Up = Ugly . 


Differentiirt man nach den w und ersetzt die Incremente durch 2», 
so wird: 
i 


—1 / —2 
NUp Ve= Veg + (n— 1) 4, V9U5 


; Aw 
und, wenn man hier « durch xy ersetzt, nach F. (10a): 
0 =v, (try). 


iese Formel zeigt, dass die Form # den Fa Uz, und somi den 
D F 1 zeigt, dass die F @ den Factor w, und somit g dex 
Factor u?_ besitzt. 
In dieser Weise kann man fortfahren und zu den Fallen 
m=3,4,5,... 
iibergehen, indem man bei jedem neuen Falle annimmt, die friiheren 
seien bereits erledigt. 


Allgemein findet man als nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, dass @ den Factor uw” hat, die Formel: 


—1 —m-+1 
(11) uo (oxy)” ‘+t — 0, 
Beweis: Hat die Form og den Factor w™, so giebt es eine Form 
am 
o = Ug 


der Art, dass.die Identitat stattfindet: 


m n—m 


Up = Uz U9 
Differentiirt man dieselbe nach w und ersetzt man die Incremente 


“~ : ' 
durch zy, so findet man der Reihe nach diese Formeln: 
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7 n == m us ma 
(f)u"(exy) = ("5 ) us ‘(Say), 
(5) ue (9xy)*= ¥ 2") 

(5) us-*(eay)— “ OW ind >" (aay), 


.* m\ m 
a—-™ cr’ 
& a tte (zy) = =(t _ m) Us (xy) 


m—1 “<= n ~m-+1 ai 0 
bs alape) Ue (9xy) on U, 
also die Formel (11). 
Gilt umgekehrt diese Formel, so kann man zuniichst schiiessen, 
dass g zum Mindesten den Factor w”—' besitzt. Es giebt dann eine 
Form: 


urus (Pay), 


a= uy" 
der Art, dass die Identitit stattfindet: 
ue = e* rer. 
Differentiirt man dieselbe nach den w und ersetzt die Incremente 


“A 
durch zy, so erhilt man der Reihe nach die Formeln: 
n\ n— ~~ ') m m 
(7) we "(oxy) —( + ) ws ‘us "(P2xy), 


n 2, : a ') m1) n—n— 
(5) Me ‘(zy)’ =( a ) wz ‘uy (Pay), 


n ) m sap em annie. am 1 n—in 
(, -m) Me (O2Y) =\ n—m ) us (Faxy) 


es ‘nm—m-+1 po ott 
(oxy) — (i m-- 1 (day)"~ ? 


, n \ am 

n—m+1 uy 
also nach F, (11): 

(tay) — QO. 

Hieraus folgt, dass @ den Factor vu, und somit @ den Factor u™ 
besitzt. 

Die Formel (11) lisst sich, was in manchen Fallen seine Vortheile 
gewihrt, auch durch diese 3 einfacheren Bedingungen ersetzen: 


(12 a) uo (oxy)” — 0, 
(12 b) ue (9x y)""* (oyz) = 0, 
aie uy? (oxy) (oe) = 0, 


da sie mittelst der Identitit: 
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us(ry) + U2 (QyZ) + ty(Q2x) = Ue(xy2) 
aus denselben folgt. 
Insbesondere kann man als nothwendige und hinreichende Be- 


dingungen dafiir dass die Form @ den Factor u® besitzt, diese 3 
aufstellen : 


(13a) (oxy) = 0, 

(13b) (oxy) (oyz) =0, 

(13¢) (oxvy)"—!(ozx) = 0. 
§ 6. 


Eigenschaften von s, als ganzer Function der a. 


Es handelt sich also darum, die Formeln (13) fiir die Ueber- 
schiebung 


(ap u)" 
zu bestitigen. 


Das Mittel hierzu bieten die Newton’schen Formeln: 

(14) > Gn—x Sy =O, 
x=0 
sie lehren uns, die Potenzsummen s, der Wurzeln einer Gleichung: 
mb ay tA 4 aye «++ ay = (@ — Ay) (@ — Ay) «+» (@— a) 

als ganze Functionen der Coefficienten a, darzustellen. Ich will sie 
dazu benutzen, um einige EHigenschaften dieser ganzen Functionen 
abzuleiten. 

Die erste derselben finden wir aus der Betrachtung, dass die 
Potenzen und Producte der Coefficienten, welche die Glieder in der 


Entwicklung von s, bilden, simmtlich das Gewicht n besitzen. Hieraus 
ergiebt sich sogleich die Relation: 


z=n as 
(15) NS, = > S@ex—° 
da, 


x=1 


Nicht so einfach ist eine weitere Higenschaft, welche sich auf 

die partiellen Differentialquotienten 

és, 

da, 
bezieht, herzuleiten. Zu diesem Zwecke fiihre ich eine Reihe von 
Gréssen 
Jo Ii G2 + 
ein, von denen 


I=—1 
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sein mége und die iibrigen durch die Recursionsformeln bestimmt 
werden: 


(16) = On—n Gx = 0. 
x=0 
Ich behaupte nun die Formel: 
(17) to sp NGu- 


mse 
04, 


Beweis. Nach der Formel: 


gilt unser Satz fir » —0. Bei dem Beweise fiir die iibrigen Zahlen 
eel 2s... 

mache ich die Annahme, er gelte bereits fiir alle Zahlen, die kleiner 

als w sind, dass also fiir x > 0: 


(17a) 


ist. 


o Sn—x 


= (nm — %) Ju—x 
OG, 


Nach dieser Annahme folgt aus F. (15) die Formel: 
x=1 
(15a) Sy = a % Ox Ju—x- 
z=1 
Ich differentiire nun die Newton’sche Formel: 
z=n 
(14) Za Oy Sn—x == 0 
x=0 
nach @,—,; diese Grosse tritt erstens in einem Gliede als Coefficient auf 
und sodann in denjenigen s,_,, bei denen x< yw ist. So entsteht 
die Formel: 


xu 


Ax 


S) 
2 


n—[M 
zx=0 é 


oder, wenn man die Werthe fiir die: 
O8n_» 
OOn_» 


aus den Formeln (17a) und (15a) eintrigt: 


und Ss, 


a x= == 
os, ’ 
oP + > (n — %) Ju—x Ux + > %Ax Gu—x = 
C Sn—u 
s e2=1 x=1 
oder: 
x= 


és, 
oe +n > Ju—x Ax = 0. 


n—u 
; z=1 
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Zieht man hiervon die Recursionsformel: 
x= 

(16) n>) Iu—x Ax = 0 
x2==0 


ab, so gelangt man zu der behaupteten Formel: 


ay 


0s, 
— 
Diese Forme! soll nun beniitzt werden, um die Differentiale 
ds, und da, 
mit einander in Beziehung zu setzen. 
Hierzu gehe ich von der Doppelsumme: 
x=n A=n 
W -> p 4% Oy Jn—x—I+1 dag 
x=1 2=1 
aus und ordne dieselbe in doppelter Art. 
Das eine Mal ziehe ich alle Glieder, welche dasselbe 4 haben 
zuerst zusammen und das andere Mal geschieht das Nimliche mit den 
Gliedern, welche dasselbe x haben. In Folge der Formeln 


4%==n 
(15a) Sn—ai = > 4 Ox Jn—2x—I-1 - 


x=! 


4=n, A=n 
/ O8y_-» 
(17) d&x41 =>) Fat day = (n— a+ 1) >) gneayidaa 
4a=1 2 A=1 
erhalte ich fiir W die beiden Werthe 
an Sn—x+1 d ay 
8 =] 
und 
xn - 
Pe m—x+1 Ox ASn—x41 ? 
a=l 


deren Gleichsetzung die Formel liefert: 


x 
(5 Ox ASp—x+1 — Sa—p1-1 day) = 0, 


Som 1 
die man auch schreiben kann: 


x=n—1 


(18) ps Gt et1 USn—»y — Sa—x dax41) = (0), 


x—vU 
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Die Coefficienten a, und die Potenzsummen s, hingen mit den 
Polaren von f durch die Formeln zusammen: 


. 
fa, = (—1)* (*) ara, 
{*s, , = npr" pr. 


Bezeichnet man denjenigen Punkt, welcher durch Differentiation 
des Punktes y entsteht, durch z, setzt man also: 
dy=2 
so erhalt man durch Differentiation dieser Formeln: 


x (” o ei 
fda, = (—1) (%) a3 ‘a.as—*, 
f"ds,_, = n(m— x) py—*—" pp. 


Diese Werthe von: 
Ax, Sn—x daz, dS, x 
trage ich in die Formeln: 


(14) Fue. 0, 
x=0 
x—=n—I1 
1 ? 
(18) az Gt AxtiGSn—x — Sn—x axis) =) 
zx=0 


ein und gelange so zu den Formeln: 


x=n 
=s 
Ps (—1)* (") avar—* py" pz = 0, 


x=0 
x=n—1 
0— > aed 1)7# (7 i) ax an—*—! (n — u) pr-*— p. px 
x=0 
__ yr—-% m* (_. 1)\*+1 ” x n—x—1) 
ge" 1) (1) @+Daza, a” ; 
x=n—1 
= (ayp.—Py 42) >) (— 141) (4) agar pep? 
zx=0 
x=—n—1 


—1 
oo —n(ayp.—pya.) > ‘C 1)* yy . ) (dypz)* (aep,y)*""* 
*x=0 


oder: 
(19a) (GyPz— Pyaz)" = 0, 
(19b) (Gy pz — Py M2) (Gy Pe — PyVz)""* = 0. 


Differentiirt man Formel (19a) noch den y und ersetzt man die In- 
cremente durch ¢, so wird: 











Das Zerfallen der Curven in gerade Linien. 421 


(19¢) (4.Pzr — PzGz) (AyPx — Py)" = 0. 
Die Formeln (19) sind nach Formeln (13) die Bedingungen dafiir, dass 
die Ueberschiebung: 


(apu)" 
u2 als Factor enthilt. 
§ 7. 
Die Normalform von (afu)". 

Das 1 Glied in der Entwicklung von p” nach Polaren von f ist 
fy" und demnach das 1 Glied in der Entwicklung von (apwu)" die 
Ueberschiebung (af). 

Die geometrische Bedeutung dieser Formel ist das Product der- 
jenigen Punkte, welche die Polare f, des Punktes x aus der Curve f 
ausschneidet. 

In dem speciellen Fall, dass der Punkt 2 auf der Curve f selbst 
liegt, wird f, Tangente und zwei der Schnittpunkte fallen in den 
Punkt a. Ist also f= 0, so hat (afu)" den Factor u?. Hieraus folgt, 
dass man die Ueberschiebung (afu)” in die Form: 


(20a) (afu)" = Aur + Bf 
bringen kann. Dieselbe ist aber keineswegs eindeutig, da der Ausdruck : 
(20b) (afu)" (A+ Cf)ui + (B— Cu3)f 


gleichfalls diese Form hat. Um eine bestimmte Form fiir (afu)" zu 
erhalten, muss man noch eine weitere Bedingung hinzufiigen. Als 
solehe wihle ich die, dass die symbolischen Producte, aus denen der 
Factor von f besteht, nur aus den symbolischen Factoren: 
f, (abu), (afu), be 
zusammengesetzt sind. Diese Darstellung von (afu)" nenne ich die 
Normalform von (afu)" und stelle mir nunmehr die Aufgabe, diese 
Ueberschiebung in der Normalform darzustellen. Dieselbe zerfiflt in 
2 Theile: 
l'e' Theil. (afu)“ soll in die Form: 
(afu)" = Au? + Bf 
gebracht werden. 
2'e Theil, Der Factor B soll in die Form: 
(21) B=Cu?+ D 
der Art gebracht werden, dass der Ausdruck: 
(afu)" = (A+ Cf)u?+ Du, 
die Normalform von (afu)" ist, dass also die Glieder von D sym- 
bolische Producte sind, welche nur die Factoren: 


f, (abu), (afu), bz 


enthalten. 
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Die Aufgabe, die Ueberschiebung (afu)" in die Form 
(20a) (afu)* = Au? + Bf 
zu bringen, ist bereits (Math. Ann. Bd.7, Dersch iiber Doppeltangenten) 
im Wesentlichen gelést worden; ich werde mich also in der Darstellung 


des dort gegebenen Verfahrens kurz fassen diirfen. 
Die Rechnung ist diese: 


(afu)"=(abu)(afuy tbe = 3 (abu){((afu)b.)” i ((Ufu)a.)" 


x==n—2 


_ 5 (abu) ((afu) b, — (bf u) a.) >) {(afu)b,}"-*-* { (bfu)a,}* 


x=—n—2 


= (a bu) {f(abu)— ue(abf)} > ((afu)b.)"~ "((bfu) dz)”. 
x—=0 


Hieraus ergiebt sich die verlangte Form (20a), wenn man erstens 


(22) B= : (ab >) ((afu) bz)" 2x ((bfu) dz)" 


x=0 
setzt und dann zweitens zeigt, dass der Ausdruck: 


—=—n—2 


(23) L = (abu) (abf) >” ((afu)b.)"* * (bf) ae)” 


z=0 
den Factor u, hat und ihn: 
(24) L=—2Au, 


setzt. Zu diesem Zwecke bilde ich die Summe: 


K => (a be)? (afu)* (bfuy (cfu) ar——* bn—2—-4 cn—2—u 
und dehne sie iiber alle Zahlen x, 4, aus, welche die Relation be- 
friedigen 
e~tAtu—n—2?2. 
Mit Hilfe der Identitat: 
uz(abe) = a, (beu) + bz(cau) + cz (abu) 
wird das Product 
U, K 
die Summe von 3 Summen, welche durch Vertauschung der Symbole 
a, b,c in einander iibergehen. Da diese Symbole dieselbe Form f dar- 
stellen, so haben diese 3 Summen denselben Werth und man hit: 


Kuz=3(abe) (ab u) >(a fu)* (bfu)* (cfu) ar—2—* bn—-2-4 cn—t-# , 
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In dieser Summe haben diejenigen Glieder, bei denen uw = 0 ist, zu- 
sammen den Werth 3Z, so dass man, wenn man in den iibrigen 
Gliedern u=v+) 


setzt, die Formel erhilt: 
Ku, —3L 
= 3(abe) (abu) (cfu)_>'(afuy*(bfuy (cfuyrar**bx-2 en-2—+, 
in der sich die Summe iiber alle Zahlen x, A, v erstreckt, fiir welche: 
etiatv=—n—3 
ist. Vertauscht man hier die Symbole a, b,¢ mit einander, so erhilt 


man 3 Summen, welche denselben Werth besitzen. 
Dieselben wollen wir addiren, so dass: 


Ku, —3L 
((abu) (cfu) + (beu) (afu) + (cau) (b/w) 


= (abc) 
. >a fu)* (bfu)* (cfu) ar—2—* ba- 2-4 cat 
= () 
wird. Ks ist 
L=~Ku, 
und dahber nach Formel (24): 
(25) =—ik 


=— ; >a be)? (afuy* (bfu)*(cfu)4ar—2—* bn—2-4 cn-2—n | 


Ich wende mich jetzt zur 2’ Aufgabe, die Form: 


x—=n—2 


B= ; (abu)? > ((afu) we ((bfu) diz)” 
x=0 
in eine soleche Form: 


(21) B=Cu:+D 


zu bringen, dass die symbolischen Producte, aus denen D besteht, 
nur die Factoren : 


f, (abu), (afu), b, 
enthalten. 


Um diese Aufgabe zu lésen, gehe ich von den Identitiiten aus: 
a +y"—= (y+(e—y))" + (c«—(@—y))", 
n(ar—* — y") = n(y + («—y))"- — n (a — (w@—y)) 


und entwickle die Potenzen rechter Hand nach dem binomischen Lehr- 
satze. Hierdurch entstehen die Formeln: 


28° 
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z—n 
(ar! — yy" s) om (" ) ye 4+ (—1)* an *) (x — y)* 1 
x—=—n—2 sane 
(26 a) n> gt —2—* y* oe > (2) (yr + (—1)* xs) (a —y)*-2, 
x=0 x= 
~~ n—1] 
2n(x*- —y" 1) = . +) (y-* a ( = 1)*a"-*) (a = yy 
=> (2) # (yt + (= Ita) (ey, 
(26 b) O => (%) (x — 2) (yr—*+ (— 1)* a+) (2— y)*—. 
In diesen Identitiiten ersetze ich: 
a durch b,(afu), y durch a,(bfu) 
also 


x —y durch f(abu) — uz(abf) 


und multiplicire Formel (26a) mit (abu)? und Formel (26 b) mit (abu)? (abf). 
So gelange ich zu deh Formeln: 


2nB = (abu > (7) ( (ae Fm)" + (1 (bear) ’) 
—_ (f(a bu) — uz (abf))*”, 


= (abu)*u,(abf >(") (x— 2) 2)( (az( bf u))"* +(—1 )*(be(afu))” ‘) 


x= 8 (7 (a b u) — Us (a bf) 


In denselben stellen die Symbole a und b dieselbe Form f dar, kénnen 


also mit einander vertauscht werden; man hat daher: 


= (abu)? Pxe 1(% )( (be (afu))" *(f (abu) — ur(a bf))*, 
O = (abu)? uz an) > (—1)* (*) (x —2) (be (a fu)" 
ia (f(a bu) — uz (abf))*~ 


Kutwickelt man weiter nach dem binomischen Lehrsatze, so entstehen 


hieraus die folgenden Formeln: 
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nB= (abu 1)* (*) (be (afu))"™ (f (abu))** 
+3 1) ("7 *) (f(abu))* ~ (us (abf))’ , 


x=n A= 


O= (abu)? uz (abf > s- ate (*)¢ “-—2) Cs ) (bz (afu))"™ 
erat (f (abu))**~ (uz (abf)) 
=(abu)' >> + (2) ("7 a (be af w)** (f(abu))*?“* 
x=23 a=l (us (abf))’, 


> (—1)* (7) (be (af w)"* (F(abw)* 


x=2 


n B=(abu)? ial aun a Leta GCs *\(a—1) 


(<r) (abu) (ub) 
Vergleicht man diese Formel mit der von uns behaupteten Formel: 


B= Cu?+ D, 





so folgert man: 


(27a) nC =— (abu)? (abf > Soe (*) (345) (A+1) 


(bz(afu))"— (7 (abu))* . *(ue(ab f))*, 
(27b) nD= DG 1)" (7) ( (be (afu))"* f** (abu) 


Die Formeln (25) und (27) geben die Werthe fiir A, C und D, welche 
in der Normalform der Ueberschiebung 

(afu" = (A+Cf ut + Df 
auftreten; trage ich sie in dieselbe ein, so wird sie: 


la 


: 2 \2 (afu)x “dla fi = 2—2 pu—2— 
— 7 u?(abc) Ziarerere) (cfu an-2-* bn oer 


— fu2(abu)? (ab f)? > Sos (" ) (753) (4-1) 


n(afu)*= x=4 A=0 


(b.(afu))"* (f(abu))**~ (uz (abf))* 


[+7 -0r(8) (ora)ear-snne 





a 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Wir kénnen sie noch wien vereinfachen, indem wir die Bezeich- 
nung einfiihren: 


(28) I= 7 = nf — (S- 1) (*) oe te 


sie wird dann: 


—* (abe)? >) (a fu)*(bfu)* (cfu) ax-2* bx-2-4 enn 


(29) asta F(abu)*(abf)? >> See (") fe oy 3) (4-1) 


x=0 


(be (afu) ye *(f(abu))*~ a (u.(abf))* , 


§ 8. 
Division mit «?. 
Die ersten Glieder der Entwicklungen von py und g” nach Polaren sind: 
a fe — 0 8 ty he, 

nf; — (3) i fos 
die tibrigen haben den Factor f?. Hieraus folgt, dass die Differenz: 
(30) g~r=eg 
ebeifalls diesen Factor besitzt, dass man also setzen kann: 

= wig + £799. 

Durch Ueberschiebung mit f erhilt man die Formel: 
(31) (apu)" = n—(aqu)" + f(aru)"; 


sie zeigt, dass (arw)" den Factor u? hat, dass also nach § 5 die 
Formeln bestehen: 


(dy %z — yz)" == (), 
(@y%_ — TyGz)"—'(aru) = 0. 
Aus denselben lassen sich diese ableiten: 
0 = ((abu)re - (rbu)a,)" = ((abr) )uz + be(aru) Z 
0 = ((abu)rs — (rbu) «)" ‘(abr)u, = ((abr) Uz + bez (aru))*~ * (abr) uz; 
0 = br(aru)" +n (be (aru))*~ Uz (abr) 


+ur(ar7 > (" )( (be (aru)) a * (ue (abr) ))* ae 
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O=n (be (ar u))* te (abr) 


zx=n 


+ u? (abr)? >n (*—1) (be (aru))"~* (us (abr))**, 


x=2 


f(aru)* =u; (abry > (5) (@—1) (be(arw))"™ (ue(abr))**. 


Trigt man in Formel (31) fiir (aqu)" und (aru)" ihre Werthe ein, so 
gelangt man zu der Endformel: 


(—* > ‘afuy (bfuy (cfu) an-?-* oe cn 2—u 
un A=x—4 
sal . 2 
—Habup(art?  D—1h (Z) (742) G+) 
‘ 9 u=4 A==0 
(apu)*=u* 


(bs (afu)) — ( f(ab u))* (ue (abfy 


+f(a oye >? (") (x —1) (bs (aru))"™* (us (a br). 
2x=2 ‘. 


Schliesslich will ich noch bemerken, dass die Aufgabe, die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen anzugeben, dass eine Raum- 
curve C in gerade Linien zerfillt, sich leicht auf die hier geléste zurtick- 
fiihren lisst. Verbindet man nimlich alle Punkte der Curve C mit einem 
beliebigen Punkte &, so bilden die Verbindungslinien einen Kegel K. 
Zerfallt nun C in gerade Linien, so zerfallen alle Kegel K in Ebenen. 





Erlangen, im April 1894. 














Sur la théorie générale des surfaces unicursales. 
Par 


M. G. Humpert 4 Paris. 


1. Autant la théorie des surfaces représentables point par point 
sur le plan est riche en propositions particuliéres et en exemples 
intéressants, autant elle semble pauvre en résultats généraux. Quand 
la représentation plane d’une surface est donnée, il est aisé de trouver 
les propriétés et les liaisons géométriques des courbes de la surface 
qui ont pour images telles et telles courbes du plan; mais rien ne 
semble avoir été entrepris, dans cet ordre didées, lorsqu’on laisse la 
représentation plane complétement indéterminée. C’est pour contribuer 
& combler cette lacune que nous avons rédigé le présent mémoire; 
nous nous proposons d’y rechercher, d’une maniére générale, quelles 
sont les images des courbes communes 4 la surface unicursale et a ses 
surfaces adjointes d’un ordre donné: les résultats que Caporali*) a 
obtenus sur cette question paraissent incomplets et sont méme inexacts 
dans certains cas. La difficulté et Vintérét du probléme tiennent, 
comme on le verra, a l’existence, sur la surface unicursale considérée, 
de points singuliers remarquables, dont les caractéres analytiques et 
géométriques seront mis en évidence. 

La méthode employée a d’ailleurs une portée assez générale; elle 
peut s’appliquer 4 plusieurs classes de surfaces intéressantes, comme 
nous aurons sans doute occasion de le faire voir plus tard. 

2. Une notion de Géométrie plane, utile par le suite, doit d’abord 
étre présentée, 

Si une courbe algébrique plane, C(x, y) =O, d’ordre n, posséde 
en un point (a), qu’on peut toujours supposer a distance finie, une 
singularité 6, nous appellerons singularité adjointe, et nous désignerons 
par 6’, la singularité que possédent, au point (a), toutes les courbes 
adjointes & C; en particulier, 6’ sera la singularité qui est commune, 
en (a), & toutes les courbes adjointes d’ordre nm — 3. Au point de 


*) Voir la note du n° 9. 








w 
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vue analytique, une courbe f(x, y) = 0 possédera en (a) la singularité 
6’, ou une singularité d’ordre supérieur, si l’intégrale 


Leyes 
Gy) 
prise le long de la courbe C(x, y) = 0, reste finie au point considéré. 
Par exemple, si la singularité 6 consiste en un point multiple 
ordinaire d’ordre m, 6’ sera un point multiple d’ordre m — 1. 
3. Soit maintenant S(x,, x, %,, %,;) =O une surface algébrique 


dordre  représentable point par point sur le plan, & l’aide des 
relations: 
(1) Ox; = 2;(U, v) {¢ = 1, 2, 3, 4) 
les x;(w, v) étant des polynomes en w et v, dordre h. Admettons 
que, dans le plan des w,v, la courbe générique: 

O = A, a (u,v) + A, x, (u,v) + Aza, (u, 0) + A,x,(U, 0) 
ou les A sont des constantes arbitraires, ait en des points (a,), (a,),... 
des singularités 6,, 6,, ..., dont on peut supposer qu’aucune n’est a 
linfini, et proposons-nous de chercher, sur le plan des w,v, l'image 
des intersections mobiles de la surface S avec les surfaces adjointes 
d'un ordre donné. Par surfaces adjointes nous entendons, selon |’usage, 
des surfaces qui ont pour ligne multiple d’ordre 1 — 1 toute ligne 
multiple d@ordre 7 de S, et pour point multiple d’ordre 1 —2 au moins 
tout point multiple d’ordre 1. Analytiquement, et d’une maniére plus 
précise, une surface P(x, y, 2) =O sera adjointe 4 la surface 
S(x,y, 2) =0, si lintégrale double 


*P(@, 9 #) da dy 
S, 


reste finie, sur la surface S, en tout point a distance finie: on admet, 
que le plan de l’infini n’a aucune relation particuliére avec S, c. a. d. 
qu'il ne passe par aucun point singulier isolé ou par aucun point d’une 
ligne multiple remarquable par une singularité speciale.*) 

Dans tout ce qui suit, nous représenterons par 2, y, 2 les quotients 


, . x. x. 
des coordonnées homogénes -*, —* 
uy &% 


surface S s’écrira indifféremment S(a,,'7,, 23, %,)—=0, ou S(a, y, 2) = 0. 
Le plan de l’infini sera x, = 0. 

4. Considérons une surface d’ordre n + q — 4 adjointe a la surface 
d’ordre , unicursale, S = 0; soit P(x, y, 2) = 0 son équation: 
q désigne un entier au moins égal 4 Vunité. Soit F(z, y, 2) =0 


x, , ° 
, —, de sorte que l’équation de la 
| 


*) Cette convention, qui évidemment ne diminue en rien la généralité, a 
pour but unique de simplifier le langage et l’écriture. 
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Yéquation d’une surface quelconque d’ordre gq; étudions, le long de la 
courbe S=0, F = 0, Vintégrale 


dx 

J = [Pe Y; 2) Sy F; —8/F; y 
C’est évidemment un intégrale abélienne de premiére espéce, puisque 
la courbe S=0, F' = 0 est lintersection complete de deux surfaces 
d’ordres » et q, que la surface P(z, y, 2) =O est d’ordre n + q — 4 
et qu'elle posséde un point multiple d’ordre 1—1 en tout point 
multiple d’ordre 7 de la courbe: ce dernier point résulte de ce que les 
seuls points multiples de la courbe sont ceux ov la surface F’ rencontre 
les lignes multiples de la surface S, car F’ est supposée n’avoir aucune 
ligne singuliére et ne passer par aucun point singulier remarquable 
de 8.*) 

Liintégrale J, prise le long de la courbe S=0, F =O, peut 
étre mise sous une autre forme, si l’on y remplace wz, y, 2 par leurs 
valeurs en fonction des paramétres u et v, tirées de (1); le calcul se 
présente ainsi: 

Le long de la courbe S=0, F =O, on a: 

dz = ie du + oe dv, 
aF F 
0 oe du+ ce dv 
en posant 


F(u, v) = Fla, (u,v), x(u, v), %,(u, v), 2, (uw, v)]. 


*) On peut rendre le raisonnement plus rigoureux et plus général en le 
déduisant de la définition analytique des surfaces adjointes, Il s’agit en effet 
d’établir que lintégrale J reste finie aux points multiples de la courbe S = 0, 
F=0. Or, danas lintégrale double 


ad > 
ff PpPacay 
3 


ou 2, y, 2 sont liés par la rélation S(a, y, 2) = 0, remplagons la variable y par 
la variable w, définie par l’équation 

F(x, y, 2) =; 
lintégrale double devient 


[fs y,2)dadu_ 
17 vs se Wt? ’ 
: 7, ~ oF, 
elle reste finie, par hypothése, en tous les points & distance finie de S, ce qui 


exige que l’intégrale simple 
f P(x,y,2)da 
J 4, -8, 2, 


demeure finie en tous les points de la courbe S=0, F—u=0, uw étant con- 
sidérée comme tne constante. C’est précisément ce qu'il s’agissait d’ établir. 
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On en tire: 


, ; du (dx oF Ox OF 
(2) dz = sm GE 0 — oe ou)” 


(io) 


F'(@,, %_, % 3, Xs) = 22 F(x, y, 2), 
S(a, Y, 2) = (0) 


D’ailleurs les relations 


donnent, le long de la courbe considérée: 


oF OF dx OF 04 oF Oz 
| + -— 74 | 


Ox OV cy ov 02, dv 





d’ou: 


a 0 , , , r 7 , , ve 
(3) 5 er {ge (EeS. — SiF,) + $Y (Fy Si — 8, F:)} 


z 


, oF : 
et on a une expression analogue pour ; Portant ces expressions 


dans (2), et remplagant dz par la valeur ainsi obtenue dans l’intégrale 
J, il vient 


a a a eee lu 
(4) J= P(x, Y 2) eo a! (F 
dv 
l'intégrale étant prise maintenant, dans le plan des uw, v, le long de 
la courhbe F(w, v) = 0. J étant une intégrale de premiére espéce, il 
est nécessaire que la fonction: 
dy du dy dw 
P(e, y, 2) POO eee as 
soit égale, en chaque point de cette courbe dont le degré est hq, a 
un polyndme d’ordre hg — 3, adjoint & F'(u, v). 
Supposons que la surface F(z, y, 2) appartienne & un faisceau 
ponctuel ayant pour équation 
F, + OF, =0, 
© étant un paramétre variable, on aura, en chaque point de la courbe 
F, (u,v) + OF, (u, v) = 0: 
dy da dy ow 
(6) P(e, y, 2) PM EO 98 — R(u, 0, ©); 
R(u, v, ©) étant un polynome entier, d’ordre hg — 3, en wet v, dont 
les coefficients sont des fonctions rationnelles de ©. 
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L’équation (5) n’a lieu que pour les valeurs de uw, » qui vérifient 
la relation 
F (u,v) + OF, (u, v) =0, 
mais si on tire © de cette relation pour le porter dans (5), on aura 
une équation vérifiée pour toutes les valeurs de u,v. Il vient ainsi: 


dy dx _ dy Ou 


dv du Ou dv F,(u, v) 
(6) P(a,y, 2) ° a= R(u, 0, — Free). 


Le second membre est évidemment, daprés ce qui a été dit sur la 
fonction R, de Ja forme: 


_Ttu,v 
(7) F'(u, v), F "(u, a .. FY u,v) 
ot F’(u,v),...F(u, v) iti des courbes particuliéres du 


faisceau F,(u, v) + OF, (u,v) = 0, et ot 7 est un polyndme d’ordre 
égal & hg —3-+ vhq. 


5. Cela posé, rappelons nous que l’intégrale double 


ff Pana 


reste finie en tous les points 4 distance finie de la surface S = 0. 
Cette intégrale peut s’écrire, en remplagant x, y, 2 par leurs valeurs 
(1) en fonction de u, v 


(a, Y, oT ou oye 
SPS 5 fh fae 2) du dv, 


et elle est prise cette fein dans le plan des u,v. Si on y remplace 
P(x, y, 2) par sa valeur tirée de (6), en tenant compte de l’expression 
(7), elle devient: 
(8) «rT (u,v) — dudv | 
P F’(u,0).F’(u, 0)... a2 
Liintégrale ainsi obtenue ne devient infini, par hypothése, dans le 
plan des uw, v que le long de la courbe x,(u, v) = 0; or les courbes 
F’ (u,v) =0, F’ (u,v) =0,... appartiennent 4 un faisceau qui ne 
contient pas, en général, la courbe x,(w,v) = 0*); il en résulte que 
Vintégrale double (8) ne peut étre finie le long des courbes 
F' (u,v) =0, F’(u,v)=—0,... 

que si 7'(w,v) est divisible par le produit F’ F”.... Soit O(w, v) le 
quotient de la division, on aura, d’aprés les relations (6) et (5) en 
chaque point du plan des w, v, lidentité: 

dy 0x dy bx 

dv dw du dv. 
(9) P(x, y, 2) — a a a P(u, v), 

*) Il suffit qu’on ait choisi le faisceau de surfaces F(a, y, 2) + OF, (a, y, 2) = 

de maniére qu’aucune surface du faisceau ne comprenne le plan de l’infini. 
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O(u, v) étant wn polyndme entier en u,v, d’ordre hg — 3. Cela revient 
a dire que © ne figure pas dans R(w, v, 9). 
D’ailleurs lintégrale (4) peut s’écrire, en tenant compte de (9): 


du 
J = J O(u, v) (@)' 
ao 
comme elle est prise le long de la courbe d’ordrehq, F(u,v) = 0, et 
qu'elle est de premiére espéce, la courbe O(w,v) = 0 est une courbe 
(dordre hq — 3) adjointe & la précédente. Or la courbe F(u, v) = 0, 
c. a d. 


. 


F (x,(u, ©), .. - &g(@, v)) = 0 


n’a pas d’autres points singuliers, lorsque le polyndme JF’ est quelcon- 
que, que les points communs aux courbes 2;(u, v)=0 c. a. d. les 
points que nous avons appelés (a,), (@)),.... Les courbes 7, = 0 ayant 
en ces points des singularités 6,, 6,,..., la courbe F (a, (uw, v).. .) == () 
aura aux mémes points les singularités qu’on désigne, dans la notation 
connue de M. Guccia, par qo,, go,,... puisque F(x, ...a%,) est 
d’ordre g. La courbe adjointe O(wu, v) =O aura, en ces points, les 
singularités adjointes (qo,)’, (qo), ...*). 

Si nous observons maintenant qu’en vertu de l’équation (9) la 
courbe non fixe, commune a la surface S(z, y, 2) = 0 et a la surface 
adjointe P(x, y, ¢) =, a pour image sur le plan des uw, v la courbe 
®(u, v) = 0, nous pouvons énoncer la proposition suivante, qui résume 
cette analyse: 

6. Théoréme I. Soit une surface, 8, d’ordre n, représentable 
point par point sur un plan, de telle sorte que ses sections planes aient 
pour images des courbes d’ordre h, ayant en des points (a,), (a), - 
des singularités 6,, 6,,.... Les images des courbes mobiles communes 
a la surface et & ses surfaces adjointes d’ordre n +. q — 4 seront des 
courbes d’ordre hq — 3, ayant aux points (a,), (a,.),... les singularités 
(¢6;)', (q¢6),... adjointes des singularités (q6,), (q6_),..-+- 

La réciproque de ce théoréme est vraie et nous allons maintenant 
létablir. 


*) Il est aisé de voir que la singularité (qo,)’ est égale a la singularité 
|(g—1)6,-+ 6,]. Rappelons ici que si g,;=—0, g,=0,... sont des courbes 
générales ayant en un point une singularité, o, et si py, =0, y=0,... des 
courbes ayant au méme point la singularité rt, on désigne par (¢ +) la singu- 
larité commune, en ce point, aux courbes 


24;;9;9; = 0 


ou les a;; sont des constantes quelconques, 
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7. Considérons & cet effet un polyndme quelconque, O(u, v), 
d’ordre hg —3, tel que la courbe O(u, v)—=0 ait aux points (a,), (a,),... 
du plan des w, v, les singularités (qo,)', (qo,), .... Soit toujours 
F(x, , %, %, £%,) = une surface quelconque d’ordre q; l’intégrale 


, du 
J = J O(u, v) aF 
. av 


prise le long de la courbe 
F (x,(u, ©), «0 M(t, v)) =(Q, 


on F'(u, v) = 0, est, d’aprés les hypothéses, une intégrale de premiére 
espece, pourvu du moins que la surface F(z, y, 2) = 0 soit quelconque. 

On peut transformer l’intégrale J, par les caleuls inverses de ceux 
du n° 4, en la mettant sous la forme: 


, 


(10) 2 al O(u, v) S; dx 


a? oy oe ody da F/S;—S/F,? 


e Ov Ow Ow Ov 
Pintégrale étant prise cette fois le long de la courbe de |l’espace 
S(x,y, 2) =0, F(x,y,2)=9, 
et wu, v étant supposés exprimés en fonction rationnelle de x, y, z 4 l'aide 
des relations (1). L’intégrale étant de premiére espéce, il est tout 
d’abord nécessaire, d’aprés la théorie générale des intégrales abéliennes, 
que la fonction 
(wu, v) Sy 
ff 2272 
ov Ou = ou gv 
soit égale, en chaque point de la courbe S=0, F—O, a wn 
polyndme entier en 2, y,2, dordre n-+-q—4. En supposant que 
F appartienne au faisceau 
F(z, y, 2) + OF, (x, y, 2) =9, 
on aura, en chaque point de la courbe considérée: 
O(u, v) 2 S/ i 
x! ey 0s _ oy ox 
ov Ow =u dv 
R étant un polyndme d’ordre n + q — 4 en 2, y, ¢ et renfermant 0 


rationnellement. Si dans R on remplace © par sa valeur tirée de 
l’équation 


= R(a, y, 2, O) 


F(a, y, 2) + OF, (x, y, 2) =0 


on obtiendra une équation, vérifide en tous les points de la surface 
S = 0, et de la forme: 














ie 
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(11) ® (wu, v) si one. oe se get Sparse T (x, Y; 2) ee od 
ai Cyox Oyoe F'(a,y, 2). F(a, y, 2)... F (a, y, 2) 
; ov du du dv 
T é&ant un polyndme entier en 2, y, 2 d@ordre n+ q—4-+ vq, et 
F’=0, F°=0,...F™=0 étant des surfaces particuliéres du 
faisceau F,+ OF, = 0. Or le premier membre de la relation 
précédente devient infini, sur la surface S = 0, le long de certaines 
courbes bien déterminées; le second membre devient infini le long des 
courbes intersection de S=0O avec F’ =0, F” =0,...: on peut 
toujours choisir le faisceau F’; + OF, —0 de maniére qu’aucune de 
ces derniéres courbes ne coincide avec une des premiéres, et par suite 
il est nécessaire que la surface Z’—( passe par les intersections de 
S = Oavec F’ = 0, F” =0,.... Ces derniéres surfaces si le faisceau 
a été convenablement choisi, n’ont aucune ligne multiple et ne passent 
par aucune ligne multiple de S, on a donc, en vertu d’un théoréme 
bien connu, lidentité: 


T(u,y, 2) = P(a,y, 2) fF’. F’...F%+ Bia, y, 2).8 


B(x, y, 2) étant un polynéme entier, et P(x, y, 2) un autre polyndme 
dordre n+ q— 4. Portant cette valeur de 7(x, y, 2) dans (11), il 
vient, en tout point de la surface S=0: 


(12) 2.9 a 
wi Oy ox dy ox 
ov ou ou Ov 


is P(x, Y, #). 


8. Nous allons déduire de li que la surface P(x, y, 2) = 0 est 
adjointe 4 S; étudions 4 cet effet l’intégrale double 


. > d d 
(1) JJ P(x, y, #) 5°"; 


elle peut s’écrire, en vertu de (12): 


ke dudv, 
x4" (w, 0) 
la nouvelle intégrale étant prise cette fois dans le plan des wu, v. 

Il est évident que cette intégrale double ne peut devenir infinie 
qu’aux points qui annulent 2,(u,v); or ces points correspondent aux 
points & linfini sur la surface S 0, l’intégrale (I) reste donc finie 
en tous les points & distance finie de la surface, ce qui exprime que 
la surface P = 0 est adjointe a S. 

Ce raisonnement comporte cependant un cas d’exception: les points 
du plan des w, v situés sur la courbe x,(u, v) = 0 correspondent & des 


x 


points & V’infini sur S, a l'exception des points communs aux courbes 
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x;(u,v) =O, c. ad. des points (a,), (a,),... od ces courbes ont des 
singularités communes 6,, 6,,...; & un de ces points correspond, sur 
S, soit une courbe, singuliére ou non, soit un point. Il s’agit de 
montrer que l’intégrale double 


o(4-*) dude 
x! 


reste finie aux points (a,), (a,.),.... A cet effet, désignons par 
{(u, v) = 90 Yéquation d'une courbe d’ordre hq ayant au point (a,) 
une singularité d’ordre égal ou inférieur & (q¢6,), de telle sorte que la 


courbe (u,v) = 0 ait, en ce point, le caractére d’une courbe adjointe 
& toutes les courbes du "faisooan 


f (u,v) + wxe(u,v)=0. 

Il est clair qu’on pourra toujours trouver une courbe f(w, v) telle 
que cette condition soit remplie, puisque ®(w, v) = 0 posséde en (a,) 
la singularité (q¢6,). Remplacgons maintenant, dans l’intégrale double, 
la variable v par la variable w, définie par |’équation 


f(u, v) + uri (u, v) — 0, 
ou 


F(u,v) =0, 
Vintégrale double devient 


Akos v) d 
udu; 
() 


< 


O(u, v) du 
(=) 


prise le long de la courbe tie. v) = reste finie au point (a,), 
puisque D(u, v) = 0 est, en ce point, adjointe 4 la courbe F'(u, v) = 0, 
quelle que soit la valeur de w. Cette intégrale, prise entre u, — « et 
Uy + ¢, ot « désigne une quantité trés petite, et uw, la valeur de u 
qui correspond au point a,, est done une fonction de w ne devenant 
infinie pour aucune valeur de w; par suite son intégrale par rapport 
& gw, entre des limites finies, est elle-méme finie, ce qui démontre que 
Yintégrale double reste finie. 

Nous devons supposer que w ne devient pas infini, sinon une des 
courbes limitant le champ de Il intégrale double serait la courbe 
%,(u,v) =O, c. ad. que le champ correspondant sur S serait infini, 
hypothése que nous devons écarter, 

Done enfin l’intégrale (I) reste finie en tous les points de S a 
distance finie, ce qui prouve que la surface P(x, y, 2) est adjointe 


— : 
or lintégrale simple 
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a S, et léquation (12) montre que la courbe O(u, v) — 0 est l'image 
de l'intersection de S avee une surface adjointe d’ordre n + q — 4. 
Ainsi: 

9. Théoréme II. Soit wne surface d’ordre n, représentable point 
par point sur le plan, de telle sorte que ses sections planes aient pour 
images des courbes d’ordre h, ayant en des points (a,), (a.)..., des 
singularités 6,, 6,,...: toute courbe d’ordre hq —3 ayant en (a,), (a.),.-- 
les singularités (q6,), (q6,)’, ... est Vimage de Vintersection de la surface 
avec une surface adjointe dordre n + q — 4*). 

10. Le nombre des surfaces adjointes, d’ordre » + gq — 4, 
linéairement distinctes, se déduit aisément des théorémes I et II. D’aprés 
ces propositions, il est égal au nombre des fonctions M(wu, v) linéaire- 
ment distinctes, ¢. & d. des courbes d’ordre hg — 3 douées aux points 
(a,), (aa), -. + des singularités (qo6,)', (¢o6,),.... Toutefois, si q 
atteint ou dépasse 4, on obtiendra, d’autres surfaces adjointes par 
Péquation 

SQ=—0 
ou q est un polyndme quelconque d’ordre g — 4 renfermant 


5 (@—3) (g—2) @—1) 


coefficients arbitraires, et ce nombre devra étre ajouté a celui des 
fonctions ®(w, v) distinctes. 

Les courbes (uw, v) = 0, d’ordre hq — 3, ayant en (a,), (a,),-. . 
les singularités (q6,), (qo,),... sont, par définition, adjointes aux 
courbes d’ordre hq, qui ont aux mémes points les singularités 
(q6,), (¢6,),...: parmi ces courbes d’ordre hq figurent les images 
des intersections de S avec les surfaces générales d’ordre g. En d'autres 
termes, le nombre des courbes ®(w, v) = 0, linéairement distinctes 
est égal au genre de la section de la surface S par une surface d’ordre gq. 

Or si on désigne par p le genre des sections planes d’une surface 
dordre m, le genre des sections par les surfaces d’ordre gq est égal a 


~4(q—1)n + q(p—1) +1. 
Done: 


Soit une surface d’ordre n, représentable point par point sur le 
plan, et dont les sections planes sont de genre p: le nombre de ses 


*) Les théorémes I et II ont été énoncés, sous une forme moins générale, 
par Caporali (Collectanea Mathem. in memoriam Chelini, p. 167); mais la démon- 
stration, qui-ne repose que sur une simple énumération de constantes, semble 
peu rigoureuse. De plus, l’auteur ne considére que des surfaces adjointes suivant 
les lignes multiples (qu’il suppose seulement doubles), de sorte que ses résultats 
sont en défaut dés qu'il existe, par exemple, des points singuliers isolés d’ordre 
supérieur & deux. 


Mathematische Annalen. XLV, 29 
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surfaces adjointes d’ordre n + q — 4, linéairement distinctes, est 
égal a 


54(q—1)" + a(p—1) +1 +2 (q—1) (@—2) (q—3). 


11. Les résultats et les démonstrations qui précédent conduisent 
& des remarques importantes, relatives 4 la théorie des points multiples 
sur les surfaces unicursales. 

Dans les raisonnements du n° 4, quand nous avons cherché l'image 
de lintersection avec S d’une surface adjointe, P(x, y, 2) = 0, d’ordre 
n-+-q—4, nous n’avons nullement supposé que cette surface fat 
adjointe &4 S en ses points singuliers: nous avons seulement admis 
qu'elle était adjointe le long des lignes multiples, c. 4d. qu'elle avait 
pour ligne multiple d’ordre / — 1 toute ligne multiple ordinaire d’ordre 
1 de S, mais sans faire aucune hypothése sur la maniére dont elle se 
comporte aux points singuliers, isolés ou remarquables. C’est seulement 
au n° 5 que nous avons admis que |’intégrale 


ffrerase 


restait finie en tous les points 4 distance finie de S, c. 4d. que la 
surface P = 0 est adjointe, non seulement le long des lignes multiples, 
mais en tous les points singuliers. Affranchissons nous maintenant 
de cette derniére restriction, nous arrivons, par les raisonnements des 
n® 4 et 5, & la relation, déduite de (6) et de (7): 

Oy da _ dy dx 

dv du = oudv T (u, v) 

P(z, y, 2) ——=7 —_ 4,1 (4, 0) = aie 
(7 9 4) 8, 1(u, 0) F’ (u, v) F’ (u,v)... F™ (u, v) 





ot T(u,v) désigne un polyndme'd’ordre hg — 3 + qv et 
F’ (u,v), F’(u,v),... FF (u, v) 


des polynémes d’ordre hq, faisant partie du faisceau F’, + OF,. 
D’aprés cette relation, on a: 


ge af [299 2%. 
ffrewe 8, =ff PF" (u, 0). F'"(u, 0)... 2 (w, v) 


comme nous l’avons d’ailleurs déja trouvé au n° 5. 

L'intégrale double du premier membre reste finie, sur la surface S, 
en tous les points @ distance finie, sauf en certains points singuliers: 
cela résulte de l’hypothése faite sur la surface P(x, y, 2) = 0. L’inté- 
rale double du second membre ne peut donc devenir infinie, dans le 
plan des u, v, que le long de la ligne z,(w, v) = 0 et aux points de 
ce plan qui correspondent aux points singuliers ci-dessus. 
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Or, au point de vue analytique, les points multiples de S, sont 
de deux espéces: aux points de premiére espéce correspondent des systémes 
de valeurs des paramétres u,v en nombre infini, aux points de seconde 
espéce correspondent un ou plusieurs systémes de valeurs de u,v, mais 
en nombre fini. 

Pour que le premier cas se présente, — le point singulier étant 
le point 2, = 2, = x, = 0, ce qu’on peut toujours admettre — il faut 
que les trois équations 

a,(u,v)=0; a,(u,v)=0; a (u,v) =O 
aient une infinité de solutions communes en u et v, et par suite que 
les polynémes x,, 2, %, soient divisibles par un méme polynéme, g(u, v). 
Inversement, si cette condition est réalisée (le polynéme 2,(u, v) n’étant 
pas, bien entendu, divisible par g(u, »)), on vérifie sans difficulté que 
le point 2, = 2, = x, = 0 est g’»“ralement un point multiple*) et a 
ce point correspondent les couples d’arguments annulant g(u, v). 


Supposons d’abord que la surface S n’ait pas de points multiples 
de cette espéce: l’intégrale double 


Tu, v) du dv 
f F’ (u,v) F'’ (u,v)... a4! (u, v) 


ne devient infinie, d’aprés ce qui précéde, que le long de la ligne 
x,(u, v) =O, et en des points particuliers du plan des u, v en nombre 
limité. Comme d’ailleurs aucune des courbes 


F’ (u,v) = 0, F’ (u,v) =—0,... 


ne contient z,(u,¥v) en facteur, (n°? 5), on en conclut que le quotient 





—. 

F’ (u,v) F’ (uw, v) ..° 
ne devenant infini qu’en un nombre limité de points du plan des u, v 
(a distance finie), se réduit par suite 4 un polyndme entier en w, v, 
®(u,v), dordre hg — 3. On peut dés lors appliquer sans modification 

les raisonnements et conclusions du n° 5. 

On arrive au méme résultat si, la surface S possédant des points 
singuliers de la premiére espéce, la surface P(z, y, 2) =O a le 
caractére d'une surface adjointe en ces points**), et on établit ainsi 


*) Le point peut étre un point double et méme un point simple, mais ces 
exceptions n’infirment en rien la suite de nos raisonnements. Nous reviendrons 
@ailleurs, d’une maniére plus explicite, sur les points de cette nature, au n° 14, 

*#) Nous ne tenons compte ici que des points singuliers (de premiére espéce) 
par lesquels doivent passer les surfaces adjointes; on n’a donc pas a s’occuper 
des points doubles ordinaires, et a fortiori des points simples, méme s’ils ont le 
caractére analytique des points de premiére espéce. 


29* 
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que: »toute surface d’ordre n + gq — 4, adjointe 4 S le long des lignes 
multiples et aux points singuliers de premiére espéce, coupe S suivant 
une courbe dont l'image plane est une courbe d’ordre hq — 3, ayant 
en (@,), (a@,),... les singularités (qo,)', (qo,),....« Le théoréme II 
montre qu’inversement cette courbe plane est l'image d’une courbe de 
Vespace située 4 l'intersection de S et d'une surface d’ordre n + q — 4, 
adjointe le long des lignes multiples et un tous les points singuliers. 
Il en résulte que toute surface adjointe 4 S le long des lignes multiples 
et aux points singuliers de premiére espéce est aussi adjointe aux 
points singuliers de seconde espéce. 

On déduit aisément de la deux conséquences intéressantes. 

1° Les points multiples de seconde espéce, c. d d. ceux auxquels 
correspond un nombre limité de systémes des parametres u, v, sont situés 
sur les lignes multiples de S, et toute surface adjointe le long de ces 
lignes est par la-méme adjointe en chacun de ces points. 

2° Les points multiples isolés sont toujowrs de premiére espéce,*) 
c. & d. ont pour image sur le plan tous les points d’une courbe. Il en 
est de méme de tout point singulier situé sur des lignes multiples, lorsque 
toute surface adjointe suivant ces lignes n'est pas, par la-méme, adjointe 
en ce point. 

Les réciproques de ces deux propositions ne sont pas vraies, c, a d. 
qu’un point multiple situé sur des lignes singuliéres, et tel que toute 
surface adjointe le long de ces lignes soit aussi adjointe en ce point, 
n’est pas nécessairement de seconde espéce, et peut avoir pour image 
une courbe. [I] serait aisé d’en donner des exemples. 

12. Pour abréger le langage, appelons points singuliers remar- 
quables tous les points multiples par lesquels doivent passer les surfaces 
adjointes et tels, de plus, que les surfaces adjointes le long des lignes 
multiples ne soient pas nécessairement adjointes en ces points. 

D’aprés le n° 10, les surfaces 2, d’ordre n+ g— 4. adjointes 
& S, decoupent sur S un systéme linéaire de courbes @ — 1 fois infini, 
@ désignant le genre de.la courbe C,, intersection de S avec une 
surface générale d’ordre g. De plus, il résulte de ce qui a été dit au 
n°? 4 que les surfaces X sont adjointes 4 la courbe C,, c. &d. coupent 
chacune cette courbe en 2(@—1) points, dont l'ensemble constitue 
un groupe de la série spéciale bien connue:**) cette série, comme on 
sait, est @ — 1 fois infinie. 


*) Il s'agit toujours ici des points singuliers par lesquels devient passer les 
surfaces adjointes, c. 4d, en particulier, de tous les points multiples dont l’ordre 
dépasse deux. La théoréme serait en défaut pour les points doubles ordinaires, 
comme on le voit aisément par des exemples. 

**) Sur une courbe gauche, de genre @, intersection compléte de deux sur- 
faces S=0, F' = 0, d’ordres n et qg, les groupes de la série spéciale, @ —1 fois 
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Les surfaces 2, en nombre @ — 1 fois infini, découpent-elles 
sur C, une série de groupes @ — 1 fois infinie? pour qu'il en fat 
autrement, il faudrait qu’une (au moins) des-surfaces 2, ne comprenant 
pas la surface S, passat par C,; on aurait alors identiquement 


S=—AF+ BS, 


== 0 étant l’équation de cette surface 2, F’'—0 celle de la surface 
d’ordre q passant par C,, A et B des polyndmes en a, y, 2 d’ordres 
n—4 et g—4. Cette identité montre que la surface 2 — BS — 0, 
qui est également une surface adjointe 4 S, d’ordre n + q— 4, se 
décompose en une surface F — 0, d’ordre g, qu’on a pu choisir quel- 
conque, et en une surface A =O, d’ordre »— 4. La surface A=0 
serait donc une surface adjointe 4 S, ce qui est absurde, une surface 
d’ordre » représentable point par point sur le plan n’ayant -pas 
d’adjointe d’ordre nm — 4.*) Il en résulte que les surfaces 2 découpent 
bien sur C, une série @ — 1 fois infinie, et par suite, puisque la série 
spéciale est @ — 1 fois infinie, les surfaces Y découpent sur C, l'ensemble 
des groupes de cette série. 

Céla posé, désignons par =” |’ensemble des surfaces d’ordre n+ q—4 
adjointes & S le long des lignes multiples seulement. Si la surface S 
admet des points singuliers remarquables, il est clair que le nombre 
de ces surfaces linéairement distinctes sera supérieur au nombre analogue 
des surfaces X, ou encore que les surfaces &” découperont sur S une 
série de courbes @ + @ — 1 fois infinie, @ étant positif.**) Or, d’aprés 
le n° 4, les surfaces X= déterminent aussi sur C, des groupes de la 
série spéciale; cette série étant @ — 1 fois infinie seulement, il faut 
que, parmi les surfaces =’, une au moins passe par Cj. 


' 
' 
) 
| 
: 
i 
/ 


infinie, sont decoupés par les surfaces d’ordre n-++ q—4, P(x, y, 2)=0, adjointes 
& la courbe, c. ad. telles que l'intégrale 


- dz 
P {x, y, 2) Yee “ory? 
J S/F; — 8, F, 
reste finie tout le long de la courbe. 
*) Cette propriété, bien connue, résulte de ce qu'il n’existe, sur S, aucune 


intégrale double de la forme 
[pre Y, 2) S 


restant finie en tous les points de la surface, P étant un polynéme entier, Si 
P=0 était une surface adjointe d’ordre n — 4, l'intégrale précédente resterait 
partout finie. ° 

**) Si, pour une valeur de q, les surfaces =” sont toutes adjointes aux points 
singuliers remarquables, il est certain que ce fait ne se reproduit pas dés que q 
est assez grand, 


SS 
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On aura donc identiquement, comme plus haut: 

2’ =GF+ H8 
=" =0 étant l’équation de la surface considérée, et G, H des poly- 
nomes, en 2, y, 2, dordres n — 4 et g— 4. La surface 

=’ — HS=0 
est, comme 2’, adjointe 4 S le long des lignes multiples; en vertu de 
Yidentité précédente, elle se décompose en deux surfaces, dont Pune 
F = 0 est queleonque et dont l’autre, d’ordre n—4, G=0, sera 
par suite adjointe 4 S le long des lignes multiples, 

De cette discussion résulte la proposition suivante: 

Toute surface d’ordre n, représentable point par point sur le plan 
et ayant un ou plusieurs points singuliers remarquables, admet au moins 
une surface d’ordren — 4, adjointe tout le long de ses lignes multiples. 
La réciproque de ce théoréme est évidente. 

Il résulte de 1l& que les sections planes d’une surface unicursale, 
douée de points singuliers remarquables, sont des courbes d’ordre n 
qui admettent une courbe adjointe d’ordre n — 4: ce sont donc des 
courbes spéciales, selon la terminologie connue, et on a par suite 
Vinégalité 

n<2(p—1) ou p>>+1 


p étant le genre de ces sections planes,*) 

13. Dans les raisonnements du n° précédent, on aurait pu supposer 
que =” désignait l’ensemble des surfaces d’ordre n + g — 4 adjointes 
& S le long des lignes multiples et en un ou plusieurs points singuliers 
remarquables, O,, 0,,...0,. On en aurait conclu comme plus haut 
qu'une surface 2’ — HS = 0 se décomposait en une surface quelcon- 
que, /’ —0Q, d’ordre q, et en une surface d’ordre n — 4: cette derniére 
est adjointe & S, non seulement le long des lignes multiples, mais 
encore aux points O,, O,, ... 0,, puisque la surface 2° — HS = 0 
jouit évidemment de cette propriété. 

Il en résulte que S admet au moins une surface d’ordre n — 4 
adjointe le long des lignes multiples et en r points singuliers remar- 
quables, arbitrairement choisis. De plus les surfaces d’ordre n — 4 
adjointes le long des lignes multiples et aux points O,, O,,... 0, ne 


*) Il résulte de 14 que les surfaces réglées unicursales n’ont pas de point 
singulier remarquable; il en est de méme des surfaces représentables point par 
point sur le plan et dont les sections sont de genre un ou de genre deux. Pour 
p=3, ona n<4, c. ad, nécessairement m= 4; les surfaces correspondantes 
sont les surfaces du quatriéme ordre sans lignes multiples ayant un point triple ou 
un point double 4 plans tangents confondus de l’éspéce signalée par M. Nother: 
ces points sont des points singuliers remarquables. 
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sont pas toutes adjointes en un (r+ 1)™* point remarquable, 0,+:: 
sinon la surface d’ordre n — 4, adjointe le long des lignes multiples 
et aux points remarquables, autres que O,,; — et il en existe une au 
moins, d’aprés ce qui précéde — serait aussi adjointe au point O41, 
c. & d. serait adjointe 4 S, dans le sens général du mot, ce qui est 
impossible. Done: 

Etant donnée wne surface S, a’ordre n, représentable point par 
point sur le plan et possédant t points singuliers remarquables, il existe 
au moins une surface d’ordre n — 4 jouissant des propriétés suivantes: 
1° elle est adjointe a S le long des lignes multiples et en r des points 
singuliers remarquables, arbitrairement choisis, (r <t); 2° elle n’est 
adjointe en aucun des (t—r) autres points singuliers remarquables. 

Comme conséquence immédiate, on voit que: 

La surface S admet au moins t surfaces d’ordre n — 4, linéaire- 
ment distinctes, adjointes le long de ses lignes multiples. 

14. Il nous reste, pour terminer ces remarques sur les points 
singuliers, & résoudre la question suivante: 

» Une surface représentable point par point sur un plan dant 
donnée par sa représentation méme, comment reconnaitre si elle a des 
points singuliers remarquables. « 

D’aprés le n° 11, tout point singulier remarquable est de premiére 
espéce, ¢. & d. a pour image sur le plan une courbe; il s’agit donc, 
lorsqu’é une courbe du plan ne correspond qu’un point de la surface S, 
de reconnaitre si ce point est ou non remarquable, c. id. si les surfaces 
adjointes & S le long des lignes multiples ne sont pas ou sont, par 
la méme, adjointes en ce point. 

Supposons, comme au n° 11, que le point soit le point 

1=—1%1=—27,=—0, 
le surface S sera représentée, sur le plan des u,v, par des équations 
de la forme: 
%, = 9(u, v) 9, (u, v), 
Ly = G(u, Vv) (u,v), 
i, = g(u, v) (u,v), 
4= 0,(u, v) 


(13) 


g(u, v) étant un polyndme, qui peut d’ailleurs étre décomposable, de 
degré k; les 6(w, v) sont des polyndmes d’ordre h — k n’ayant aucun 
facteur commun; 90,(u, v) est un polyndme d’ordre h. 

Le point 2, = 2, = 7, = 0, que nous appellerons 0, correspond 
& la courbe g(u, v) = 0. , 

D’aprés les résultats du n°’ 13, si O est un point singulier remar- 
quable, on pourra trouver au moins une surface d’ordre n — 4, 
Q(x,y, 2) =0, adjointe a S le long des lignes multiples et en tous 
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les points singuliers remarquables autres que O; et réciproquement, 
si une telle surface d’ordre m — 4 existe, O'sera un point remarquable. 

Or on peut toujours trouver un nombre q assez grand pour que 
la surface d’ordre » + q — 4 formée par le surface Q = 0 et par q 
plans quelconques passant par O, soit adjointe 4 S le long des lignes 
multiples et en tous les points singuliers, O compris: il est facile de 
voir que » — 1 est, dans tous les cas, une limite supérieure de q, 
m désignant toujours Yordre de la surface S. 

En d'autres termes, si l’on se reporte aux théorémes | et II, on 
voit que la condition nécessaire et suffissante pour que O soit un point 
singulier remarquable est la suivante: 

»Il faut que, parmi les courbes d’ordre h(n—1) — 3, du plan des 
u,v, douées aux points (a,), (a,), ... des singularités [(m —1)o,]|’, 
[(n — 1)o,],... il en existe une au moins comprenant » — 1 courbes 
arbitraires du réseau 


4,9, (u,v) + 4,%(u, v) + 4,9 (w, v) = 0.« 

On en conclut également sans difficulté cette proposition : 

»Soit « le nombre minimum des plans arbitraires passant par O, 
de telle sorte que la surface formée par ces « plans et par une surface 
quelconque adjointe a S le long des lignes multiples soit aussi adjointe 
au point O: l'image de la courbe commune & S et & une surface d’ordre 
n — 4 adjointe a S le long des lignes multiples et en tous les points 
singuliers, O excepté, est une courbe d’ordre ak — 3, telle qu’en lui 
adjoignant « courbes quelconques du réseau 4,6, + 4,6, + 4,6, = 0, 
la courbe (d’ordre «h—3) ainsi composée, ait aux points (a@,), (a,),... 
les singularités (@6,), (a@6,),....« 

15. Plus généralement, la méme méthode permet d’énoncer le 
théoréme suivant: 

Désignons par QO; un point’ singulier remarquable, correspondant 
& la courbe, d’ordre k;, g;(w,v) = 90: soient s,, s,,... les singu- 
larités que présente cette courbe aux points (a,), (a@.),... communs 4 
toutes les courbes images des sections planes de S; ces courbes 
(d’ordre h) ont en (a,), (@,), ... des singularités que nous appelons, 
comme d’habitude 6,, 6,,.... Enfin désignons par a; le nombre 
minimum des plans arbitraires passant par O; et tels que la surface 
formée par ces plans et par une surface quelconque, adjointe a S le 
long des lignes multiples, soit adjointe 4 S au point O,. 

L’image de la courbe commune a S et & une surface quelconque 
d’ordre n+ q — 4 adjointe a S le long des lignes multiples et en r 
des t points singuliers remarquables, O,, O.,...O,, est une courbe C d’ordre 

hg —3-+ (Grpikngs + trgakrgs +--+ + aki), 
ayant aux points (a,), (a),..-. les singularités 
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((Q6,) + Oras?) 4. + a 8,]; 
[(G65)' +E ofpp1 8°) +--+ oy 8,9]; 


? 
et réciproquement. 


Il faut toutefois que cette courbe C ne comprenne aucune des 
courbes images des points singuliers remarquables, 

Nous laisserons au lecteur le soin de faire des applications de ces 
principes trés-généraux; il est aisé d’en trouver d’intéressantes. 


Paris, 28. Juillet 1894. 











Ueber die Umkehrung der Systeme von Functionen reeller 
Variabeln. 


Von 


Avotr Kyeser in Dorpat. 


Lipschitz hat zuerst die Frage untersucht, wann ein System 
von beliebig vielen Functionen reeller Variabeln eindeutig umgekehrt 
werden kann*); der Beweis des von ihm aufgestellten Satzes griindet 
sich wesentlich auf die Umwandlung doppelter Integrale in Contour- 
integrale, iiberhaupt mehrfacher Integrale in andere, die iiber ein 
Gebiet von weniger Dimensionen zu erstrecken sind. Bei der elemen- 
taren Natur der Frage erscheint es wiinschenswerth, dieselbe mit 
geringeren Beweismitteln zu erledigen. Dazu fiihrt ein bekannter 
Eliminationsprocess, auf welchen Jacobi seine Theorie der Functional- 
determinanten gegriindet hat; untersucht man die Ausfiihrbarkeit der 
dabei vorkommenden Operationen fiir reelle Functionen reeller Argu- 
mente, so ergiebt sich ein System von Bedingungen dafiir, dass in 
der Umgebung eines Werthsystems der unabhingigen Variabeln iiber- 
haupt irgend ein Gebiet abgegrenzt werden kann, innerhalb dessen 
ein gegebenes Functionensystem eindeutig umgekehrt werden kann. 
Diese Bedingungen sind einfacher als die Voraussetzungen des von 
Lipschitz aufgestellten Satzes; letzterer wird aus unsern Be- 
trachtungen als Corollar abgeleitet, die ihm zu Grunde liegende An- 
schauungsweise geometrisch erértert, und eine bei der urspriinglichen 
Deduction von Lipschitz auftretende Schwierigkeit erledigt. 


$1, 
Vorbemerkungen iiber implicite Functionen. 
Auf die Gefahr hin, zum Theil bekanntes zu wiederholen, beginnen 


wir mit naheliegenden Betrachtungen tiber implicite Functionen in 
der fiir uns nothwendigen Allgemeinheit. 


*) Lipschitz, Beitrige zu der Theorie der Umkehrung eines Functionen- 
systems, Nachrichten.von der Ges. d. Wiss. zu Géttingen, Jahrgang 1870, S. 439. 
Lipschitz, Lehrbuch der Analysis (1880) Bd. ll, § 102. 
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Wir sagen, eine Function von beliebig vielen reellen Argumenten 
Y(%,, Ly,..-%m) besitzt ein Differential nach den Variabeln 2, , 7,,...%m 
fiir ein bestimmtes Werthsystem derselben, wenn fiir beliebige Gréssen 
Axz,, Ax,,...A4%m, deren absolute Betrige gewisse feste Grenzen 
nicht iibersteigen, eine Gleichung besteht: 


p(x, + Az,, x, + Ax, ... %m + Atm) 
= (q; + I)AX, + :(H. + O)AL, + +++ + (Pm + Om) Am, 


in welcher die Gréssen 9,, p,,--- Mm von Az,, Az,... unabhingig 
sind, und die Gréssen 0,, 0,,... 0, gegen die Grenze Null con- 
vergiren, wenn die absoluten Betriige aller Incremente Az in beliebiger 
Weise unbegrenzt abnehmen. Sind diese Voraussetzungen erfiillt, so 
ist die Function » stetig und besitzt nach jeder der Variabeln x, einen 
partiellen Differentialquotienten 


a 


oP 
y 


> 


ja, — Pri 


nach einer wichtigen Bemerkung von Thomae*) folgt aber keines- 
wegs die Existenz eines Differentials im definirten Sinne aus der 
Existenz der partiellen Differentialquotienten erster Ordnung. Man 
sieht ferner leicht, dass, wenn fiir 7,, %,,... 2%» differenzirbare Func- 
tionen einer Variabeln ¢ gesetzt werden, auf den Ausdruck die ge- 
wohnliche Regel fiir die Differentiation zusammengesetzter Functionen 
angewandt werden kann: 

d dp dx, , dp du dp 4%, 

‘at _ ea “dt ome a cilia ox, dt 

Die Function f(7,, 7,,...%n, y) besitze nun ein Differential nach 

ihren »-+ 1 Argumenten fiir alle reellen Werthsysteme derselben, 
welche durch die Ungleichungen 


(1) |j% —E|< yw, ly—al<y 


definirt sind, indem man unter &,,  beliebig reelle, unter y,, y positive 
Constanten versteht, es sei ferner 


f(s; bo, -- + &a,) = 9, 


und fiir die durch die Ungleichungen (1) definirten Werthe von 
Bayo Bar ff 
¢ of 
(2) dy > 0. 
Es seien ferner die Gréssen y, und y, so fixirt, dass 
AKI n-—t VS 8<Fi 


*) Thomae, Complexe Functionen, §, 17. 
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dann hat man auch 


f(&, g., sis ine En, Y;) < fg, Eo, 7? En, n) < f(&, b., i En» Yo); 


oder 


(Er, bor - ++ Sar %) <9, P(E, Sar - + Bay Yo) > O. 
Da nun die Function f fiir alle den Relationen (1) geniigenden Werth- 
systeme stetig ist, so kann man derartige Gréssen ¢,, €, ...&, wahlen 
dass man hat 
0<& lM, 9 < &S,---0< earn, 


und dass fiir beliebige positive oder negative echte Briiche © die Un- 
gleichungen bestehen 


f (& + 9,8, & + OnG,-.. Eu + Onen, Y) <9, 
f(E, + O,2,, & + 9.4, . ~+§n + One, Y2) > 0. 


Dann gehért jedes Werthsystem (&, +0, ¢, , §.-+0,&,.-.,8a+Oné, y), 
in welchem die Grésse y zwischen y, und y, liegt, zu den durch die 
Relationen (1) definirten, fiir welche die Function f stetig, und die 
Ungleichung (2) erfiillt ist; daher giebt es, wenn die Briiche © fixirt 
sind, einen und nur einen Werth y, fiir welchen die Gleichung 


f (5: + 9; 8, 2 + On&5~-- ba + Onén, y) =O 


besteht. Fiir die Giiltigkeit dieses Schlusses ist nicht erforderlich, dass 
of 


die Grosse ay eine stetige Function sei; denn eine Function einer 


Variabeln wiichst in einem Intervall sicher, sobald sie in jedem Punkte 
desselben einen positiven eindeutig bestimmten Differentialquotienten 
besitzt, gleichviel wie dieser sonst beschaffen sein mége. Hiermit ist 
gezeigt, dass fiir jedes Werthsystem (#7,, 7,,...2%,), fiir welches 


(3) |%,—8)< 4, | %,—£,| < &&,--+ |ta— bal < en. 
ein und nur ein Werth y existirt, welcher der Gleichung 
(4) f (%, %q,-+++ Xn, y) =O 

und der Ungleichung 

(5) O<ly—al<e 

geniigt. 


Das durch die Ungleichungen (3) fiir die Variabeln x,, 2, ... Xn 
definirte Gebiet heisse @; in ihm ist die Function y entsprechend den 
Relationen (4) und (5) eindeutig definirt. Diese Function ist nun auch 
im Gebiet @ stetig. Um dies zu zeigen, setze man 


(6) 0<f<8; 


da nun die Grésse ¢ zwischen 0 und y willkiirlich genommen werden 
konnte, darf man fiir € dieselbe Betrachtung wie fiir ¢ durchfiihren; 
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man kann positive Werthe ¢,.£,...&, derartig bestimmen, dass fiir 
alle den Ungleichungen 

(7) |%, —&:|< &, |%, —&| << &,.-- |tn— Eal < bs 
geniigenden Werthsysteme (7,, x,,...%,) welche das Gebiet G, bilden 
moégen, die der Gleichung (4) geniigende Grésse y zwischen den 
Grenzen 9 + € und y — € eindeutig bestimmt ist. 

Dies Resultat bleibt bestehen, wenn man jede der Grdéssen 
f,,&,>---+& durch eine absolut kleinere ersetzt, da dann das Gebiet 
, durch ein in ihm enthaltenes ersetzt wird; man darf also z. B. von 
vorneherein annehmen, dass 


bi < 8, bo < &, - ++ be < Sey 

sei, mithin das Gebiet , einen Theil von @& bilde. Alsdann ist die 
Function y durch die Gleichung (4) im Gebiet G, eindeutig zwischen 
y+ und y—§, andrerseits in G, also auch in G, eindeutig zwischen 
y-+e und y—<e definirt; die fiir G, construirte Function y muss also 
mit der vorher erhaltenen identisch sein. Da nun € so klein wie man 
will genommen werden darf, so ist die Stetigkeit der fiir das Gebiet 
& definirten Function y zunichst im Werthsystem (§,, &, ...&, 7) 
bewiesen. 

Diese Function nehme den Werth 9 an fiir das dem Gebiet G 
angehdrende Werthsystem Z,, Z,,...Z,, sodass man hat 

f (a %, ++. Ba, y) = 0. 

Dann kann man eine positive Grésse ¢ so wihlen, dass 
(8) n—@<¥—E<¥ti<ate. 
also alle der Ungleichung 


ly—yl<é 
angehérenden Werthe y auch der Ungleichung (5) geniigen. Da nun 
das Werthsystem (%,, %, ... Zn, Y) auch den Ungleichungen (1) 


geniigt, so besitzt in seiner Umgebung die Function f ein Differential 


nach allen Argumenten, und die Grésse x ist positiv; man kann also 


fiir das Werthsystem (%,, Z%,,...%n, y) dieselben Betrachtungen wie 
fiir (&,, &,..-.&, 9) durchfiihren und derartige positive Gréssen 
€,&,,.--é&, bestimmen, dass fiir alle Werthsysteme (7,, 2, ...%n), 
bei welchen 
(8a) |e — E| << &, |x, — Z| << é,... |an — Ta| < %, 
eine Function y entsprechend der Gleichung (4) zwischen den Grenzen 
y+ € und ¥ —é eindeutig bestimmt ist; man kann dabei die Gréssen 
é so klein gewahlt denken, dass 

@, < Oy be < Me, Og < Bas 
dann gehéren die durch die Relationen (8a) definirten Werthsysteme 
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dem Gebiet G an. Da nun die zwischen y + ¢ und y — = liegenden 
Werthe zufolge der Ungleichung (8) auch der Relation (5) geniigen, 
so muss die Function y, die man fiir das Gebiet (8a) findet, mit der 
fiir das ganze Gebiet @ eindeutig definirten identisch sein fiir jedes 
Argumentsystem, fiir welches beide definirt sind, also fiir das Gebiet 
(8a). Da man endlich die Grésse @ beliebig klein annehmen kann, so 
ist die Function y fiir das Werthsystem (Z%,,Z%,,...%,), also fiir das 
ganze Gebiet @ stetig. 

Jetzt sei (%,, 7, .-.2%,) irgend ein festes, (v,+Az,, x, +Aa,.. 
---%n-+Q2,) ein bewegliches Werthsystem des Gebiets G, ferner y 
und y+ Ay die zugehérigen Werthe der eindeutig definirten Func- 
tion y; wenn dann alle Gréssen Az unendlich klein werden, so gilt 
nach dem erhaltenen Resultat dasselbe von Ay. Da nun die Function f 
ein Differential besitzt, so hat man 


f(@, + Aa, 2+ Ax,,...%_ + Aan, y + Ay) 


= f (a,, 2). ++ Say ¥) +> (Ga+ 6.) Aa, + (5f+ Jay, 


also auch 


S) ( af | fh) 
3 (iL+8) ant (Br aar—o 
wobei die Gréssen 0,, 0,,...9,, 0 gegen die Grenze Null convergiren, 
sobald dies von allen »-+ 1 Gréssen Az,, Az,,...A%_, Ay, also 
auch sobald es von den ersten unter ihnen gilt. Beriicksichtigt man 
noch die Ungleichung (2), so folgt 


® of 
. dx, , 
Ay= > ade oy Ax, 
v= ay 


wobei auch die Gréssen 0,’ alle unendlich klein werden, sobald dies 
gilt von sammtlichen Incrementen Az,, Ax, ... Az,. Damit ist 
bewiesen, dass die im Gebiet G definirte Function y nicht nur partielle 
Differentialquotienten erster Ordnung, sondern auch ein Differential 
nach den » Variabeln x besitzt. Fiir die partiellen Differentialquotienten 
ist zugleich die gewdhnliche Bildungsregel abgeleitet. 

Genau dasselbe erhilt man offenbar, wenn in der Ungleichung (2) 
das Zeichen > durch < ersetzt wird. 

Ein einfaches Corollar dieser Betrachtungen ist fiir das folgende 
von besonderer Wichtigkeit. Man fixire beliebig viele der Variabeln 2, 
etwa die letzten » — k, innerhalb der Grenzen, die ihnen bei Definition 
des Gebiets G vorgeschrieben wurden; dann ist y als Function der 
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Gréssen 2,, 2, ...% zwischen 0 und « eindeutig definirt in einem 
Gebiet, fiir welches 


|e — £1 < &, |w%,—&| << &,...|te—&| << a, 
und dieses Gebiet ist unabhingig von einer etwaigen Aenderung der 
Variabeln 241, Zi42,---%n, bei welcher die Ungleichungen 
| tiga — Sega] < ears, |Xiro — bere] < Saye, .-- | tn —En| < & 
erfiillt bleiben. Fasst man die letzteren Variabeln als Parameter auf, 
die in einer Function der ersten k eingehen, so kann man mit ein 
wenig geinderter Bezeichnung folgendes Theorem aufstellen. 
Hingt eine Function f der k+-1 Variabeln 2,, 7,...2%, y, 


ausserdem noch ab von den Parametern ¢,, ¢,,...¢-; besteht 
die Gleichung 


f (Ei, a5+ +5 Sey Ty Toy ++ + Try N) =O, 
und besitzt die Function f(x, %,,...2x, t,,,,...,, y) ein 
Differential nach allen K+7-+ 1 Argumenten fiir alle 
Werthsysteme einer gewissen Umgebung des Systems 
£1, &, «++ Se, TT, To, ~-+ Tr, 4, und ist fiir dieses Gebiet 


auch é f von constantem Zeichen, so kann man eine Um- 


gebung (rt) des Werthsystems (t,, t.,...7,), eine Umgebung 
(€) des Werthsystems (§,, &, ...&%) und ein die Grosse x 
umfassendes Intervall (7) derartig abgrenzen, dass durch 
die Gleichung 
f (%y1 Boy. ey by, by,.-- &, y) me O 
fiir jedes dem Gebiet (rt) angehdrende Werthsystem der 
Parameter ¢ die Grosse y als Function von 2,, 2, ... 2% 
definirt wird, welche im Gebiet (&) iiberall existirt und, 
wenn man sie auf das Intervall (7) beschrinkt, eindeutig 
bestimmt ist. Diese Function besitzt bei der angegebenen 
Beschrinkung der Argumente z und ¢ ein Differential nach 
allen diesen k + r Grossen. 
Achten wir endlich noch auf die Werthe, welche die Function y 
wirklich annimmt. Es sei mindestens ein partieller Differentialquotient 


if in der Umgebung des Werthsystems (&,, &,...&, 1, T2)-++Trs M) 


von Null verschieden und constanten Zeichens, dann ist auch die Grésse 


98 pn Sg OE 
ou, Ox,” Oy 


entweder stets positiv, oder stets negativ. Setzt man nun zuniichst 
t =, tp = %,.--4 = Tt, 


“y= Ei) 00 Hi = Er—15 Ly. = Evti, 2 Lhe = E, 
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und lasst man 2, allein variiren und den Werth & wachsend passiren, 
so passirt die Grésse y den Werth » wachsend oder abnehmend, 
durchlauft also alle Werthe eines gewissen endlichen, den Werth » 
umfassenden Intervalls (y),; um so mehr wird dieses Intervall von der 
Grdésse y ganz durchlaufen, wenn man die eben gemachten Beschrankungen 
der Variabein 2, 7, ... 2-1, 41, +--+. %n Wieder aufhebt. Aendert 
man sodann die Gréssen ¢ hinliinglich wenig, so durchliuft die Func- 
tion y ein von (y), beliebig wenig verschiedenes Intervall, also noch 
das Intervall (7), selbst, wenn man dieses hinlinglich klein angenom- 
men hat. Man kann dasselbe somit als von den Gréssen ¢ unabhingig 
betrachten, wenn man nothigenfalls das Gebiet (r) durch ein kleineres 
ersetzt. 

Man kann demnach dem obigen Theorem folgenden Erginzungs- 
satz beifiigen. 


Wenn mindestens eine partielle Ableitung #t in der 
Umgebung des Werthsystems (&,, §,...&%, 7, T2)+++Try %) 
entweder stets positiv oder stets negativ ist, so kann ein 
den Werth 9 umfassendes Intervall (7), derartig gefunden 
werden, dass die Grésse y alle Werthe desselben auch dann 
noch annimmt, wenn die Variabeln ¢ innerhalb des Gebiets 
(t) beliebig fixirt werden; von ihren Werthen ist das 
Intervall (4), unabhingig. 


§ 2. 
Die Umkehrung eines Systems von zwei Functionen zweier 
Veranderlichen. 

Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem eigentlichen 
Thema zu und betrachten zunichst ein System zweier Functionen von 
zwei Variabeln 

Y, =F) (%1, 22), Yo =fo(%» Xe); 
speciell sei gesetzt 
™ =Fi(Er, &2)s M2 = fo (Er &e) 
und die Functionen mégen Differentiale nach x, und x, besitzen fiir 
alle Werthe dieser Gréssen, bei welchen die Differenzen |%, — &,| und 
x, —§,| gewisse positive Constanten nicht iiberschreiten. Fiir alle 
diese Werthe sei ferner die lunctionaldeterminante 
O(f fe) _ of Of _ of, oh 
0 (4, 24) 0%, OX, OX, OX, 
wie auch die — zufolge der Voraussetzung existirende — Grosse 
constanten Vorzeichens und von Null verschieden, 


ens 


OX 
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Alsdann hat die Function 


F(a,, 2,4) = — fy (2) %) 

nach den drei als unabhingig betrachteten Argumenten 2z,, 2, y, ein 
Differential fiir alle Werthsysteme, bei welchen z,, x, den angegebenen 
Beschrinkungen unterworfen sind, y, aber beliebig sein kann, Da 
nun die Gréssen 

a. ee 

Ot, ‘gual Om,’ ON i 
in der Umgebung des Werthsystems (&,, &, 7,) von constantem Vor- 
zeichen sind und die Gleichung 


Fé, » 2m) = 9. 
besteht, so sind die Bedingungen fiir die Anwendbarkeit des in § 1 
aufgestellten Satzes auf die Gleichung 
(9) F(a, 2, y,;) =0 
erfiillt, in welcher man x, als Function von 2, und y, ansieht. Man 
kann also positive Gréssen ¢,, &, § derartig bestimmen, dass fiir alle 
den Ungleichungen 
(10) ly —E)< a, lW—ml<& 
unterworfenen Werthepaare (z,, y,) ein und nur ein der Gleichung (9) 
und der Ungleichung 


l 


| ay — &| <&, 
geniigender Werth x, existirt; wir bezeichnen ihn durch (a,, y,) und 
kénnen ihn nach § 1 fiir die angegebenen Argumentenreihe als eine 
mit einem Differential versehene Function ansehen. 
Setzt man weiter 


G (21, Yi» Y2) = %2 — fe («,, p(X v1), 
wobei dann 
GEL, M1, %) = 9, 

so ist diese Function definirt fiir alle Werthsysteme (7,, y,, y,), bei 
welchen die ersten beiden Argumente den Ungleichungen (10) geniigen; 
sie hat fiir alle diese Werthsysteme nach den drei Variabeln ein 
Differential, wie man leicht daraus folgert, dass dasselbe fiir die Func- 
tionen f, und gilt. Dann kann nach einer in § 1 gemachten Be- 
merkung die Function G nach den gewohnlichen Regeln der Differential- 
rechnung differenzirt werden: 


a@_ 1 04 _ th ah o9 
Oye 8? ay Ox, OX, OX, 
— 1 aff) 
on O(@4, %2)? 


OX, 
indem man nach Ausfihrung der Differentiation 7, — p(,, y,) einsetat, 
Mathematische Annalen. XLV, 30 











454 A. anion 


Wegen der iiber das Vorzeichen der Functionaldeterminante und der 
Grésse é f ‘ getroffenen Voraussetzung ist also der Werth ce in der 
2 


Umgebung des Werthsystems &,, 9,, 7, von constantem Vorzeichen 
und von Null verschieden. Es ist also das Theorem des § 1 sammt 
dem Schlusssatz anwendbar auf die Gleichung 


(11) G (ty, Yr» Yo) = 9 


in welcher man , als Function von y, und y, ansieht. Man kann 
also positive Gréssen §,’, €,’, « bestimmen derart', dass fiir alle durch 
die Beschrankung 
(12) lWw— m1 <8, |%— ml <& 
definirten Werthsysteme (y,, y.) eim und nur ein der Gleichung (10) 
geniigender Werth 

Ly = (Ys > Yo) 
zwischen den Grenzen &, + @ und & — & existirt. Die Gréssen ¢ 
kann man unbeschadet dieser ihrer Bedeutung durch kleinere ersetzen; 
man darf also von vorneherein annehmen 
(13) fi <&- 
Die Function 7, hat nach § 1 ein Differential und durchlauft alle Werthe 
des Intervalles von § + &” bis & — e’, wenn e” eine hinreichend 
kleine positive Constante ist; es sei etwa noch 

é < &. 

Alsdann bestehen die Ungleichungen (10) unter den Voraussetzungen 
(12) und (13); man kann also in dem Ausdruck @(2,, y,) fiir 2, ein- 
setzen w(y,, ¥.), womit man erhalten mége 


P(X, 4) = % = 9 (vy, Yo), y;) = ¥2 (M1, Yo): 
Dann ist die so bestimmte Function y, fiir die durch die Unglei- 
chungen (12) definirten Argumente eindeutig bestimmt, hat nach ihnen 
ein Differential, und es besteht die Gleichung 
(14) F(x, 5%) =H) — Ai (Pi (Yas Yo)» YoY» Yo) = O- 
Die Gleichung (11) aber giebt 


(15) Y2 — he (¥, (Ys Yo), Ve(M» yo) = 0. 

Da endlich die Function p(z,, y,) fiir die Umgebung des Werthsystems 
x, =£&,, ¥, =, einen von Null verschiedenen Differentialquotienten 
a9 4. ah 
Ou * 02, 
constanten Zeichens besitzt, in welchem rechts z,'—= g(x%,, y,) ein- 
zusetzen ist, so nimmt die Function (&,, y,) alle Werthe eines 
gewissen & einschliessenden Intervalls an, wenn man y, das Intervall 
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von 4, — €, bis », + &,’ durchlaufen lisst. Dabei kann man y, ent- 
sprechend der Gleichung 
(15a) E.— %(%, Yo) = 9 


bestimmen, da die Function y,, wie gezeigt, ein Differential besitzt, 
und die Grésse 


0m 0G 0G _ Oh, Alf fy) 


OY ips OY2 Ox, <i OX,” O(%y,%q)’ 
in welcher nach der Differentiation 


Ly = P(X, Hi), %y = (Ys Yo) 
zu setzen ist, ein constantes Zeichen besitzt.’ Auf die Gleichung (15a) 
ist also der Satz des § 1 anwendbar; man kann y, und gleichzeitig y, 
innerhalb der Intervalle (12) so variiren, dass die Function #, (y,, y.) 
alle Werthe eines endlichen, §, einschliessenden Intervalls annimmt, 
welches etwa definirt sei durch die Ungleichung 


(16) | —b| <8”. 


‘Hiermit ist das Ziel einer Umkehrung der Gleichungen 


Y= fi(Z, Lo), Yo =f (%, Lp) 
vollstiindig erreicht; fiir das unter (12) definirte Gebiet der Gréssen 
y, und y, giebt es eindeutige, mit Differentialen nach diesen Argu- 
menten versehene Functionen ¥,(y,, Y.) und y,(y,, Y2), welche den 
Gleichungen (14) und (15) gentigen; die erste nimmt alle durch (13), 
die zweite alle durch (16) definirten Werthe an. 

Kine leichte Verallgemeinerung dieses Resultats, von der wir 
spiter Gebranch machen werden, ergiebt sich, wenn man annimmt, 
dass die Functionen /, und f, ausser x, und x, auch noch beliebig 
viele Parameter ¢,, ¢,,...¢, enthalten, und dass sie nach allen diesen 
r+ 2 Variabeln zusammengenommen Differentiale besitzen fiir alle 
Werthe der Parameter ¢, bei welchen die Unterschiede 

Jt) — %|, |tp — t|,--- 6 — | 
von irgendwelchen Anfangswerthen t,, t,,”. ..t, gewisse positive 
Constanten nicht iiberschreiten. Alsdann hangt auch die Function 
F'(a,, 2, y,) und nach § 1 auch die durch die Gleichung (9) definirte 
Function o(x,, y,) von den Parametern ¢ in derselben Weise ab wie 
f, und f,, namlich so, dass sie nach simmtlichen in ihnen vorkommen- 
den r +3 und r+ 2 Grossen Differentiale besitzen. Die Grossen 
&,, &» €, kénmnen nach § 1 als von den Parametern ¢ unabhingig 
betrachtet werden, wenn man diese auf hinreichend enge Intervalle 
beschriinkt, Weiter haben dann auch die Function G(x, , y,, Y2) und die 
durch die Gleichung (11) definirte Function y,(y,, y.) nach den in 
ihnen auftretenden Variabeln x, y, ¢ zusammengenommen Differentiale, 
und es kénnen nach § 1 die Gréssen §,’, £,’, e”, e” fiir unabhingig 
30* 
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von den Parametern ¢ gelten, wenn man die Aenderung derselben hin- 
reichend beschrankt. 
Das Ergebniss unsrer Untersuchung kann demnach in folgender 
Weise zusammengefasst werden: 
Die Functionen f, (7,,%2,t,,t,,...,) und fy (%,,Xo,t,,t.,.-. ty) 
mégen in der Umgebung eines speciellen Werthsystems 
(€,, &, T), T,~---Tr) der Variabeln nach diesen Differentiale 
besitzen und es sei in dem genannten Gebiete die Grésse 
of: Of Of: he 
0%, OX, ON, OM 
constanten Vorzeichens und von Null verschieden; dasselbe 
gelte von mindestens einer der in ihr vorkommenden par- 
tiellen Ableitungen at Alsdann giebt es ein einziges be- 
stimmtes System von zwei eindeutigen Functionen 
Vy (Yr> Yor by boy---G) und H,(Y, Yo, ty, h,--- tb), 
welche fiir x, und x, gesetzt die Gleichungen 
(A) Yy =F, ps Loy bys bayeeete), Yo = fo(%1y Loy ty, by,.+-tr) 
befriedigen. Beschriinkt man das Parametersystem (¢,, ¢,,...¢,) 
auf eine hinreichend eng umgrenzte Umgebung des Werth- 
systems (t,, t,,...T,), die Argumente y, und y, auf die 
Werthe, fiir welche die Gréssen 


Yi —Ai(Er, So5 Fs Toys + > ty [Yo —fo(Er, bo, U1, T,-- + %)| 
gewisse positive Constanten nicht iibersteigen, so existiren 
die Functionen %, und wy, und haben nach allen ihren 
Argumenten Differentiale. Sie liefern die einzigen Lésungen 
der Gleichungen (A), wenn man die Groéssen 2, und 2, 
auf gewisse die Werthe § resp. § umfassende Intervalle 
beschriinkt, und nehmen, auch wenn man die Griéssen ¢ 
fixirt, alle Werthe an, fiir welche die Differenzen 


IDs (Yrs Yor by bp, - te) — &], 

lYo(Yi> Yor fy, bo, - t) — &| 
gewisse von den Parametern ¢ unabhingige Constanten 
nicht tibersteigen. 

Zu beachten ist, dass hier ebensowenig wie in § 1 die Stetigkeit 
der ersten partiellen Differentialquotienten -von f, und f, benutzt und 
vorausgesetzt wird. Fiihrt man diese Annahme ein, so folgt von selbst, 
dass mindestens eine partielle Ableitung jeder Function in der Um- 
gebung irgend eines Argumentsystems von constantem Vorzeichen ist. 
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§ 3. 
Beweis und Erérterung des von Lipschitz aufgestellten Satzes. 


Um die Beziehungen der erhaltenen Resultate zu den citirten 
Untersuchungen von Lipschitz iibersehen zu kénnen, nehmen wir 
an, es sei im Gebiet der Variabeln 2, und 2, ein beliebiges, ein- 
fach oder mehrfach zusammenhiingendes Continuum © von endlicher 
Ausdehnung abgegrenzt; wir denken es uns durch eine ebene Figur 
dargestellt, indem wir jetzt die Gréssen x, und x, der kiirzeren Aus- 
drucksweise halber als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes der 
Ebene interpretiren, Fiir die Umgebung jedés Punktes im Innern und 
auf dem Rande des Gebiets © mégen die Functionen f,(2,, 7.) und 
fo(",, %) die im Theorem des vorigen Paragraphen vorausgesetzten 
Kigenschaften besitzen; das Vorzeichen der Functionaldeterminante sei 
fiir alle diese Punkte dasselbe; zur Vereinfachung nehmen wir ausser- 
dem an, die Grdssen 2h und 2h seien in dem Gebiet © stetige 

Oxy, OX 
Functionen, sodass mindestens eine von ihnen in der Umgebung jedes 
der betrachteten Punkte constanten Zeichens ist und nicht verschwindet. 

Wenn nun P ein Punkt des Gebiets © ist mit den Coordinaten 
(E,, &), so kann nach §1 ein diesen Punkt umfassendes den Coordi- 
natenaxen parallel orientirtes Rechteck { bestimmt werden, innerhalb 
dessen durch die Gleichung 


(17) fi (@, %) — f, (Ei, &) = 0 


entweder wz, als eindeutige Function von 2, definirt wird, oder um- 
gekehrt, je nachdem gh oder oh die in P nicht verschwindende 
2 1 


Ableitung ist. Schreibt man diese Gleichung in der Form 

(18) , f,(@,, %) — a, = 0 

und sieht a, als Parameter an, so folgt aus $1, dass bei hinreichend 
kleiner Aenderung von a, das Rechteck %t als von a, unabhingig 
betrachtet werden kann. Denkt man sich diese Aenderung durch 
Aenderung der Gréssen &, und &, hervorgebracht, so folgt, dass bei 
hinreichend kleiner Verschiebung des Punktes P das zugehérige Recht- 
eck Jt als unveriindert angesehen werden kann. 

Es sei nun p der kiirzeste Abstand des Punktes P vom Perimeter 
des Rechtecks {t; dann kann man fiir alle Punkte des Gebiets © ein- 
schliesslich der Randpunkte die Rechtecke { so bestimmt denken, dass 
alle Gréssen p tiber einer positiven Constanten p, verbleiben. Denn, 
wire dass nicht der Fall, so wiirde nach der Weierstrass-Bolzano’schen 
Schlussweise folgen, dass mindestens ein Punkt P, in dem betrachteten 
Gebiet existirt von der Beschaffenheit, dass in beliebiger Nahe desselben 
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Punkte liegen, fiir welche die Grésse p nothwendig kleiner ist als eine 
beliebig klein gegebene positive Grésse. Einen Widerspruch hiergegen 
ergiebt die folgende Erwigung. Fiir den Punkt P, selbst kann man 
das zugehérige Rechteck %, nach dem oben gesagten so gezeichnet 
denken, dass dasselbe auch zu allen Punkten einer gewissen Um- 
gebung von P, gehért. Fiir alle diese wire dann offenbar die Grosse p 
oberhalb eines festen positiven Werthes gelegen. Es giebt also bei 
passender Bestimmung der Rechtecke { eine positive Grésse p,, welche 
kleiner ist als jede der Gréssen p. 
Wenn speciell in dem fiir P construirten Rechteck t etwa x, die 
unabhingige Variable ist, so sei etwa 
oh 


3a, > 3 


alsdann ist fiir irgend einen Punkt des Gebiets it 


(19) Ai(%, ty) S> f,(&;, 50), 


je nachdem 2, grésser oder kleiner ist als der zu x, gehdrige durch 
die Gleichung (17) oder (18) eindeutig definirte Werth z,; die dieser 
Gleichung geniigenden Punkte theilen also das Gebiet St in zwei 
Continua derart, dass fiir das eine das obere, fiir das andere das 
untere Zeichen in der Ungleichung (19) gilt; dasselbe gilt offenbar, 
ons 


wenn die Grésse Diary negativ ist, und ebenso wenn «, als unabhiingige 
Variable zu nehmen ist. 

Weiter kann in dem Rechteck Rt der ,,Fortgang lings der Curve 
(17) genau definirt werden. Denn ist etwa x, die unabhingige 
Variable, so kann man die innerhalb des Rechtecks  liegenden der 
Gleichung (17) gentigenden Punkte nach der Grosse ihrer Abscissen 2, 
geordnet denken; lisst man x, von dem Werthe &, aus entweder wachsen 
oder abnehmen, bis die Grenze des Rechtecks % erreicht ist, so erhilt 
man zwei bestimmte von P ausgehende Bégen der Curve (17), deren 
einer etwa in P, endigen mége. Da nun die durch die Gleichung (17) 
definirte Function nach den jetzigen Voraussetzungen einen stetigen 
Differentialquotienten 


da, a Of, . Of, 


dx, OX, ° Ot, 


besitzt, so ist auch das Bogenintegral 


feay + ) 


endlich und, von P bis P, erstreckt, grésser als die kiirzeste Ent- 
fernung des Punktes P vom Umfang der Figur %, also > p,. — 
Ebenso kann man fiir den Punkt P, ein zugehdriges Rechteck X, 
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zeichnen und einen bestimmten bis zu seiner Grenze reichenden Bogen 
P, P, der Curve (17), welcher in P, als Fortsetzung des Bogens PP, 
zu betrachten ist. Die Fortgangsrichtung des Bogens P, P, ist leicht 
analytisch zu definiren. Ist auch in §, die Variable x, unabhingig, 
so nehme man denjenigen Bogen P,, P,, langs dessen sich 2, in 
demselben Sinne aindert wie beim Uebergang von P zu P,. Ist. da- 
gegen in §t, die unabhiingige Variable x, zu nehmen, so iindern sich 
% in demselben oder entgegengesetztem Sinne wie vorher 2,, je nach- 
dem in P, die Grosse oo posifiv oder negativ ist. 

Fragen wir nun nach den Werthen der Function /,(2%,, x.) ,,liings 
der Curve (17), so ist dieselbe zuniichst’ innerhalb des Gebietes 


als eine eindeutige Function von 2, aufzufassen, deren Differential- 
quotient nach § 2 geschrieben werden kann: 


Of,  OfeO% = 1 Of, fr), 
es Ba, T Bary Bary — Bhi Ble ty) 
OX, 


Diese Grésse ist innerhalb des Gebietes Jt von constantem Vorzeichen; 
lisst man also x, vom Werthe §, aus wachsen oder abnehmen, ent- 
sprechend dem Fortgang PP,, so iindert sich die Function /, stets 
in einem bestimmten Sinne. Ist 2, auch im Gebiet f{, unabhingige 
Variable, so behilt sie beim Uebergang P,P, ihren Aenderungssinn, 
die Grésse (19a) ihr Vorzeichen bei; mithin andert sich der Werth f, 
beim Uebergang P,P, ebenso wie bei PP,. Wird dagegen 2, die 
unabhingige Variable fiir das Gebiet {t,, so hat man /, als eindeutige 
Function von x, zu betrachten, deren Ableitung ist 


Ohe Ofada,__s.1 (fi, fh). 
(20) OX, + Ox, dx, iin oh O(X4, Xe) 
, Ox, 


Diese hat dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzeichen wie die 
Grésse (19a), je nachdem im Punkte P, der Quotient 

— ofr, dh, am 

Ox, OX, day, 

positiv oder negativ ist, je nachdem also’ beim Fortgang P, P, die 
Variable x, sich in demselben oder dem entgegengesetzten Sinne iindert, 
wie die Variable x, beim Fortgang PP,. Bei letzterem fndert sich 
die Grésse f, in demselben Sinne wie bei ersterem, wenn entweder 
die Gréssen (19a) und (20) dasselbe Zeichen haben, und x, und 2, in 
gleichem Sinne variiren, oder die Gréssen (19a) und (20) verschiedene 
Zeichen haben und die Gréssen x, und x, in entgegengesetztem Sinne 
sich indern; also dndert sich der Werth f,(x,,%_) bei dem Fortgang 
P P,P, stets in demselben Sinne. 
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Vom Punkte P, ausgehend kann man nun in derselben Weise 
wie von P, ausgehend eine Fortsetzung P,P, construiren u. s. f., und 
alle Bégen P, P,, P,P, u.s.f. sind grésser als p,, da sie jedesmal 
einen Punkt mit dem Umfang des zugehérigen Rechteckes Qt ver- 
binden. Wenn also dies Verfahren der Fortsetzung eine unbegrenzte 
Anzahl von Malen wiederholt werden kénnte, ohne dass man einen 
Punkt des Randes des Gebietes © erreichte, so ergibe sich eine in 
diesem verlaufende Linie (17) von unendlicher Bogenliinge, die sich 
selbst niemals schnitte, oder eine géschlossene Linie. In ersterem 
Falle theile man das Gebiet € in beliebiger Weise in Theile; dann 
muss in mindestens einem Theil ©, ein unendlich langer Bogen unsrer 
Curve vorhanden sein; ebenso wieder in mindestens einem Untertheil, 
wenn man das Gebiet ©, beliebig eintheilt u. s. f. Schliesslich muss 
man nach einer bekannten Schlussweise mindestens einen Punkt Q 
im Innern oder auf dem Rande des Gebietes © erhalten von der Be- 
schaffenheit, dass in jedem beliebig kleinen ihn umfassenden Gebiet 
ein .unendlich langer Bogen unsrer Curve vorhanden ist. Wire fiir 
den Punkt Q die Gleichung (17) nicht erfiillt, so giilte dasselbe fiir 
eine gewisse Umgebung, da die Function /,(%,, 2) stetig ist; es 
kénnte also in diese Umgebung die Linie (17) iiberhaupt nicht ein- 
dringen. Bestiinde aber die Gleichung (17) fiir den Punkt Q, so 
construire man das zugehérige Rechteck {; man sieht dann unmittelbar, 
dass in diesem nur ein Bogen von endlicher Linge der Linie (17) vor- 
handen ist. Der Fortgang P,P,, P,P,, u.s.f. kann also nicht un- 
endlich oft wiederholt werden. Ebenso kann sich auch keine ge- 
schlossene Linie (17) ergeben, da bei unserm Process der Fortsetzung 
die Grésse f, sich stets in demselben Sinne andert, also nach Vollendung 
eine Umlaufs nicht wieder zu demselben Werth zuriickkehren kann, 
den sie anfangs hatte, wie es doch duych die Kindeutigkeit dieser 
Function gefordert wird. 

Hiernach bleibt die einzige Méglichkeit iibrig, dass nach einer 
endlichen Anzahl von Fortgiingen der beschriebenen Art ein Rand- 
punkt erreicht wird, in welchem die Fortsetzung des Verfahrens un- 
méglich wird. Die ganze Betrachtung gilt fiir jede der beiden Fort- 
gangsrichtungen, die man im Punkte P einschlagen kann; der Punkt P 
liegt also auf einem das Gebiet © einfach von einem Randpunkte zu 
einem andern hindurchsetzenden Zuge der Linie (17). Bedenkt man 
noch, dass diese, wie friiher bemerkt, innerhalb des um einen ibrer 
Punkte construirten Rechtecks { die Punkte , fiir welche /,(x,,x7,) > a, 
von denen scheidet, fiir welche /,(%,, x) << a,, so kann man die 
Ergebnisse der Untersuchung in folgender Weise zusammenfassen: 

Wenn in der Umgebung jedes Punktes im Innern und 
auf dem Rande eines beliebigen endlichen Gebiets © die 














Systeme von Functionen reeller Variablen. 461 


Functionen /f,(%,, 2.) und f,(x,, 2.) Differentiale, die erste 
auch stetige erste Ableitungen und die Functionaldeter- 
minante fiir die siimmtlichen bezeichneten Punkte dasselbe 
Vorzeichen besitzt, so bilden die Punkte des Gebiets ©, 
fiir welche eine Gleichung /,(7,, 7.) =a, besteht, stetige 
Linienziige, deren jeder von einem Randpunkte zu einem 
andern geht, dabei weder sich selbst noch die anderen 
schneidet. Liings eines jeden dieser Ziige andern sich die 
Werthe von /f,(%,, z) in einem bestimmten Sinne, d, h. 
von einem Endpunkt zum andern bestiindig ab- oder zu- 
nehmend; jeder Zug trennt ein Gebiet f,(#,, 2.) > a, von 
einem Gebiet /,(%,, 2%.) << a. 

Auf Grund dieses ganz allgemeinen Resultats kann man leicht 
speciellere, insbesondere den Satz von Lipschitz ableiten, bei 
welchem vorausgesetzt wird, das Gebiet © sei einfach zusammen- 
hiingend und werde durch die Mannichfaltigkeit f,(7,, 2.) a, in 
ein Gebiet f; > a, und ein anderes f, < a, zerlegt, deren jedes in 
sich zusammenhiingt, Bei dieser Annahme kann die Mannichfaltigkeit 
f; = a, nicht aus mehreren Stiicken bestehen, da diese das Gebiet © 
in mehr als zwei Stiicke zerlegen wiirden, wenn es nur einfach zu- 
sammenhiingend ist. Liings eines einzelnen Stiickes f, = a, sind aber 
alle Werthe der Function f, von einander verschieden, wie gezeigt 
wurde; also kann ein bestimmtes Werthsystem der Functionen f, 
und f, niemals in mehr als einem Punkte des Gebietes © erreicht 
werden. 

Zu bemerken ist noch, dass die von Lipschitz a a. QO. ge- 
machte Voraussetzung, die Mannichfaltigkeit f, =a, enthalte kein 
Werthsystem doppelt, bei unsrer Betrachtungsweise sich als entbehrlich 
erweist. Ein weiterer Unterschied zwischen den von Lipschitz 
eingefiihrten Voraussetzungen und den uusrigen besteht darin, dass 
unsre ganzen Entwicklungen auf der Existenz der Differentiale von 
f; und f, beruhten, wihrend bei Lipschitz nur von Differential- 
quotienten die Rede ist. Es lisst sich aber zeigen, dass unsre Voraus- 
setzungen aus den von Lipschitz gebrauchten folgen. Lipschitz*) 
geht aus von der Formel 


(21) SfGz-3 ®) dex, dx, = { (Paz, + Qda,), 


in welcher links tiber eine beliebige Flache, rechts tiber ihre Rand- 
linie zu integriren ist, und gesetzt wird 
ch 
P= he 5 Y= h eh } 


*) 


) Lipschitz, Lehrbuch der Analysis Bd, II, § 98, 8, 577. 
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es wird also implicite die Existenz und Stetigkeit der Grosse “f “hs _ 
benutzt, sowie die Gleichung — 


. ae . 
0%, OX, OX, OX,’ 
welche nach einem von Schwarz*) aufgestellten Theorem aus 
der Existenz und Stetigkeit der Gréssen eh , oft Oh folgt, 
‘ A OX, OX, Cx, Oa, S 
Setzt man also in der Gleichung (16) 
— — oh 
Po Oa,” Gu Ox,’ 


so ergiebt sich unter den von Lipschitz gebrauchten Voraus- 
setzungen 


(22) = {(é dx, + 24 dz,), 


wobei rechts iiber eine beliebige semi. Linie integrirt wird, 
indem man hier wie auf der rechten Seite der allgemeinen Gleichung 
(21) die Vorzeichen von daz, und dz, in bekannter Weise bestimmt. 
Aus der Gleichung (22) folgt 


f,(@, %_) = f,(@,°, 2°) +f da, + + oh dz,), 


indem man rechts langs einer beliebigen Linie integrirt, welche die 
Punkte (2,°, x,°) und (#,,2,) verbindet, Nimmt man dieselbe gerade 
an, so kann man den gewdhnlichen Mittelwerthsatz anwenden, da das 
Vorzeichen von dx, und dz, constant bleibt. Sind die beiden End- 
puvkte der Integrationslinie einander hinreichend nahe, so kann man, 


da 24 gna 2h stetige Functionen sind, setzen 
Oxy, O02, 


f, (@, %) = f,(@,", 2,9) a ( 3h) +¢ :) (az, — 2,°) 


+ (+8) ea 


wobei die Gréssen mit dem Index 0 fiir x, = 2,°, x, = x," zu nehmen 
sind, und die Gréssen 0, und 0, mit den Differenzen x, — 2,° und 
%_, — &,° zugleich unendlich klein werden. Mit dieser Gleichung ist 
aber genau entsprechend der in § 1 gegebenen Definition ausgesprochen, 
dass die Function f, ein Differential besitzt. Endlich wird auch 
fiir die Function f, bei Lipschitz implicite die Existenz eines 
Differentials, nicht bloss der Differentialquotienten vorausgesetzt, da 
die Mannichfaltigkeiten f, = const. uad /, = const.) als ,,Linien“ be- 


*) Schwarz, Ueber ein vollstiindiges System von einander unabhingiger 
Voraussetzungen etc, Ges, Abhandlungen §, 275, 
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trachtet werden, liings deren man fortgehen und integriren kann. 
Diese Auffassung kann wohl kaum anders strenge definirt und gerecht- 
fertigt werden als durch die hier gegebenen Entwicklungen, welche 
den wesentlichen Inhalt der §§ 1 und 2 voraussetzen. 


g§ 4, 
Mehrdeutige Umkehrung; Kronecker’s Charakteristik. 


Auf Grund der gewonnenen Anschauungen kann man sich klar 
machen, wie eine mehrdeutige Umkehrung eintreten kann. Es sei 
wiederum © ein beliebiges Gebiet, innerhalb dessen die Functional- 
determinante ihr Zeichen nicht ifndert und nicht verschwindet. Wenn 
dann jede Mannichfaltigkeit /, = a, das Gebiet © in einem einzigen 
Zuge durchsetzt, so kann kein Werthsystem von den Functionen /, 
und f, mehrmals angenommen werden, da liings eines solchen Zuges 
die Werthe von f, alle von einander verschieden sind. Soll also ein 
Werthsystem f/f; = a,, f, =a, mehrmals erreicht werden, so muss 
die Mannichfaltigkeit f, =a, in mindestens zwei getrennte Theile 
zerfallen. Nimmt man an, dass auch die Function f, im Gebiet € 
stetige erste Ableitungen besitze, sodass man die Rollen beider Func- 
tionen vertauschen kann, so folgt, dass auch die Linie /, =a, in 
mindestens zwei Theile zerfillt; jeder Theil einer solchen kann mit 
einem Theil der Linie /; = a, héchstens einen Punkt gemein haben. 
Jeder Zug einer Linie f, — a, theilt ferner, wie gezeigt, die ihm 
benachbarten Theile des Gebietes © in solche, fiir welche f, > a,, 
und solche, fiir welche /, << a, ist. Da ferner, wie gezeigt, lings 
eines Zuges der Linie f; =a, die Function f, bestiindig wiichst oder 
abnimmt, so theilt ein Punkt, fiir welchen f, =a, ist, den Zug der 
Linie f, = a,, auf welchem er liegt, in ein Stiick, fiir welches f, > a,, 
und ein anderes, fiir welches f, < ay. 

Betrachtet man nun die auf der Randlinie des Gebietes © liegenden 
Punkte, fiir welche f, = a,, so kann man die Betrachtung wieder- 
holen, welche Gauss im vierten seiner Beweise fiir den Fundamental- 
satz der Algebra*) angewandt hat. Ein Zug der Linie f, —a,, auf 
welchem die Function f, den Werth a, nicht annimmt, schneidet die 
Randlinie in zwei Punkten, fiir-welche der Quotient 

fi—% 

h—a— @ 
das eine Mal von positiven zu negativen Werthen iibergeht, das andere 
Mal umgekehrt, wenn die Randlinie des Gebiets © so durchlaufen 
wird, dass das Innere des Gebiets etwa stets zur Linken bleibt. 


*) Gauss Werke Bd, Ill, 8. 80. 
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Genauere Untersuchung erfordern die Ziige f/, —a,, auf welchen die 
Gleichung f, = a, einmal erfiillt wird. 
Wenn man von einem Schnittpunkte S der Linien f, — a, 
f. = a, lings der einen oder andern unendlich wenig fortschreitet, 
mégen die Coordinaten die durch d resp. 0 bezeichneten Incremente 
erhalten; man gehe lings der ersten Curve in der Richtung wachsender 
Werthe von f,, und nehme auf der zweiten einen bei S unendlich 
nahe benachbarten Punkt, fiir welchen /, > a,. Diese Bestimmungen 
geben die Relationen 
ah : dz,+ é 


Of gy, 4 an da,—0, of, >0, 


OX, 


A da,=0, adf,>9, 
X 


sodass man setzen kann 


dn —ath, imam ah, 
OXe ¢ Ox, 

_— Gh —— 
Ox, a 02,’ Ox» u Oa,’ 


._ of dh: Of _ ef; Of > (2h Oh _ eh oh), 

df, on acs OX, OX, 52), of; =? OX, OX, OX, sit) 
Nimmt man nun an, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, 
das Zeichen der Functionaldeterminante sei das positive, so folgt 


Ox, O2, | af 2 | 
( ie Ch Of _ of oh 
A Be ), u >0, | dz, dz, A {a OX, O 2, Ox, 


{> 0. 


Nach einem bekannten Satze der analytischen Geometrie schliesst man 
hieraus, dass die den Incrementen @ entsprechende Richtung zu der 
den Incrementen d entsprechenden liegt wie die positive z,-Axe zur 
positiven v,-Axe; d.h. die nach den Punkten /, > a, hinzeigende 
Richtung der in S gezogenen Tangente der Curve /, =a, muss in 
positivem Drehungssinne weniger als die Hiilfte einer vollen Umdrehung 
beschreiben, um in die nach den Punkten /, > a, weisende Tangente 
der Curve f, =a, ttberzugehen. Orientirt man also die Coordinaten- 
axen wie gewohnlich, d. h. die z,-Axe nach rechts, die x,-Axe nach 
oben, und geht man lings der Curve /, = a, in der Richtung 
wachsender Werthe von /,, so hat man das Gebiet f, > a, zur 
Rechten. 

Auf Grund dieser von Gauss*) herriihrenden geometrischen Hilfs- 
betrachtung kann man jetzt die friihere Bemerkung betreffs der Punkte 
f; = a, auf der Randlinie des Gebiets © vervollstiindigen. Langs 


*) Gauss, Allgemeine Lisung der Aufgabe, die Theile einer gegebenen 
Fliche auf einer andern abzubilden etc., Art. 14, Werke Bd. IV, S. 214. 
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dieser passire man in der festgesetzten Richtung, das Innere des 
Gebiets © zur Linken, einen Punkt P der Linie f, = a,, wobei die 
Function f, etwa wachsen mége. Geht man nun von P aus lings 
der Linie f, = a, in das Innere des Gebiets © hinein, so hat man 
die Punkte, fir welche /, > a,, zur Rechten, man bewegt sich in der 
Richtung wachsender Werthe von f,. Wenn demnach auf dem be- 
trachteten Linienzuge f, = a, ein Punkt liegt, fiir welchen f, — a,, 
so ist in P jedenfalls f,< a, Der Quotient Q geht also bei der 
festgesetzten Bewegung lings der Randlinie des Gebiets © von positiven 
zu negativen Werthen iiber. Dasselbe findet aber auch statt, wenn 
bei dieser Bewegung im Punkte P die Differenz f, — a, von positiven 
zu negativen Werthen iibergeht; dann hat man beim Fortgang lings 
der Linie /, =a, das Gebiet f, >a, zur Linken, bewegi sich also 
in der Richtung abnehmender Werthe f,, daher denn in P sein muss 
fo > dy. In diesem Punkte geht also auch jetzt der Quotient Q von 
positiven zu negativen Werthen iiber, Jedem Punkte, in welchem 
f, =a, und f,—a, wird, entsprechen also zwei Schnittpunkte des 
Randes mit der Linie /, = a,, in welchen Q von positiven zu negativen 
Werthen iibergeht. 

Vergleicht man hiermit das Resultat, welches fiir die Bégen 
f, = a,, in welchen nirgends f, = a, wird, so ergiebt sich folgender 
Satz: 

Wird die Randlinie des Gebiets © in bestimmter Richtung durch- 
laufen, so kann in den Schnittpunkten derselben mit der Linie f, = a, 
der Quotient P 

1 & 
v= fe — a 
von positiven zu negativen Werthen iibergehen, oder umgekehrt. Die 
Differenz der Anzahlen beider Arten von Punkten ist, absolut ge- 
nommen, gleich der doppelten Zahl der Punkte im Innern von 6, fiir 
welche f, =a, und f,=—<a, ist. Dabei ist offenbar gleichgiltig ob 
die Randlinie aus einem oder mehreren Stiicken besteht; der Sinn, in 
welchem dieselbe zu durchlaufen ist, bestimmt sich dadurch, dass das 
Innere stets auf einer und derselben Seite etwa stets zur Linken liegt. 
Dieser Satz ist natirlich ein Specialfall des allgemeinen Theorems von 
Kronecker*) iiber ‘die Charakteristik von Functionensystemen fiir 
nm = 2, welches iibrigens auch seinerseits aus den hier gegebenen 
specielleren Betrachtungen leicht gefolgert werden kann, indem man 
ein beliebiges Gebiet in Theile zerlegt, fiir deren jeden die Functional- 
determinante ein constantes Vorzeichen behiilt. 


*) Kronecker, Ueber Systeme von Functionen mehrerer Variabeln, Monats- 
berichte der Berl. Academie, Jahrg, 1869, 8, 159, §$ II und III. Ueber die Charak- 
teristik von Functionensystemen, Jahrg. 1878, S. 145. 
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Den vierten Gauss’schen Beweis fiir die Existenz der Wurzeln 
der algebraischen Gleichungen hat Kronecker ebenfalls schon mit 
seiner Theorie der Charakteristik in Verbindung gebracht, aber in 
ganz andrer Weise, als hier geschehen ist. Man kann den citirten 
Beweis in etwas modificirter Gestalt aus den obigen Entwicklungen 
ableiten, indem man noch bedenkt, dass einzelne Punkte P, im Innern 
des Gebiets ©, fiir welche die Functionaldeterminante verschwindet, 
fiir die Argumentation keine wesentliche Schwierigkeit darbietet, wenn 
nur in ihnen nicht gleichzeitig f, = a,, f, =a, ist. Denn beschreibt 
man um einen solchen Punkt P, einen hinlinglich kleinen Kreis §,, 
so wird entweder auf diesem die Function /, — a, tiberhaupt nicht 
verschwinden, oder die Function f, — a, verschwindet nicht und es 
wird die Grosse f, — a, nur eine gerade Zahl von Malen das Zeichen 
wechseln , der Quotient @ geht also ebenso oft von positiven zu nega- 
tiven Werthen iiber wie umgekehrt. Auf das Gebiet ©, nach dem 
man die Kreise $8, ausgeschieden hat, sind aber die obigen Be- 
trachtungen anwendbar; die Kreise $8, liefern dabei zur Bestimmung 
der Anzahl der Punkte, fiir welche f, = a, und f, —a,, den Beitrag 
Null, kénnen also unberiicksichtigt bleiben, Wenn nun speciell f, + /,% 
eine ganze rationale Function des complexen Arguments x, + 2,7 ist, 
so ist die Functionaldeterminante nie negativ und verschwindet gleich- 
zeitig mit der Grésse 

Uh+ he) 
d (ay +- Xt)” 


also, wie man annehmen kann, nur in Punkten, fiir welche nicht 
beide Functionen f, und f, verschwinden. Man bestimmt also die 
Anzahl der Wurzeln der Gleichung 


fi + hi=0 


innerhalb eines beliebigen Gebiets © durch die Anzahlen der Ueber- 
ginge der Quotienten /,:f, von positiven zu negativen Werthen und 
umgekehrt in den Punkten, wo der Rand des Gebiets von der Linie 
f,; =90 geschnitten wird. Diese Anzahlen lassen sich nach der be- 
kannten Methode von Gauss bestimmen, wenn der Rand ein hin- 
langlich grosser Kreis um den Coordinatenanfangspunkt ist.*) 


*) Beiliufig sei noch bemerkt, dass die Integraldarstellung der Charakteristik 
nicht, wie es wohl bei oberfliichlicher Betrachtung scheinen kinnte, zur Ableitung 
des in § 2 gegebenen Satzes dienen kann, da die Eigenschaften der Charakteristik 
nur abgeleitet werden unter der Voraussetzung einer endlichen Anzahl von Schnitt- 
punkten der betrachteten Curven f, = const. und fy = const. 
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§ 5. 
Die Umkehrung eines Systems von beliebig vielen Functionen reeller 
Argumente. *) 

Den Uebergang von den bisher durchgefiihrten Betrachtungen zu 
analogen auf Systeme beliebig vieler Functionen beziiglichen kann 
man nach der Methode der vollstindigen Induction bewerkstelligen. 
Zu diesem Zwecke stellen wir zunichst die zu beweisende Verall- 
gemeinerung des in § 2 erhaltenen Resultats auf, und nehmen dieselbe 
als bewiesen an, wenn man » durch n — 1 ersetzt. 

Die » Functionen 


Felttas May +++ Ma, &, &,...8) pew i, 8,....9 
mégen in der Umgebung eines speciellen Werthsystems 
(&» S> ct Bes Try Tay ee ey Ty) 


der Variabeln nach diesen Differentiale besitzen, und es sei in dem 
genannten Gebiete jede der » Gréssen 


| 2h 8h... ah| 
| Oxy, OX, Ox, | 
oh Oh... th 
(23) os O% | (wan 1, 2,... 0) 
| Of, af, af, 
| Ja, Oa, °°” da, 


constanten Vorzeichens und von Null verschieden, oder wenigstens 

finde dies statt, machdem man die Variabeln 2,, 2, ... 2 einer 

passenden linearen Transformation unterworfen hat; ferner setze man 
Ge =~ (6, , &, -- +» Ear Say Sars > Sab 

Alsdann giebt es eindeutige Functionen 

(A) Ly = WY, Yor +++ Yny by, by, + &) (y=1,2,...m) 

fir welche die Gleichungen 

(B) Yr = fr(Xy, %y,- ++ Un, by, ty, ~ + tb) 

bestehen mit folgenden niheren Bestimmungen. Man kann fiir die 

drei Gréssensysteme (2,, %),-.. Xn), (by, ty, ~ ++ be)y (Yr> Yors ++ Yn) 

die Gebiete (€), (t), (y), deren Innerem beziehentlich die Werthsysteme 

(51, 2, ~+- 8m), (Ty, Toy ~++ Tr), (My Noy+-+ Mn) angehdren, derartig 

abgrenzen, dass die Functionen 7%, (y,,Yo,)--- Yn) 4)... ¢,) existiren 

und nach allen » +r Argumenten Differentiale besitzen, sobald die 


*) Wie ich nachtriiglich sehe, ist das hier benutzte Jacobi’sche Verfahren 
schon von Peano zum Nachweis der Existenz der impliciten Functionen an- 
gewandt worden in dem Werke: Lezioni di analisi infinitesimale t. II, p. 162 
(Turin 1893); indessen sind die Voraussetzungen bei Peano etwas weniger all- 
gemein; [Juli 1894.) 
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Gréssen y dem Gebiet (4) und die Parameter ¢ dem Gebiet (r) an- 
gehoren; fiir alle diese Werthsysteme geben die Gleichungen (A) die 
einzigen der Gleichung (B) geniigenden Werthsysteme x, welche dem 
Gebiet (§) angehéren. Dabei nehmen die Functionen y,, wenn man 
die Gréssen ¢ im Gebiet (r) beliebig fixirt, alle Werthsysteme an, fiir 
welche die Differenzen |y, — & | gewisse von den Gréssen ¢ unab- 
hangige positive Constanten nicht iiberschreiten. 

Zum Beweis dieses Theorems gehen wir aus von der Gleichung 


F(X.) %q, 2 - + ny Yry by, bay... b) 
= 9, — fy(%, +--+ tay 4, --- bt) = 9, 
durch welche wir uns definirt denken 
(24) Hy =m — (Ha, Bq, +> - Buy Yu» bay bey ~~ &). 
Da die Function F offenbar in der Umgebung des Werthsystems 


(E,, &,.~+-§, M1. T%,--.Tr) ein Differential nach allen n+r-+1 
oF 


Argumenten besitzt, da ferner in dieser Umgebung die Gréssen 


und ge constanten Zeichens sind, und die Gleichung 


Fk, &2,-++ Su, My Try Tr + +) Tr) =O 
besteht, so ist der Satz des § 1 anwendbar; die Function  existirt 


und besitzt nach allen ihren Argumenten ein Differential, sobald die 
Differenzen 


|%.—&|, |% —&3|,--+ |e —Eal, [Yi —ml l4—tl 
|tp — T|, t, — T,| 
gewisse positive Werthe nicht iiberschreiten, und sie nimmt alle Werthe 
an, die von &, hinreichend wenig verschieden sind. Daraus folgt, 
dass wenn man den Werth (24) fiir x, einsetzt in die Ausdriicke 
fe» fs, -- + fa, und setzt 
(25) go fi(M, Le, Zy,--- a, th, &, -.. 6), vo l,3,...” 
diese Gréssen als Functionen der unabhingigen Variabeln 
Yir Voy Ly, +--+ Un, ty, ty, rea & 


Differentiale besitzen fiir alle Werthe der Variabeln, welche resp. von 
den Werthen 


M1 bo, &5, = Gee Ti To, eorve Uy 


hinreichend wenig verschieden sind, sodass die gewdhnliche Regel der 
Differentialrechnung zur Bildung der ersten Ableitungen zusammen- 
gesetzter Functionen angewandt werden kann. Differentirt man also 
die Gleichungen (25), indem man y,, ¢,, ¢,, ... ¢ ungedndert lasst, 
so ergiebt sich 

7] F 0 

ie aa e+ re (v, 9@=2,3,...m), 
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indem man rechts nach Ausfiihrung der Differentiation die Substitution 


(24) macht. Hieraus folgt 





OYe OY. OYs 
Ox,’ 02,’ Ou, 
OY, OY» Ys 
(26 eS 
dy, OY, OY, 
0%,’ Oa,’ Ox, 
oh oO 0 | 
Ox, 
1 | of oh oo Ofe . . . Of: Oo Gh: | 
af, | OX, OX, Oi, OX, Om Ox, Ox, |. 
th | ‘ . 
Ox, ° ° | 
| 2% 2h 09) %% |. th a9, oh 
| 0%, O24 OX, CX, Ox, Ox, Ox, | 
Bedenkt man weiter, dass zufolge der Definition der Function » 
nach § 1 die Gleichungen 
Op Of __ Oh, ——. ae 
ba, Oa, — bu (9 = 2,3,...m) 


bestehen, so ergiebt sich fiir die letzte Determinante indem man die 
erste Colonne mit i multiplicirt von der g' subtrahirt, der Werth 


Xo 


Of oh... oh | 
OX, OX, Ox, | 
1 | 2h oh... oh| 
- | Dm a : 
7 hele lad * 
Om, | : 
| of, of, or, 
0%, O%, * Ox, | 





also eine Grésse, die nach Voraussetzung constanten Zeichens und 
von Null verschieden ist, sobald die Gréssen w und ¢ von den gleich- 
bezifferten § und t hinreichend wenig verschieden sind. Da nun die 
Function g innerhalb der oben angegebenen Grenzen stetig ist und 


P(E, 5, +++ M1» Ty) T2) +++ Tr) = Hy 
so kann man auch sagen: Die Grodsse (26) ist von Null verschieden 


£ 
on» 





und constanten Zeichens, sobald die Differenzen 


Yi — ml, |% — S|, --- | 


Xn 


er Enl> |¢, sei T|, Fling 
gewisse positive Werthe nicht tibersteigen. 





t, — T,| 
Die durch die Gleichungen 


(25) definirten » — 1 Gréssen y, geniigen also, als Functionen von 


Xo, Xs, *ee 


x, mit den Parametern y,, ¢,, t, 


...&, betrachtet, den 


fir das System der » Functionen f, eingefiihrten Voraussetzungen in 


Mathematische Annalen, XLV, 


31 
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dem allgemeinen zu beweisenden Theorem, das wir fiir » — 1 Func- 
tionen als bewiesen betrachten. 

Man kann demnach eindeutige Functionen g,, 9,,... @» derartig 
bestimmt denken, dass die Gleichungen (25) erfiillt werden, wenn 
man setzt 
(27) Ly = Pr (Yo, Ygr +++ Yas Yi» by, bo, --- b), 
dass diese Functionen Differentiale besitzen fiir alle Werthe ihrer 
Argumente, die von den gleichbezifferten Gréssen y resp. t hinreichend 
wenig abweichen; fiir jedes dieser Argumentsysteme liefern die Glei- 
chungen (27) das einzige den Gleichungen (25) geniigende Werth- 
system (%, %,..++ 4%), wenn man jede dieser Gréssen auf ein ge- 
wisses den gleichbezifferten Werth § umfassendes Intervall beschrinkt. 
Fixirt man die Parameter ¢ und y, innerhalb des ihnen angewiesenen 
Gebiets, so nimmt jede dieser Gréssen x, noch alle Werthe eines ge- 
wissen die Grésse § umfassenden Intervalls an, welches von der 
speciellen Wahl der Parameterwerthe unabhingig ist, also auch fest 
bleibt wenn man die Grosse ¢ festhilt, y, aber variiren lisst, Setzt 
man nun die Werthe (27) in die Gleichung (24) ein, so ergiebt sich 
(28) Ly = Pi (Yor Yop ++ +9 Ym Vir by bo, --- br), 
wobei die Function g, fiir dieselben Argumentwerthe wie g,, 93,... Qn 
ein Differential besitzt. Halt man die Gréssen ¢ fest, so durchliuft 
auch die Grésse z,, analog dem Verhalten der Gréssen (27), ein den 
Werth &, umfassendes Intervall, welches von der speciellen Wahl der 
Parameter ¢ unabhingig ist; ferner erfiillen die Functionen g,, fiir 
x, gesetzt die Gleichungen 

Pv == fa(Byy Loy - + 5 Bey by, by,..- &) 
fiir die angegebenen Werthe der Variabeln y und ¢; die Umkehrung 
dieses Gleichungs- oder Functionensystems ist also vollstiindig geleistet. 
Dass dieselbe eindeutig bestimmt ist, folgt daraus, dass bei hin- 
reichender Beschrinkung der Variabeln fiir jedes den Gleichungen (A) 
geniigende Werthsystem die Gleichungen (24) und (25) bestehen. 

Die Reduction der » Functionen auf » — 1 und der Functional- 
determinante (26) auf die Form (23) ist von Jacobi*) mehrfach be- 
nutzt worden; hier kam es vor Allem darauf an, die Ausfiihrbarkeit 
dieser Operationen fiir reelle Werthe der auftretenden Variabeln zu 


untersuchen. — 


Dorpat, Mai 1894, 


*) Jacobi, Vorlesungen iiber Dynamik, Vorl, XII, 8S. 95. 











Zum Beweis des Hauptsatzes tiber die Endlichgleichheit 
zweier ebener Systeme. 


Von 


Morrrz Rirxy in Budapest. 


Ich habe in einer Arbeit iiber ,,endlich-gleiche Flichen“ den Satz 
aufgestellt*): ,,Zur endlichen Gleichheit zweier flichengleicher ebener 
Systeme ist es nothwendig und hinreichend, dass die krummlinigen 
Bégen ihrer Begrenzungen endlichgleich und die Kriimmungen con- 
gruenter Stiicke (relativ zum Innern der Fliche) von gleichem Sinne 
seien, — von Stiicken der Begrenzungen abgesehen, die auf dem- 
selben System eben so oft vorkommen mit positivem als mit negativem 
Kriimmungssinn.“ Bei dem Beweise dieses Satzes sind, wie Herr 
Dr. E. Kotter bemerkt**), stillschweigend Systeme vorausgesetzt, 


deren Begrenzungen keine Selbstberiihrungen — zwischen Bégen von 
eutgegengesetztem Kriimmungssinn — aufweisen. 


Es sei mir gestattet, hinzuzufiigen, dass hiedurch die Richtigkeit 
des Satzes nicht in Frage gestellt 
ist, da — in Folge der im 
ersten Satze meiner Arbeit aus- 
gesprochenen Beschrinkung — ein 
beliebiges ebenes System durch Ver- 
schiebung gewisserT heile nach einer 
endlichen Anzahl von Schnitten in 
ein solches von der vorausgesetzten 
Kigenschaft transformirt werden 
kann; am einfachsten, wie folgt: 

Es sei ABC ein Theil der 
Begrenzung des ebenen Systems S, 
wobei B ein singulirer Punkt von der fraglichen speciellen Art ist. 
Man zeichne die, ausserhalb S gelegene, Sehne BD, und construire 





A 


*) Berichte der ung, Akad. der Wiss. 1890, Math, Ann. Bd, 38, p. 410—412, 
**) Jabrbuch tiber die Fortschritte der Math. Bd, 23, p. 533. 


81* 
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beschrinkten Kleinheit der Sehne BD immer miglich ist. Schneidet 
man sodann das Stiick B’ E’ D’ heraus und iiberfiihrt es in BED, so 
erscheint das System S transformirt in ein System S,, welches um Eins 
weniger Selbstberiihrungspunkte an der Grenze enthiilt. 

» Unsere Untersuchungen beziehen sich aber auf ebene Flichen, 
deren Grenzlinien in zwei verschiedenen Lagen eine endliche Anzahl 
von Schnittpunkten darbieten.““ Daher ist die Anzahl der singularen 
Punkte eine endliche, und man kommt bei Anwendung der beschriebenen 
Construction nach einer endlichen Anzahl von Schritten vom gegebenen 
System S aus auf ein System S,, welches an seinen Grenzen keine 
Selbstberiihrungen zwischen Bogen von entgegengesetztem Kriimmungs- 
sinn enthilt. 


oe 




















Die Stetigkeit der automorphen Functionen bei stetiger 
Abianderung des Fundamentalbereichs. 


Von 


Ernst Rirrer in Gottingen. 


Theil I. 
Symmetrische Fundamentalbereiche. 


Einleitung. 


Im Verfolg meiner Untersuchungen itiber automorphe Functionen 
komme ich zu einer Frage, welche besonders beim Beweise des 
sog. Fundamentaltheorems wichtig ist; der von Herrn Klein _ her- 
riihrende (Math. Ann. Bd. XXI. 1882) und von Herrn Poincaré in 
Acta math. IV in verschirfter Form wiedergegebene Continuitiits- 
beweis dieses Theorems stiitzt sich nimlich darauf, dass bei stetiger 
Aenderung des Fundamentalbereichs auch die zugehirigen automorphen 
Functionen sich stetig dndern. 

Dieser Hiilfssatz ist natiirlich leicht analytisch zu beweisen, wenn 
man eine explicite Darstellung der Functionen kennt, wie sie Poincaré 
in der That fiir die eindeutigen Functionen geliefert hat. Aber es ist 
wiinschenswerth, denselben Satz auch aus dem blossen Begriff der 
automorphen Functionen, aus ihrer geometrischen Definition heraus mit 
denselben Principien 2u beweisen, vermittelst deren man tiberhaupt die 
Existenz der Functionen erschliesst. Es ist das um so nothwendiger, 
als Poincaré’s Beweis versagt, wenn seine Reihenentwicklungen ver- 
sagen, d. h. immer, wenn man es nicht mit eindeutigen automorphen 
Functionen zu thun hat. Der allgemeine geometrische Beweis ist 
dagegen von einer solchen Einschrinkung ganz unabhingig, ja er lisst 
sich tiberhaupt nur so fiihren, dass man auch solche Abinderungen 
des Bereichs zuliisst, bei denen die Functionen nicht eindeutig bleiben. 

In dieser Allgemeinheit umfasst der Begriff des automorphen 
Fundamentalbereichs insbesondere auch den Fall der gewéhnlichen Rie- 
mann’schen Fliiche, so dass man als Corollar des allgemeinen Stetig- 
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keitssatzes den Satz erhilt, dass bei stetiger Abdinderung der Riemann’- 
schen Fliche die Gesammtheit der zugehdrigen algebraischen Functionen 
sich stetig dndert. 

Bei diesem Stetigkeitsbeweise kommt es mir aber nicht nur darauf 
an, zu zeigen, dass tiberhaupt einer verschwindend kleinen Aenderung 
des Bereichs eine verschwindende Aenderung jeder zugehérigen Function 
entspricht, sondern ich werde besonderen Werth darauf legen, geradezu 
eine obere Grenze fiir die Aenderung der Function abzuschitzen, oder 
doch wenigstens die Méglichkeit einer solchen expliciten Abschitzung in 
jedem gegebenen Falle darzuthun. 

In dem vorliegenden ersten Theil meiner Arbeit werde ich dieses 
Programm zuniichst fiir solche Fundamentalbereiche durchfiihren, welche 
durch eine Symmetrielinie in zwei von Kreisbogenstiicken begrenzte in 
ihrem Innern unverzweigte Halbbereiche zerfallen, deren Substitutions- 
gruppe also aus blossen Spiegelungen an Kreisbogen erzeugt werden 
kann. 

Bei diesen Bereichen kommt man deswegen mit einfacheren Mitteln 
zum Ziele und kann den Resultaten eine schirfere Bestimmtheit geben, 
als bei den allgemeinsten Bereichen, weil es bei ihnen symmetrische 
Functionen giebt, d. h. solche Functionen, deren reeller (oder imaginirer) 
Theil langs der Begrenzung des Halbbereichs verschwindet. Dass trotz 
dieser Beschrankung meine Arbeit eine so unverhiltnissmissige Aus- 
dehnung gewonnen hat, hatte ich nur so vermeiden kénnen, dass ich 
die Herleitung meiner expliciten Abschitzungsvorschriften unterdriickte, 
wozu ich mich aber deswegen nicht entschliessen konnte, weil gerade 
diese Betrachtungen und die bei ihnen entwickelten Hiilfssitze einer- 
seits zum Theil eine tiber den augenblicklichen Zweck hinausgehende 
allgemeinere Bedeutung haben, andererseits sich mit geringen Modi- 
ficationen auf den Fall der nichtsymmetrischen Fundamentalbereiche 
iibertragen, so dass mir die grosse Ausfiihrlichkeit im ersten Theile 
meiner Arbeit bedeutende Erleichterung fiir den zweiten Theil, den Stetig- 
keitsbeweis im allgemeinen unsymmetrischen Fall, verschaffen wird. 


§ 1. 
Die Functionen eines symmetrischen Fundamentalbereichs. 


Es sei in der Ebene einer Variablen € ein einfach oder mehrfach 
zusammenhingender Bereich S gegeben, welcher durch eine endliche 
Anzahl von Kreisbogenstiicken vollstindig begrenzt ist und in seinem 
Innern keine Windungspunkte enthilt. Die Grésse der Winkel in 
den Ecken soll dagegen keiner Beschriinkung unterliegen, so dass sie 
sich beliebig oft herumwinden diirfen; nur unendlich grosse Winkel 
sollen ausgeschlossen sein, waihrend rein imaginiire Winkel, d. h. un- 
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endlich oft zwischen zwei Kreisen sich herumwindende Binder statt 
eigentlicher Ecken (cf. Schilling, Beitriige zur geometrischen Theorie 


der Schwarz’schen s-Function. Math. Ann. Bd. 44. 1894) zugelassen 
sein sollen. 


Ich ergiinze nun das beschriebene Kreisbogenpolygon durch sein 
Spiegelbild an einem der begrenzenden Kreisbogen zum _ ,,automorphen 
Fundamentalbereich“, Derselbe definirt eine gewisse Gesammtheit 
,,automorpher Functionen‘, welche sich bekanntlich alle durch irgend 
zwei derselben, x, y, rational ausdriicken. Andererseits kann man die 
automorphen Functionen des Bereichs auch durch solche Functionen 
ausdriicken, welche sich bei den Substitytionen der zum Bereich 
gehérigen Gruppe nicht reproduciren, sondern um Constanten additiv 
indern, und welche ich wegen ihrer Verwandtschaft mit den Abel’- 
schen Integralen auf einem algebraischen Gebilde ,,automorphe Integrale“ 
nenne. Sie zerfallen, wie die Abel’schen Integrale in solche erster, 
zweiter und dritter Gattung und sie lassen sich simmtlich durch 
Differentiation und durch Summirung bezw. Integration aus den ein- 
fachsten Integralen dritter Gattung, denjenigen mit nur zwei logarith- 
mischen Unstetigkeitspunkten herstellen. 

Eine ausgezeichnete Rolle spielen bei unserem durch Spiegelung 
eines Kreisbogenpolygons entstandenen Fundamentalbereiche die ,, sym- 
metrischen automorphen Functionen und Integrale“, womit ich die- 
jenigen Functionen und Integrale bezeichnen will, deren reeller Theil 
lings der ganzen Begrenzung des Polygons S verschwindet. 

Die allgemeine Lehre von den Functionen und Integralen, den 
symmetrischen wie den nichtsymmetrischen, welche zu einem solchen 
in der €-Ebene ausgebreiteten mehrfach zusammenhingenden Halb- 
bereich gehéren, wie unser Polygon S einer ist, findet man in der 
Abhandlung von Schottky: Ueber die conforme Abbildung mehrfach 
zusammenhingender ebener Flichen. (Crelle’s Journ. Bd. 83. 1877) 
entwickelt. Ich bemerke dazu nur, dass die Beschriinkung auf schlichte 
Flichenstiicke, an der Herr Schottky festhalt, ganz unwesentlich ist, 
und dass, wenn man diese Beschrinkung aufgiebt, das Geschlecht 
eines von » Randcurven begrenzten Bereichs nicht nothwendig » — 1 


zu sein braucht, sondern auch um eine beliebige gerade Zahl grisser 
sein kann. 


Ich will hier nur die wichtigsten Sitze tiber symmetrische Integrale 
und Functionen des Bereichs zusammenstellen, welche ich im Folgen- 
den gebrauchen werde: 

1) Nach den Methoden von Schwarz beweist man die Existenz 
der ,,Green’schen Function“ ag des Bereichs S, d. h. eines logarith- 
mischen Potentials, welches lings des Randes von S verschwindet, 
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an der — Stelle € im Innern des Bereichs unstetig ist wie 
K (log — _ )» und welches sonst im ganzen Bereich holomorph ist. 

2) ‘cn der Green’schen Function bildet man durch eine blosse 
Quadratur die conjugirte Potentialfunction H;. 

Dann ist 

PS file re +i HE 

das ,,symmetrische Integral 3. Gattung“. Dassetbe enthiilt noch eine 
willkiirliche rein imaginire Constante, ist aber sonst wohlbestimmt. 
Die Perioden von P sind rein imaginir. P; ist eine analytische 
Function des complexen Argumentes £, nicht aber auch eine solche 
von £, sondern nur eine Function des reellen und des imaginiren Theils 
von § = & + i&”. 

3) Das allgemeinste ,,symmetrische Integral zweiter Gattung“, mit 
nur einer Unstetigkeitsstelle erster Ordnung im Polygon hat die 
Gestalt 


bi. aps eps 
Yf—a oF +b an 


4) Symmetrische Integrale erster Gattung giebt es nicht. Um 
auch solche zu erméglichen, muss man, was aber fiir mich keinen 
Zweck hat, den Begriff der Symmetrie so erweitern, dass man auch 
Functionen symmetrisch nenunt, deren reeller Theil auf jeder Rand- 
curve constant ist. 

5) Die allgemeinste symmetrische automorphe Function setzt sich 
aus symmetrischen Integralen zweiter Gattung linear mit constanten 
Coefficienten zusammen; z. B. wenn sie nur einfache Unendlichkeits- 
stellen §,, &,...&» mit den Coefficienten a, + %ib,, a, + %b,,.. 
- + Gm + tbm im Polygon besitzt, hat sie — Gestalt : 


v=™m oP; c 

F(£) = ib, +3 («a : bo, a *) 
v=1 

Umgekehrt ist jede derartige Summe eine symmetrische automorphe 


Function, wenn die a,, b, folgenden 2p linearen homogenen Glei- 
chungen gentigen: 


Y — oy 0A, Ey ¢ ¢ ‘ 
> (« ° ) +4, 3S) =o, (x—=1,2,...2p), 
worin A,(&), A,(&) ... Am(&) die 2p linear unabhiingigen Perioden 
des Integrals 3. Gattung P;° vorstellen. 

6) Man kann auf diese Weise zwei symmetrische automorphe Func- 
tionen xz, y bilden, durch welche sich alle iibrigen automorphen Func- 
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tionen als rationale Functionen ausdriicken, und zwar die symmetrischen 
Functionen als rationale Functionen mit reellen Coefficienten, die 
unsymmetrischen als solche mit complexen Coefficientey. 


§ 2. 
Frage der Stetigkeit bei Abinderung des Fundamentalbereichs. 


Nachdem die Existenz der automorphen Functionen zu irgend 
einem vorgegebenen Fundamentalbereiche feststeht, wird man zwei 
Stufen der functionentheoretischen Fragestellung zu unterscheiden haben: 
Zuerst nimlich wird man nach den Beziehungen der Functionen eines 
bestimmten Fundamentalbereichs untereinander fragen; in dieser Richtung 
bewegen sich die Untersuchungen, welche Herr Poincaré in Acta 
math. I und III an seine Reihendarstellungen ankniipft, sowie meine 
eignen Arbeiten in Math. Ann. Bd. 41 und 44, Weitergehend aber 
wird man die automorphen Functionen verschiedener Fundamentalbereiche 
mit einander vergleichen wollen. Man wird sie also in ihrer Abhingig- 
keit von der Gestalt des Fundamentalbereichs betrachten miissen, um 
so eine Theorie zu gewinnen, welche sich zur gewdhnlichen Theorie 
der automorphen Functionen ebenso verhilt, wie die Theorie der 
elliptischen Modulfunctionen zur gewéhnlichen Theorie der elliptischen 
Functionen. 


Dabei wird die erste Frage sein, ob sich das zu einem Fundamental- 
bereich gehirige System automorpher Functionen bei stetiger Abdéinderung 
des Fundamentalbereichs stetig dndert? 

Um diese Frage zu beantworten, muss ich zuerst genau pricisiren, 
was ich unter stetiger Abdnderung einerseits des Fundamentalbereichs, 
andererseits des zugehdrigen Functionssystems verstehe. 

Ich will von zwei Kreisbogenpolygonen sagen, dass sie sich um eine 
beliebig kleine Grésse ¢ unterscheiden, wenn kein Randpunkt des einen 
Bereichs von dem niichsten Randpunkt des zweiten Bereichs weiter 
als um die Strecke ¢ entfernt ist und umgekehrt. Bewegt man einen 
Kreis vom Radius ¢ mit einem Mittelpunkte lings des Randes eines 
der beiden Bereiche, so soll also die Begrenzung des andern Bereichs 
immer ganz innerhalb des Streifens liegen, welcher von dem kleinen 
Kreise tiberstrichen wird. Am rationellsten wire es, die Entfernung « 
auf einer Kugel zu messen, auf die man die ¢-Ebene stereographisch 
projiciren miisste, um so die Ausnahmestellung des unendlichfernen 
Punktes auf der ¢-Ebene zu beseitigen. Da aber ein solches Messen 
mit grossen Umstindlichkeiten in den Formeln verbunden wire, so 
will ich den Unterschied der beiden Begrenzungen lieber in der ¢-Ebene 
messen, indem ich mir nur eventuell eine solche lineare Transformation 
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des Polygons vorbehalte, dass alle Punkte der Begrenzung im End- 
lichen liegen. 

Ferner sage ich von einer Function, dass sie unendlich klein von 
der Ordnung y ist, wenn sie in jedem in angebbarer endlicher Ent- 
fernung von jedem singulairen Punkte gelegenen Punkte bei hinreichend 
kleinem » immer ihrem absoluten Werthe nach unter einer angebbaren 
Grenze yg bleibt, wobei g eine von y unabhingige endliche angebbare 
Grosse bedeutet; mit andern Worten, wenn die Function durch y dividirt 
bei verschwindendem y dem absoluten Werthe nach unterhalb einer 
angebbaren endlichen von y unabhingigen Function bleibt. Und von 
zwei Functionssystemen sage ich, dass sie nur um eine kleine Grosse 
verschieden sind, wenn es zu jeder Function Z des einen Systems eine 
Function Z’ des andern Systems giebt, derart, dass die Differenz 
Z—Z’ wnendlich klein von der Ordnung y ist. 

Und nun heisst unsere Behauptung beziiglich der automorphen 
Functionen: 

Sind zwei Kreisbogenpolygone nur um eine beliebig klein zu machende 
Grosse ¢ verschieden, so sind auch die zugehdrigen Systeme automorpher 
Functionen und Integrale nur um eine mit « stetig verschwindende 
Grisse n verschieden. 

Diese Behauptung bleibt auch richtig, wenn man sich in der 
Aussage nur auf das System der automorphen Functionen eines jeden 
der beiden Bereiche beschrankt und die automorphen Integrale nicht 
mit hereinzieht. Fiir den Beweis jedoch wird es bequem sein, zuerst 
den Satz gerade fiir die Integrale zu beweisen, weil diese einen func- 
tionentheoretisch viel einfacheren Charakter besitzen, 

Und zwar werde ich mit meinem Beweise der Reihe nach folgende 
Schritte ausfiihren: Ich beweise namlich: 

1) dass die Green’schen Functionen G 

2) dass die conjugirten Potentiale Hé der beiden Bereiche nur 
und folglich die symmetrischen Integrale| um Gréssen y verschieden 
3. Gattung P sind, die mit ¢ stetig ver- 

3) dass die symmetrischen Integrale| schwinden, 

2. Gattung YF } 








4) dass in symmetrischen automorphen Functionen mit denselben 
im Polygon gelegenen Unendlichkeitsstellen die willkiirlichen Constanten 
so bestimmt werden kénnen, dass die beiden Functionen nur unendlich 
wenig verschieden sind, 

5) dass man zu jeder beliebigen automorphen Function des einen 
Bereichs eine ebenfalls automorphe Function des andern Bereichs 


finden kann, welche von der ersteren nur unendlich wenig ver- 
schieden ist, 
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6) dass man zu jeder zwischen zwei automorphen Functionen des 
einen Bereichs bestehenden algebraischen Gleichung eine von ihr nur 
unendlich wenig verschiedene zu entsprechenden Functionen des andern 
Bereichs gehérige algebraische Gleichung finden kann, 

7) dass entsprechende automorphe Functionen der beiden Bereiche 
dieselben auf unendlich wenig verschiedene geschlossene Riemann’sche 
Flichen conform abbilden. 


§ 3. 
Reduction auf den Fall, dass ein Polygon das andere umschliesst. 


Denken wir uns die beiden Kreisbogenpolygdne, welche sich nur 
um eine kleine Grosse ¢ unterscheiden, in passender Weise aufeinander- 
gelegt, so wird sich nach Voraussetzung die Begrenzung keines der 
beiden Polygone von der Begrenzung des andern Polygons um mehr 
als ¢ entfernen. Dabei wird aber im Allgemeinen an den verschiedenen 
Stellen der Begrenzung bald das erste Polygon iiber das zweite, bald 
das zweite tiber das erste hinausgreifen. Dies wiirde den unmittelbaren 
Vergleich der zu den beiden Polygonen gehérigen Green’schen Func- 
tionen erschweren; denn es wird néthig sein, die Green’sche Function 
des einen Polygons in Bezug auf ihre Werthe lings der Begrenzung 
des andern Polygons zu untersuchen, und man wmiisste daher erst 
genauer darauf eingehen, wie sich die Green’sche Function tiber die 
Grenze ihres Bereichs nach aussen fortsetzt. Diese Nothwendigkeit 
fallt wenigstens fiirs Erste fort, wenn der eine Bereich ganz im 
andern liegt. 

Noch eine andere Schwierigkeit stellt sich bei dem Versuche, die 
beiden Bereiche aufeinanderzulegen, in denjenigen Ecken ein, deren 
Winkel grésser als 22 ist; dort ist es, falls nicht die beiden Eckpunkte 
genau aufeinanderpassen, ohne Zerschneidung der Polygone gar nicht 
modglich, ihre Flichen aufeinanderzulegen. Aber auch diese Schwierig- 
keit zugleich mit der erstgenannten Unzutriglichkeit vermeide ich durch 
folgendes Verfahren: 

Seien S und S’ die beiden Polygone, G und G’ die zugehdérigen 
Green’schen Functionen; dann vergleiche ich diese letzteren nicht un- 
mittelbar mit einander, sondern mit der Green’schen Function T eines 
Bereiches =, der sowohl ganz in S, wie ganz in S’ liegt, und welcher 
von beiden Bereichen S und S’ nur unendlich wenig verschieden ist. 

Diesen Bereich 2 kann man sich z. B. auf folgende Weise con- 
struirt denken: man bewege, wie im vorigen Paragraphen, einen 
kleinen Kreis vom Radius ¢ mit seinem Mittelpunkt auf der ganzen 
Begrenzung des Polygons S hin. Die innere Begrenzung des von 
diesem Kreise tiberstrichenen Streifens liegt dann innerhalb sowohl von 
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S, wie von S’, und ist von der Begrenzung eines jeden dieser beiden 
Polygone um weniger als die mit ¢ verschwindende Grosse 2¢ entfernt; 
sie besteht ebenfalls aus einer endlichen Anzahl von Kreisbogen und 
sie umschliesst also einen Bereich 2, welcher den gestellten Be- 
dingungen geniigt. 

Wir haben nun das folgende einfachere Problem: 

Gegeben ist ein Polygon S und ein Polygon ZX, beide von einer 
endlichen Anzahl von Kreisbogen begrenzt, und so beschaffen, dass das 
zweite Polygon = ganz innerhalb des Polygons S liegt, wnd dass sich 
seine Begrenzungslinie 6 nirgend um mehr als ¢ (welches ich jetzt statt 
2 schreibe) von der Begrenzung s des Polygons S entfernt. Es ist 
zu beweisen, dass die zu den beiden Polygonen gehdrigen Green’schen 
Functionen G und T bei gleicher Lage des Unstetigkeitspunktes sich nur 
um eine mit « stetig verschwindende kleine Grisse » unterscheiden. 

Wihrend wir das Polygon S als fest gegeben ansehen, ist das 
Polygon 2 als variabel zu denken, so dass mit verschwindendem ¢ 
seine ganze Begrenzung gleichmiissig stetig in die Begrenzung von 
S iibergeht. Die einzelnen Kreise, welche S begrenzen, besitzen eine 
von é unabhingige endliche Liinge und Kriimmung, so dass ich ¢ so 
klein waihlen kann, dass es gegeniiber den Lingen und Kriimmungs- 
radien saimmtlicher Begrenzungsstiicke von S beliebig klein ist. Die 
Begrenzung des Polygons X dagegen Andert sich stetig mit ¢; dieselbe 
besteht zunichst aus einer gewissen Anzahl von endlichen Kreisbogen, 
die den Begrenzungsbogen von S entlang laufen, und denen gegeniiber 
é beliebig klein wird, ausserdem aber eventuell noch aus einer end- 
lichen Anzahl von Kreisbogen, deren Lingen und Kriimmungsradien 
mit ¢ unendlich klein werden, und welche denjenigen Ecken von S 
entsprechen, deren Winkel grdésser als z sind; so lange jedoch ¢ nicht 
wirklich verschwindet, sondern noch eine endliche, wenn auch noch 
so kleine Grésse ist, sind auch die Lingen und Kriimmungsradien 
dieser Kreisbogen noch endlich, wenn auch sehr klein, So lange also 
é nicht wirklich verschwindet, existirt zu dem Polygon 2 immer 
gewiss noch eine Green’sche Function [, und dass diese fiir lim ¢ = 0 
stetig in die Green’sche Function G des Polygons S iibergeht, dies 
soll eben bewiesen werden. 


§ 4. 
Beweis fiir den stetigen Uebergang von f in G bei verschwindendem «. 


In jedem Stadium der Annaherung der Begrenzung 6 von 2 an 
die Begrenzung s von S existirt eine Green’sche Function G des Polygons 
S und eine Green’sche Function [ des Polygons 2. Innerhalb und auf 


der Grenze von 2 sind beide Functionen gleichzeitig definirt, folglich 
auch ihre Differenz G —[. 
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Wahrend G und [ an der Stelle € des Polygons = unstetig 
werden wie log =, ist die Differenz G—T eine im ganzen Innern von 


= holomorphe Potentialfunction, Lings 6 verschwindet [ nach seiner 
Definition, wiaihrend G@ erst lings s verschwindet und lings o nur 
positive und héchstens lings der etwaigen gemeinsamen Theile von s 
und 6 verschwindende Werthe besitzt; folglich besitzt auch G —T[ 
lings 6 nur positive oder héchstens lings einzelner Stiicke ver- 
schwindende Werthe, nimlich dieselben wie G, und ist daher im 
Innern des Gebietes 2 iiberall positiv und kleiner als der grdsste 
Werth von G lings o. 


Wenn wir nun nachweisen kénnen, dass die Green’sche Function 
G, welche lings s verschwindet, innerhalb eines Streifens von der 
Breite ¢ lings der Innenseite von s unterhalb einer mit ¢€ stetig ver- 
schwindenden oberen Grenze y bleibt, so muss sie auch lings des ganz 
in diesem Streifen liegenden Curvenzugs 6 kleiner als » sein, und es 
muss G—T innerhalb von & unterhalb der mit ¢ stetig verschwindenden 
oberen Grenze y liegen. 


Dem Beweis fiir die Existenz einer solchen oberen Grenze 7 ist 
dieser Paragraph gewidmet, wahrend ich in den weiteren Paragraphen 
zeigen will, wie man eine solche obere Grenze wirklich geometrisch 
angeben kann. 

Man denke sich in dem Kreisbogenpolygon S die Niveaucurven 
G = a fiir alle positiven Werthe von @ construirt. Dieselben werden 
das ganze Innere von S erfiillen, und zwar so, dass sich nirgends 
zwei Curven tiberschneiden oder auch nur beriihren, und dass sich die 
Curven fiir lim a =-++ co unendlich dicht um den Punkt € dringen 
und fiir lim «= --0 sich lings ihrer ganzen Erstreckung unendlich nahe 
an den Rand s anschmiegen. 

Aus der in der Definition von G liegenden Eigenschaft, im ganzen 
Innern von S mit Ausnahme des Punktes € holomorph zu sein und 
bei Anniherung an den Rand gleichmissig stetig in den Werth 0 
iiberzugehen, ergeben sich folgende Kigenschaften des Systems von 
Niveaucurven im Innern und in der Nahe der Begrenzung von S: 

Die Entfernung zweier verschiedenen Niveaucurven G= «a und 
G =a’ kann nirgends wirklich verschwinden, als indem genau «= a’ 
wird, denn sonst wiirde G an den betreffenden Stellen nicht eindeutig 
und stetig sein. Andererseits kénnen die beiden Curven fiir lim « =a’ 
nirgends in endlicher Entfernung von einander bleiben, da sie sonst 
zusammen ein Gebiet in S umschliessen wiirden, in welchem G con- 
stant = « wire, was unméglich ist. Ferner kann eine Curve G = « 
den Rand nicht anders wirklich beriihren, als indem genau « = 0 ist, 
da sonst G an der betreffenden Stelle beim Zuschreiten auf den Rand 
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nicht gegen 0, sondern gegen @ convergiren wiirde; auch kann die 
Curve G =a fiir lim «a =0 nirgends in endlicher Entfernung vom 
Rande bleiben, da sie sonst mit dem Rande zusammen ein in S ge- 
legenes Flichenstiick begrenzen wiirde, in welchem G constant — (0 
wire. Die Entfernung der Curve G =a vom Rande s muss daher 
fiir lim a = 0 stetig und gleichmissig lings des ganzen Randes gegen 
Q convergiren. 

Nun achten wir auf alle diejenigen Niveaucurven, welche mit der 
von s umschlossenen Curve 6 einen oder mehrere Punkte gemeinsam 
haben. Unter allen diesen Niveaucurven wird es eine innerste Curve C 
geben, welche dem gréssten Werthe entspricht, den G lings 6 annimmt. 
Diese Curve C wird ganz innerhalb von 2 liegen und wird dessen Be- 
grenzung 6 in einem oder in mehreren Punkten von innen beriihren. Sie 
besitzt Punkte, welche von s héchstens um ¢ entfernt sind. Diese Niveau- 
curve muss nun (wenn man von dem trivialen Falle absieht, dass S und 2 
concentrische Kreise und & der Mittelpunkt derselben ist) gewiss ganz 
ausserhalb derjenigen Niveaucurve C’ liegen, deren kleinste Enterfnung 
vom Rande s genau = é« ist. Der Werth « von G auf C, und also das 
Maximum von G liings 6 muss daher gewiss kleiner sein, als der Werth von 
G auf der Niveaucurve C’. G—~y sei der Werth auf dieser letzteren Curve. 

Nun wihle ich ¢ immer kleiner, indem ich es stetig gegen 0 con- 
vergiren lasse. Man sieht leicht, dass dabei y immer abnehmen muss. 
Denn die Curve G = 9’, welche einem Werthe «’ < « entspricht, muss 
gewiss ausserhalb von Gy liegen; denn lige sie innerhalb von G—y, 
so giibe es innerhalb der letzteren Curve, und folglich auch auf ihr Punkte, 
welche vom Rande eine kleinere Entfernung als ¢ hiatten, und wenn 
die Curven G = y’ und G = y zusammenfielen, so giibe es wenigstens 
auf der Curve G=y Punkte, deren Entfernung vom Rande ¢’, also < ¢ 
wire. Jede folgende einem kleineren Werthe von ¢ entsprechende Curve 
liegt also ausserhalb der vorhergehenden und entspricht einem kleineren 
Werthe von 7. Die Abnahme des y muss ferner mit ¢ stetig erfolgen. 
Denn entspriiche dem kleinsten Abstande «+ 0 der Werth G=y 
und dem kleinsten Abstande « — 0 der Werth G = ’ < y, so wiirden 
die Curven G = » und G = 9’ nach den oben ausgesprochenen Sitzen 
iiber die Niveaulinien eine iiberall endliche Entfernung von einander 
haben. Auf der Curve G = liegt nach Voraussetzung mindestens 
ein Punkt, welcher von s die Entfernung « besitzt. Construirt man 
nun die kiirzeste Verbindungslinie dieses Punktes mit s, so muss die- 
selbe auch die Curve G =’ schneiden, und zwar so, dass dieser 
Schnittpunkt dem Rande um ein endliches Stiick niiher liegt, als der 
Ausgangspunkt auf der Curve G=~y. Also giibe es auf G=y 
mindestens einen Punkt, welcher eine um ein Endliches kleinere Ent- 
fernung vom Rande s besisse, als ¢, entgegen der Voraussetzung. 
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yn nimmt also mit « stetig ab; zugleich muss fiir ¢ > 0 auch 
y > 0 bleiben, da man sonst zu einer Niveaucurve G = 0 kiime, welche 
nicht mit dem Rande zusammenfiele, was, wie oben gezeigt, unmdglich 
ist. Folglich muss fiir lime—0O 4 stetig gegen eine bestimmte Grenze 
convergiren, welche > 0 ist. Diese Grenze kann aber nicht > 0 sein, 
da man sonst fiir lim ¢ = 0 eine Niveaucurve von G bekiime, welche 
mit dem Rande mindestens einen Punkt gemein hatte, und auf der 
doch G noch von 0 verschieden wire, was ebenfalls oben als un- 
moglich erwiesen ist. 

Folglich muss y mit ¢ stetig gegen 0 convergiren. 

Damit ist bewiesen, dass mit abnehmendem « die Differene G -—T 
der beiden Green’schen Functionen in dem ganzen Gebiet X einschliesslich 
des Randes unterhalb der mit « stetig gegen 0 convergirenden Grenze 
liegt, was zu beweisen war. 


§ 5. 
Zur geometrischen Abschitzung von 7: 
Abschatzung der Green’schen Function fiir das Innere des Polygons. 


Wenn auch die Existenz einer mit ¢ stetig verschwindenden oberen 
Grenze » im vorigen Paragrapben mit hinlinglicher Strenge erwiesen 
sein diirfte, so wird es doch wiinschenswerth sein, eine solche obere 
Grenze y fiir jedes vorgelegte Kreisbogenpolygon wirklich geometrisch 
aus den Bestimmungsstiicken des Polygons zu construiren, zugleich 
um einzusehen, in welchem Masse mindestens 9 mit ¢ gegen 0 con- 
vergirt, ob wie é selbst, oder wie eine angebbare Potenz oder ein 
anderer Ausdruck von é. 

Es kommt dies darauf hinaus, die Werthe der Green’schen Function 
G in der niichsten Nihe des Randes abzuschiitzen. Diese Aufgabe 
erfordert jedoch die vorhergehende Lésung folgender Aufgabe: 

Es soll fiir die Werthe der Green’schen Function G lings irgend 
einer geschlossenen den Unstetigkeitspunkt & wmschliessenden und ganz 
im Innern des Bereichs gelegenen Curve auf geometrischem Wege eine 
obere Grenze angegeben werden. ; 

Bevor ich dieses Problem fiir den allgemeinsten méglichen Bereich 
lése, will ich zunachst einen specielleren Fall vorannehmen, in welchem 
man mit einfacheren Hiilfsmitteln zum Ziele gelangt, als im all- 
gemeinen Fall. 

Der Bereich soll niimlich so beschaffen sein, dass er irgend ein 
endliches Stiick der Ebene wnbedeckt lésst, wihrend er sich im iibrigen 
beliebig mehrfach tiberdecken und Zusammenhang beliebig hoher Ord- 
nung besitzen mag. 

Der Einfachheit halber will ich voraussetzen, — was man immer 
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durch eine projective Transformation ¢’ = “6+ 6 dey Ebene erreichen 
kann —, dass das unbedeckte Stiick der Ebene den unendlich fernen 
Punkt enthilt. 

Die Function G soll lings des Randes s verschwinden und an 
der Stelle € unstetig werden wie log . Bedeutet @, den Radius des 
kleinsten um § als Centrum beschriebenen Kreises, welcher nicht 


in das Innere von S eintritt, so ist log ® eine Potentialfunction, 
welche lings des Randes s nirgends negativ, sondern, wenn man von 
dem trivialen Fall eines Kreises mit dem Centrum & absieht, mindestens 
lings eines endlichen Stiickes positiv, ev. auch in einzelnen Punkten 
des Randes positiv logarithmisch unendlich ist, und welche an der 
Stelle €, sowie an denjenigen Stellen des Bereichs, die itiber demselben 
Punkte der €-Ebene, wie €, aber in einem andern Blatte liegen, un- 


stetig wird wie log -. Die Function G — log ® ist daher lings des 
ganzen Randes nirgends positiv, sondern mindestens lings eines end- 
lichen Randstiickes negativ, ev. in einzelnen Punkten des Randes 
negativ logarithmisch unendlich, und ist im Innern an der Stelle & 


holomorph, an den andern mit § gleichliegenden Stellen aber negativ 


logarithmisch unendlich. Folglich ist G — log ® im ganzen Innern 


des Gebiets nothwendig negativ, d.h. G < log &. Da G im Innern 


nothwendig positiv ist, so haben wir also fiir jeden Punkt im Innern 
des Bereichs 
0< G < log <. 


Wollen wir nun eine obere Grenze fiir die Werthe von G lings 
irgend einer im Innern von S liegenden, den Punkt € umschliessenden 
Curve s, bestimmen, so bestimmen wir den Radius 7, des gréssten 
um € als Centrum beschriebenen Kreises, welcher noch ganz innerhalb 
des von s, umschlossenen Gebietes liegt. 

Dann ist liings dieses Kreises, und also auch liings der ganz zwischen 
diesem Kreise und der Begrenzwng s des Bereichs liegenden Curve s, 


0< G< log ~~ 
und zwar bleibt diese Ungleichung auch richtig, wenn die Curve s, 
sich etwa in einem anderen Blatte naher als bis auf die Entfernung 


y, an den Punkt & heranziehen, ja vielleicht gar durch denselben hin- 
durchgehen sollte. 


Wenn ich mich jetzt zum allgemeinen Falle eines Bereichs wende, 
der keinen Theil der Ebene unbedeckt lisst, so versagt das eben ein- 


geschlagene Verfahren, weil die Function log - dann nicht nur positive, 
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sondern auch nothwendig negative Unendlichkeitsstellen im Bereiche 
haben wiirde. Ich kénnte allerdings zum Ziele gelangen, indem ich so, 
wie Poincaré es bei einer Gelegenheit thut*), zum Vergleich die Modul- 
function heranzége; da es aber mein Bestreben ist, mdglichst alle Ab- 
schiitzungen auf die Berechnung rationaler Functionen zuriickzufiihren, 
so bleibt uns nichts iibrig, als dass wir genau die einzelnen Schritte ver- 
folgen, vermittelst deren man nach dem Schwarz-Neumann’schen 
Combinationsverfahren die Green’sche Function fiir einen solchen Be- 
reich construirt. 

Dazu brauche ich aber einen gewissen Hiilfssatz, der als noth- 
wendige Erginzung zu Schwarz’ alternirendem Verfahren eine allge- 
meinere Bedeutung besitzt und daher in einem besondern Paragraphen 
dargestellt werden soll. 


§ 6. 
Abschitzung des Convergenzexponenten im Schwarz’schen alternirenden 
Verfahren. 
Ich will folgenden Satz beweisen : 


Construire ich ein Potential u, welches liings einer ganz im Innern 
des Bereichs S liegenden geschlossenen Curve s, irgendwelche endliche 
vorgegebene Werthe mit der oberen Grenze M annimmt, welches lings 
der dusseren Begrenzung s des Bereichs S verschwindet , wnd welches in 
dem ganzen zwischen s, und s liegen- 
den Gebiete S, holomorph ist, so 
kann ich fiir jede zwischen s und s, 
gelegene Curve s, durch eine endliche 
Anzahl geometrischer Schritte einen < 





Pa 
ax \ 
i 
al 

| 


\ f \ 
von 0 verschiedenen echten Bruch g \ \ TW 
angeben , welcher die Bedeutung hat, \ A DA \ 
dass das construirte Potential u lings \ { *\~\\ \ 
a : \ \ %, | 
s, unterhalb “ oe Grenge ..% 4 De, / | 
—g)- \ tt 
bleibt. ign 
Um dies zu beweisen, verbinde 3| Net / 
ich irgend einen beliebigen Punkt der | —s sail 
Contur s, mit irgend einem Punkte | wv 
des Randes s durch eine ganz im nnn / 


Innern des Gebietes S, verlaufende 
Linie C. Diese Linie iiberdecke ich 
so mit einer endlichen Anzahl von Kreisscheiben, dass die erste Kreis- 
scheibe mit einem endlichen Stiick iiber den Rand s hinausgreift, dass 


*) Bull. de la Soc. math. de France XIII. 
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jede folgende Kreisscheibe mit der vorhergehenden ein endliches Stiick 
gemein hat und ganz in S, liegt, und dass die letzte Kreisscheibe 
noch um ein endliches Stiick iiber den auf s, liegenden Endpunkt der 
Linie C hinausgreift, ohne doch in das von s, abgegrenzte Gebiet ein- 
zutreten. Die ganze Curve C liegt dann vollstindig innerhalb des von 
den Kreisscheiben bedeckten Gebiets, und man kann auch noch die 
Curve C in einen iiber ihren Endpunkt hinausgreifenden Flichen- 
streifen 7’ von endlicher Breite einschliessen, dessen Punkte jeder im 
Innern mindestens einer Kreisscheibe in endlicher angebbarer Knt- 
fernung vom Rande derselben liegen. 

Die erste Kreisscheibe, diejenige, welche tiber den Rand s hinaus- 
greift, mége K, heissen, dasjenige Stiick ihrer Contur, welches ausser- 
halb des Bereiches S liegt, heisse t,, der iibrige innerhalb von 8S 
liegende Theil der Contur sei 6,. Die v'* Kreisscheibe, vom Rande 
aus gerechnet, werde K, genannt, das Stiick ihrer Contur, welches 
zugleich in der vorhergehenden Kreisscheibe und in dem Flichen- 
streifen 7’ liegt, heisse t,, der iibrige Theil ihrer Contur 6,. Wenn 
endlich » die Anzahl aller Kreisscheiben ist, so mége tai; = T das- 
jenige Stiick der Limie s, bedeuten, welches innerhalb des Flichen- 
streifens 7’ liegt. 

Nun sei 7, der Radius des Kreises K,, 2g, sei die Winkeléffnung 
des Bogens t,, und d, sei die kleinste Entfernung des Bogens 1,4; 
vom Rande der Kreisscheibe K,. Setze ich dann 


g d 
W= 2 arctg Ga" 7 tg >) , 
mit der Massgabe, dass fiir arctg der zwischen 0 und . liegende Werth 
zu wiahlen ist, so ist y, ein gewiss von 0 verschiedener echter Bruch, 
welcher fiir die Kreisscheibe K, folgende Bedeutung hat: 

Ein in K, holomorphes Potential, welches lings t, verschwindet, 
liings 6, dagegen den Werth | besitet, ist léngs t,11 tiberall <1 — y,. 

Aus dieser Bedeutung der Constanten y, folgt dann weiter fol- 
gender Satz: 

Wenn eine in K, holomorphe Potentialfunction lings t, die obere 
Grenze M,, lings 6, die obere Grenze M>M, hat, so geniigt thre 
obere Grenze My: lings t,4, der Ungleichung 

Myai < ~My + (1 — yy) 
Denn eine solche Potentialfunction ist im Innern der Kreisscheibe 
gewiss nicht grésser, als diejenige Potentialfunction, welche lings t, 
den constanten Werth M,, lings 6, den constanten Werth M besitzt. 
Diese letztere Function ist aber tiberall um die Constante M, grdsser, 
als diejenige Function, welche lings t, verschwindet und lings 6, den 
constanten Werth M — M, besitzt; und diese wieder erhilt man durch 


. 
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Multiplication mit der positiven Constanten M — M, aus der Function, 
welche lings t, verschwindet und lings 6, den Werth 1 hat. Folglich ist 
My41 <M, + (1 — vv) (M—M,), 
worin sich die rechte Seite sofort in die oben angegebene Form umrechnet. 

Man sieht auch, wenn man die rechte Seite in der Gestalt 
schreibt, dass jedesmal, wenn M, < U/ ist, von selbst auch M,.1 < M wird. 

Diese Begriffe und Siitze wenden wir auf unsere Kette von Kreis- 
scheiben der Reihe nach an, Die in S, holomorphe Potentialfunc- 
tion u, welche liings s, die positive obere Grenze M besitzt und lings s 
verschwindet, ist, wie wir auch ohne genate Abschiitzung von vorn- 
herein wissen, innerhalb von S, iiberall positiv und <M. Wir 
betrachten dieselbe nun zuerst in demjenigen von s und 6, begrenzten 
Theile der Kreisscheibe K,, welcher innerhalb S liegt. Sie verschwindet 
lings s und ist lings 6, gewiss < M. Dann muss sie aber in K, 
kleiner sein als dasjenige in ganz K, holomorphe Potential, welches 
lings t, verschwindet und liings 6, die obere Grenze M besitzt; also 
muss ihre obere Grenze lings t, der Ungleichung geniigen: 

M, < (1 — ») ul. 
Nun schliessen wir von hier aus weiter fiir den Kreis K,, da u 


lings t, unter der oberen Grenze M,, lings 6, unter der oberen Grenze 
M bleibt, dass die obere Grenze von w lings 1, 


M; < y.M, + (1 — y.) M=y,(1 — y,) M+ (1 — ».) M, 


d. h. 
M; < (1 — %4 72) M 
ist. Ebenso finden wir weiter 
M, < (1 — 7273) M 
u. s. w. und schliesslich, wenn wir das Stiick t,,, der Curve s, kurz 
mit t, und die zugehérige obere Grenze des Potentials « mit M_ be- 


zeichnen : M<(l—nm-..%) a 
Somit ist es uns in der That gelungen, wenigstens fiir ein endliches 
Stiick ¢ der Curve s, einen solechen von 0 verschiedenen echten Bruch, 
nimlich 

9 =%1-%2-%s+++ Yn 
zu finden, dass jede Potentialfunction, die lings s, die obere Grenze 
M besitzt, lings t unter der oberen Grenze (1 — g) MU bleibt. 

Nun kénnen wir aber den Flichenstreifen 7 vom Rande aus an 
jede beliebige Stelle der Linie s, heranfiihren. Wir kénnen also fiir 
beliebig viele endliche Stiicke + der Linie s, je eine Zahl g abschiatzen. 
So kénnen wir erreichen, dass nach einer endlichen Anzahl solcher 
Abschiitzungen jeder Punkt der Linie s, mindestens auf einer solchen 
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Strecke + liegt, fiir welche ein Bruch g abgeschitzt ist. Wir legen 
dann jedem Punkte von s, denjenigen Werth g bei, welcher zu der 
Strecke t gehdrt, auf der er liegt, und wenn er auf mehreren Strecken 
t liegt, den gréssten der zugehérigen Werthe g. Nachdem so jedem 
Punkte der Linie s, ein von 0 verschiedener echter Bruch g zugeordnet 
ist, wahlen wir unter allen diesen Werthen g den kleinsten aus, und 
dieser ist dann die’ gesuchte zu der Linie s, in Bezug auf s, gehdrige 
Constante g, welche in dem Satze auf 8. 485 postulirt wird. Wir 
kénnen die letztere also in der That durch eine endliche Anzahl 
geometrischer Constructionen abschiitzen, w. z. b. w. 


§ 7. 
Endgiltige Abschitzung der Green’schen Function fiir das Innere des 
allgemeinsten Bereichs. 


Nun wollen wir, wie bereits in Aussicht genommen, versuchen, 
aus der Eigenthiimlichkeit des Schwarz’schen alternirenden Verfahrens 
heraus eine obere Grenze fiir den Werth der durch dasselbe dargestellten 
Green’schen Function zu finden. 

Es sei wieder s die Begrenzung des Kreisbogenpolygons, & der 
Unstetigkeitspunkt der herzustellenden Green’schen Function, 0, sei 
der Radius des gréssten um den Punkt € als Centrum beschriebenen 
Kreises, welcher noch mit seiner ganzen Fliche in dem Bereich liegt. 
s,; und s, seien zwei im selben Blatt wie & gelegene concentrische 
Kreise mit dem Mittelpunkt €, deren 


a _—— ae 


sim \ Radien den Ungleichungen geniigen: 
“a \ 0<1 << 
~~ Wir denken uns nun die Con- 
\ ail — “~ stante g der Linie s, in Bezug auf die 
\ / ya *\ Linies, nach dem Verfahren des vorigen 
: \ / Paragraphen abgeschitzt, so dass also 
/ eine lings s verschwindende Potential- 
/ function, die lings s, die obere Grenze 


a sl / M besitzt, lings s, unterhalb der oberen 
/ 


ta 


Grenze (1 — g) M bleibt. 
S, sei das zwischen s, und s ge- 


ig legene mehrfach zusammenhingende 
ie > al Gebiet, S, sei die von s, begrenzte 
™ Vig. 2. Kreisfliche, so dass also S, und 8, 


das zwischen s, und s, gelegene ring- 
férmige Gebiet gemein haben. Nun construirt man zuerst eine in 8, 
holomorphe Potentialfunction , welche lings s verschwindet und lings s, 
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_— ’. . _ . 
den constanten positiven Werth log * annimmt. Diese Potential- 


i 
function werde mit wu, bezeichnet, ihre Werthe lings s, mit u,’ und 
ihre Werthe lings s, mit u,”. Da die Werthe u,’ nicht grésser als 
No _: oe Yo . ; 
log * sind, — niimlich = log = —, So sind nach unserm Satze aus 
i " ay 


dem vorigen Paragraphen die Werthe u,” lings s, simmtlich positiv 
und kleiner als (1 — g) - log = 
"s 


Zweitens construirt man ein in S, holomorphes Potential u,, dessen 
Werthe wu,” lings s, mit den Werthen wu,” der Function u, lings der- 
selben Linie iibereinstimmen. Die Werthe der neuen Function «, 
lings s, mégen wu,’ heissen; dieselben liegen natiirlich zwischen den- 
selben Grenzen, wie die Werthe u,” und u,", sind also ebenfalls positiv 


und kleiner als (1 — g) log “3. 
"1 


Drittens bildet man fiir 8, ein holomorphes Potential w,, das 
* : r Ye *) , To 
lings s verschwindet und dessen Werthe wu,’ lings s, mit wu, + log 4 


libereinstimmen. Die Differenz «, — u, ist dann ebenfalls eine in S, 
holomorphe Function, welche lings s verschwindet, und zwar stimmen 
ihre Werthe w,’ — u,' liings s, mit den Werthen w,’ tiberein, sind also 
*,° . Tos . . 
positiv und kleiner als (1 — g) log ~- Dann folgt aber wieder aus 
ad 

unserem Satze, dass die Werthe wu,” — u,” lings s, positiv und kleiner 
° 1's 

als (1 — g)* log = 
Darauf consiruirt man ein viertes in S, holomorphes Potential w,, 
dessen Weithe wu,” lings s, mit den Werthen wu,” iibereinstimmen, Da 


u, daselbst mit wu,” iibereinstimmt, so stimmt die Differenz wu,” — wu,” 


sind. 


mit u,”—u,” iiberein, ist also positiv und kleiner als (1—g)?log -- Die- 

i 
selbe Ungleichung muss also auch fiir uw,’ — u,' gelten. 

Kin fiinftes Potential wu, soll dann wieder in S, holomorph sein, 
on . or) . , , 1s 
langs s verschwinden und lings s, die Werthe wu,’ =u,’ +- log ~ be- 

« © ry 
sitzen. wu, —u, stimmt dann mit uw,’ — u,' iiberein, ist also positiv 
- © Vs , . . a . “~~ 
und kleiner als (1 — g)? log mg folglich ist lings s, die Differenz 
i 
” ” « Vs 
U; — Ug < (1 —g)* log = 
1 

So fortfahrend gelangt man zu einer unbegrenzten Reihe ab- 
wechselnd in S, und S, holomorpher Functionen, und es zeigt sich, 
dass die Functionenreihen : 

Uy ; Us 


Ve Ye ! "2 
ut, + log ©, u, + log *, mu, + log 


Mathematische Annalen, XLY. 33 
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in dem gemeinsamen Theile der Gebiete S, und S, gegen dieselbe 
Grenzfunction « convergiren, welche als Grenzfunction der ersten 
Reihe zugleich im ganzen Gebiet S,, als Grenzfunction der zweiten 
Reihe zugleich im ganzen Gebiete S,, mithin tiberhaupt im ganzen 
Gebiet S erklart ist und alle fiir die gesuchte Green’sche Function G 
geforderten Eigenschaften besitzt. uw ist daher die gesuchte Green’sche 
Function. Diese liisst sich also sowohl lings s, wie lings s,, wo ja 
beide Functionenreihen definirt sind, entweder in der einen oder in 
der andern der folgenden Gestalten darstellen: 


U, + (Us — U,) + (4, — Uy) + 
log a -f- ty ++ (4, — My) + (Ug — %) +--- 


Dann folgt aber sowohl aus der ersten, wie aus der zweiten Reihe 
iibereinstimmend mit Benutzung der fiir die Differenzen angegebenen 
Ungleichungen, dass 


lings sw < log * + (1g) log" + (1g log ®* + - -, 
lings s, wu” < (1—g)log 2 + (1—g)log + (1—g)}log = 4... 
ist, oder, wenn wir die Reihen summiren: 

Die Green’sche Function G ist liings des Kreises s, kleiner als 
; log < liings des Kreises s, kleiner als > 7 log = wobei g ein positive 
echter Bruch ist, den man mit Hiilfe einer endlichen Anzahl geometrischer 
Constructionen berechnen kann. 

Damit ist die Aufgabe, fiir irgend eine bestimmte den Unstetigkeits- 
punkt umschliessende Curve die obere Grenze der Green’schen Function 
abzuschiitzen, thatsichlich gelést, naimlich fiir die Kreise s, und s,. 
Dieselbe obere Grenze, wie fiir ‘den Kreis s, gilt natiirlich erst recht 
fiir jeden ausserhalb s, gelegenen Punkt und fiir jede Curve, die nicht 
in den Kreis s, eintritt, Aber man kann die obere Grenze fiir Punkte 
ausserhalb s, durch das Verfahren des vorigen Paragraphen noch weiter 
erniedrigen. Jedenfalls ist damit die Lésbarkeit der Aufgabe fiir jede 
beliebige nicht in s, eintretende Curve nachgewiesen. 

Aber auch fiir jeden innerhalb von s, gelegenen Punkt kénnen 


wir sofort eine obere Grenze fiir den Werth von G angeben: Lings 


. sas 1 r, : . YT: ss 
s, ist nimlich G < - log *. Die Function G — log ~ ist also lings 
i 


. 1—g r, . : — ; 
s, kleiner als 7 log “2, folglich, da sie innerhalb s, holomorph ist, 
g " 


gilt auch innerhalb des Kreises s, die Ungleichung 


V2 
r 


1 i—g fr. 
G— log? < ; log 5 
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oder 
iw r Y 
G< 9 log 2 + log ~*, 
gO r 


oder anders geschrieben: 
’ 1 Yr r 
¢ . - log = low —. 
+ < Log + log” 


Damit kénnen wir auch fiir jede dem Punkt & beliebig nahe kommende, 
nur nicht durch ihn selbst hindurchgehende Curve eine endliche obere 


Grenze fiir den Werth der Green’schen Function lings derselben an- 
geben. 


Abschatzung der Green’schen Function in der Nahe gewéhnlicher 
Randpunkte. 


Um die Werthe der Green’schen Function in der Nihe eines Rand- 
punktes abzuschiitzen, kann man so verfahren, dass man den betreffenden 
Rtandpunkt in eine den Rand orthogonal schneidende Kreisscheibe ein- 
schliesst, dass man den im Polygon S liegenden Theil dieser Kreis- 
scheibe so auf einen Halbkreis abbildet, dass das Centrum desselben 
dem in Rede stehenden Randpunkt entspricht, und nun die Green’sche 
Function fiir die Umgebung des Kreiscentrums abschiitzt. Dabei wird 
man einerseits beachten, dass liings des Durchmessers des Halbkreises 
G verschwinden soll, und wird andererseits aus dem vorigen Paragraphen 
das Resultat entnehmen miissen, dass man liings des Halbkreises eine 
endliche obere Grenze fiir G abschiitzen kann. 

Dies geschilderte directe Verfahren fiihrt jedoch besonders in der 
Niihe der Ecken zu sehr umstiindlichen Rechnungen und geometrischen 
Abschiitzungen, die ich zum guten Theil vermeiden kann, wenn ich 
folgende Modification vornehme: ich schitze niimlich nicht unmittelbar 
den Werth von G selbst in einer kleinen Umgebung « des Rand- 
punktes ab, sondern die Ableitung von G nach einer beliebigen Richtung 
in einer Umgebung des Randpunktes von endlicher Grosse. Durch 
eine endliche Zahl von Schritten kann ich so die Ableitung von G 
innerhalb eines ganzen Streifens von endlicher Breite lings der Innen- 
seite des Randes s abschiitzen. Hat man so z. B. innerhalb einer end- 
lichen Umgebung eines gewodhnlichen Randpunktes eine obere Grenze 
gy fiir den absoluten Werth der Ableitung von G nach jeder Richtung 
der §-Ebene gefunden, so braucht man sich G selbst nur durch Inte- 
gration vom niichsten Randpunkt aus dargestellt zu denken, um zu 
sehen, dass innerhalb eines schmalen Streifens von der Breite « lings 
des Randes, soweit derselbe in der betrachteten endlichen Umgebung 
des betreffenden Randpunktes liegt, die Green’sche Function G < eg, 
sein muss. 


33* 
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Aehnlich, wenn auch im Einzelnen umstiindlicher, gestaltet sich 
die Untersuchung in der Nihe einer Ecke. 

Ich schreite jetzt zur Ausfiihrung des angegebenen Verfahrens, 
zuniichst fiir die Umgebung eines gewdhnlichen Randpunktes. 

Zuerst denke ich mir um den Unstetigkeitspunkt § der Green’schen 
Function eine ganz im Innern des Bereichs s liegende den Punkt & 
umschliessende Curve s,, z. B. einen beliebig kleinen, aber endlichen 
Kreis gezogen, liings dessen als obere Grenze der Green’schen Function 
der Werth M gefunden werde. Das von der Curve s, umschlossene 
den Punkt € enthaltende Flichenstiick heisse S,, der tibrige zwischen 
s, und s liegende mehrfach zusammenhingende Theil des Bereiches S 
sei S, genannt. 

Nun sei €, ein gewohnlicher nicht in der unmittelbaren Umgebung 
einer Ecke liegender Randpunkt des Bereichs. Derjenige an der Be- 
grenzung des Polygons theil- 


*\. nehmende Kreis, der ,,Rand- 
~ . . 
en , kreis“, auf welchem €, liegt, 


habe den Durchmesser a, und 
:) . | derjenige Punkt dieses Rand- 
~ ; \ nae welcher dem Punkt 
; = _\) ‘\i diametral gegentiberliegt, 
+ a heisse £,. 
// h- an Setze ich dann 
; _ wh. foe § 
i b \ §— bo . at ar 
: ! ; wobei das Zeichen + oder — 
\ Fy ! gelten soll, je nachdem der 
! j Randkreis nach aussen concav 
oh J Y oder convex ist, so stellt 
“A a y = const. einen Kreis vor, 
$ Wie. 2. welcher auf dem Randkreise 
senkrecht steht, und die Werthe 
von m, welfhe zwischen 0 und z liegen, g geben dnimnion Stiick dieses 
Kreises, welches mit dem Polygon S auf derselben Seite des Rand- 
kreises liegt. 

Ks sei ein Werth 7, zwar moglichst gross, aber doch so klein gewiahlt, 
dass der Kreis = 7, von dem Gebiet S, eine den Punkt §, auf seiner 
Begrenzung enthaltende rechtwinklige Kvreissichel abschneidet, Der 
Kreis r = r, darf also keine anderen Randpunkte von S einschliessen, 
als soleche, welche mit €, auf demselben Bogenstiicke liegen, und darf 
in das Gebiet S, nicht eintreten. Das Innere der so abgeschnittenen 
Sichel ist dann durch die Ungleichungen gegeben: 

0<r<ry, OS pK. 





¥ 
5 
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Die durch den Randkreis gebildete Begrenzung der Sichel heisse 
das ,,Randstiick“, gegeben durch gp =0 und g =z, die durch den 
Orthogonalkreis r = r, gebildete Begrenzung das ,,Bogenstiick“. 

Nun weiss ich, dass G in der ganzen Sichel holomorph ist, dass 
es lings des Randstiickes verschwindet und lings des Bogenstiickes 
iiberall positiv und kleiner als M ist, Eine in der rechtwinkligen 
Sichel holomorphe Potentialfunction, welche lings des Randstiickes 
verschwindet, kann ich aber durch eine in der ganzen Sichel con- 
vergente Reihe folgender Gestalt darstellen: 


G=a,rsing + ar? sin 29 + ar sindgp+--:-, 
worin sich die Coefficienten aus den Werthen G der Green’schen 


Function lings des Bogenstiickes durch folgende Formel berechnen 


lassen: 
nan 


2 1 —T « 
ay=—-—-—: J Gsnvg- dg. 
al ry 
0 


Da G, und also auch der absolute Werth des Integranden im 
ganzen Iutegrationsintervall kleiner als M ist, so folgt hieraus 


—— 2M 
| Qy <= _ 
To 
Ich bilde ferner die zu G conjugirte Potentialfunction: 
H = — ar cos g — a,r* cos 2m — azr? cos 3m —-:-- 


G+iH = P ist dann eine analytische Function des complexen 
Argumentes Z=—~r.e'?, also auch des complexen Argumentes €, und 
zwar ist 

a Be =o a 3 -f€— &, 
P= 7o+ 72" 4+ i le Z=+ai® = 

Die Ableitung von G nach irgend einer beliebigen Richtung der 
¢-Ebene werde mit ax bezeichnet. Dieselbe muss ihrem absoluten 
Werthe nach, welches auch die Richtung der Differentiation sein mag, 
kleiner oder héchstens gleich dem absoluten Werthe der Ableitung von 
P nach € sein, also: 


|a@| — \dP| __ |dP| az) 
oe | = |\de| — |az\" | dé| 
Nun folgt aus der Reihenentwicklung von P die Reihe: 


dP ay 


24. 3G, ) 
mets T eS TS tes 


mithin, da der absolute Werth einer Summe héchstens gleich der 
Summe der absoluten Werthe der einzelnen Summanden ist: 


IP | Pe pa 
Gz| <l%l + 2\a, -r+3 a,|- 7 ess, 
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also mit Riicksicht auf die oben angegebenen fiir die Coefficienten a, 
geltenden Ungleichungen: 


i@P} 2M , 2M , 29M 4, 21, 
ldz oon +2 Te r$s r > =—M (%) — rv)? 
Ferner ist y 
az F - fo — So . 


dg - . = (¢ — &)* 

Hierin ist |£, — {| nichts anderes, als die Entfernung der beiden 
Punkte £, und & von einander, also 

So = g, = a. 
¢—£,| ist die Entfernung eines Punktes auf dem Kreise r vom 
Punkte €, also grésser oder gleich der kleinsten Entfernung dieses 
Kreises vom Punkte §,, d. h. 

Ig — & | > 


Aus all diesem ergiebt sich, dass 


az 
a br 


dZ| < Ste 
d¢| 4 _ (14 7 
ist. Dies mit dem fiir oo gefundenen Resultat zusammen ergibt 
den Satz: 
Liings des Kreises r geniigt der nach irgend einer Richtung t ge- 
nommene Differentialquotient von G der Ungleichung: 
a oy \2 
Be < aS + 
Da die rechte Seite dieser Ungleichung immer kleiner wird, wenn 
man r verkleinert, so ist dieselbe Ungleichung mit demselben nume- 
rischen Werthe der rechten Seite erst recht im Innern des Kreises r 
giiltig. Wiahle ich z.B. r= @r,, unter @ irgend einen beliebig 
wahiten echten Bruch verstanden, so hat man den Satz: 


Innerhalb und auf dem Rande des Kreises r= @r,, gilt iiberall 
die Ungleichung: 


ae- 
ge 


oG| . 23M rey 
ng) ‘a 4ot 
Ot | (1 — #)? ro 
Damit habe ich in der That eine endliche obere Grenze fiir den 
absoluten Werth der Ableitung von G innerhalb eines den Punkt &, 
umgebenden Gebietes von endlicher Ausdehnung gefunden; denn der 
Rand der Kreisfliche r=r, hat die von 0 verschiedene Minimal- 
entfernung 
Po 
i+" 
a 
vom Punkte &,. 
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Die gefundene obere Grenze fiir das Innere des Kreises r = @r, 
heisse g. Dann ist, wie schon zu Anfang dieses Paragraphen bemerkt, 
die obere Grenze der Green’schen Function G selbst innerhalb eines 
Streifens von der Breite « lings der Innenseite des Randes s, soweit 
der Streifen den Kreis Or, durchzieht, < &g, sodass damit die Ab- 
schitzung von G lings eines endlichen Randstiickes zu beiden Seiten 
des Punktes € vollbracht ist. 

Sowie zu beiden Seiten des Punktes &, kann man die Abschitzung 
von G lings des Randes bis in eine beliebig kleine, nur nicht ver- 
schwindende, sondern endliche Entfernung von jeder Ecke durchfiihren. 
Jedoch bis in die Ecken selbst hinein kann man auf diese Weise 
nicht gelangen. Fiir deren Umgebung ist daher eine besondere Be- 
trachtung nothwendig. 





§ 9. 
Abschatzung in der Umgebung gewéhnlicher Ecken. 


€, sei jetzt eine Polygonecke mit dem Winkel 42, wobei A weder 
0 noch eine ganze Zahl sein mége. peel 
Die beiden in £, zusammenstossenden ~— ee 
Randkreise des Polygons mégen als | % 7 
erster und zweiter Randkreis unter- / _ ( J 
schieden werden, nach der Reihen- / /* — 
folge, in der man dieselben trifft, or \ 
wenn man das Polygon im Uhr- {/ \~ \ \ 
zeigersinn umlauft. § sei der andere | pa \ _ | 
Schnittpunkt dieser beiden Rand- | i > al 
kreise, a = |€,—£,| die Ent- Ve 
fernung der beiden Punkte €, und \ ty / 
, von einander, welche sicher von at 
0 verschieden ist, da A als ein aaa ke 
Bruch vorausgesetzt ist, die beiden 
Kreise sich also wirklich schneiden, ne 





nicht beriihren. w bedeute den- ve 
hd oe “ive 
jenigen Winkel, welchen die tiber =“ /\ 
° ” al ‘ \ 
¢, hinaus verlingerte Verbindungs- oN Se 


linie der Punkte €, und €, mit dem 
ersten Randkreise bildet, und zwar 
von diesem Randkreise aus so ge- 
messen, dass die dem Uhrzeigersinn entgegengesetzte Richtung als 
positiv gilt, 

Setze ich 


Fig. 4. 





¢—f _ re? z? 


= —_ >. — a ] 
t i a ae yp ae yw 
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so bedeutet r—const. einen Kreis, welcher die beiden in €, zusammen- 
stossenden Randkreise orthogonal schneidet und die zwischen 0 und 
Az liegenden Werthe von @ stellen denjenigen Theil dieses Kreises 
vor, welcher zwischen den Schenkeln des Polygonwinkels liegt. 

Ich wihle einen Werth r, méglichst gross, aber doch so klein, 
dass der Kreis r= yr, von dem Gebiet S, {vergl. 8.492) ein kreis- 
sectorartiges Kreisbogendreieck mit zwei rechten Winkeln und dem 
einen Winkel Az abschueidet. 

Die Fliche dieses Kreisbogendreiecks wird durch die Ungleichungen 


O<r<n, VSIgpscdn 


reprisentirt. Die beiden Seiten des Kreisbogendreiecks, welche dem 
Winkel Aa anliegen, welche also zugleich am Rande des Polygons S 
theilnehmen, mdégen als die ,,Randstiicke“, die dritte, im Innern des 
Polygons liegende Seite als das ,,Bogenstiick“‘ benannt werden. 

Die Green’sche Function G ist nun in dem ganzen Kreisbogen- 
dreieck holomorph, verschwindet lings der beiden Randstiicke und 
besitzt lings des Bogensttickes nur positive Werthe G, welche kleiner 
als M sind. 

Man kann eine solche Function innerhalb des ganzen Kreisbogen- 
dreiecks durch eine Reihe folgender Art darstellen: 

' 


a 2 Je ff 2 2 2m Z . Se 
G=a,.r° sin 4 a,r* sin , +a,r° - sin P -f 
2 2 3 


wobei die Coefficienten die Werthe haben: 


An 
3. 
om 2 1 ( ' . v@ l 
ee = = 73m —| ° aq. 
me 
Hieraus folgt: 
2M 
Uy ' > ° 
4 
Die zu G conjugirte Potentialfunction ist 
5 
1 
5] q 2 2¢ 2 } 
Bea — (by r* cos — yf COS ~ 7" - cos — *y 


und das Integral P heisst also: 
1 


i 
P=G+4+ iH=42Z4°% z+ “Ws Z2e4+..., Z= (a ev. b= 3 


t— bo 


Die weitere Betrachtung verfolgt denselben Gang, wie im vorigen 
Paragraphen. Es ist: 











a 


E 
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oGi 7 L dP -_ dP | dZ 
ot | | de! | az\° | ae 
dP ay 2d 3d3 =o 
—ae 4 = = < or 
dZ e @ 8 Z+ t a+ ’ 
1 2 
a?) _3% . » 32 3 oe FT 
az < ——— SS as U + —- oe t 
a e z 
ure uy ) " 
oder 
1 
d P | M are 
aZ | .~- ( ! 1 \" 
v2 r 4 F 
Ferner ist 
dZ or i Z'-2. aei¥. 0 30 : 
0s €é—f)° 
1 
| -- a? 
Z\|=7 ? * - & = a, 4 So < a+? 
also 
dZ ® 3 


PL a. Fe 
dé = i (J +. 


Es kommt also schliesslich heraus: 


1 1 
Zpa 
0 

1 


% 2 “o 3+) 
i (,3 ay" ) 


) 


1 
oG 


ot 


<M 


Wir haben nun fiirs weitere zwei Fille zu unterscheiden, nimlich, 
ob A<1 oder A> 1 ist, d. h. ob wir es mit einem hohlen oder 
mit einem erhabenen, einem iiberstumpfen Polygonwinkel zu thun 
haben. 

Im ersten Fall 4 <1 nimmt die rechte Seite der Ungleichung bei 
abnehmendem r immer ab; dieselbe Ungleichung, wie liings des Kreises r 
gilt also erst recht im Innern dieses Kreises. Es ergiebt sich in Folge 
dessen ein ebensolcher Satz, wie fiir die Umgebung eines gewéhnlichen 
Punktes, nimlich : 

Wenn wir es mit einem hohlen Winkel zu thun haben, so bleibt 
die Ableitung von G nach irgend einer Richtwng innerhalb des Kreises 
r =r, unterhalb der endlichen oberen Grenze 


— 


2 

2-94 

M . ——- 
ii o*) 

Da die geringste Entfernung des Kreises r= #7, von der Keke §, 

grosser als 


1 vh(L4 ony. 
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Pr, 
1+ 972 


ist, so kénnen wir damit G selbst jetzt auch in der Umgebung des 
hohlen Winkels einschliesslich einer endlichen Strecke zu beiden Seiten 
des Winkels abschiitzen. Es ist néimlich lings eines Streifens von der 
Breite « an der Innenseite von s, soweit derselbe innerhalb des Kreises 
r= @r, liegt, 
G < eg. 
Schwieriger dagegen gestaltet sich die Sachlage, wenn 4 > 1 ist; 


° 1 ° ° adn F 
dann ist > — 1 eine negative Zahl, und, wenn auch alle tibrigen Theile 


unserer fiir ae gefundenen Ungleichung mit r abnehmen, so wichst 
3 

doch der Factor r* — bei abnehmendem r unbegrenzt, Die auf dem 

Kreise r geltende Ungleichung gilt daher nicht mebr auch im Innern 

dieses Kreises. Achte ich also z. B. auf den Kreis r = @r, und sein 

Inneres, lasse also r < #r, sein, so darf ich zwar im Nenner und im 


quadratischen Factor des Ziihlers r durch #r, ersetzen, nicht aber in 
1 


=—1 
dem Factor r* . Ich darf also nur sagen: 
Innerhalb des Kreises r = Or, ist tiberall 


IG = 2M r 
—i¢r i(i+0 ey 
ot 
a (- . 9? i) v2 
0 
Die obere Grenze fiir die Ableitung von G ist also hier eine Function, 
welche beim Hineinriicken in die Ecke unendlich wird. 
Um diese gefundene Grenze bequemer fiir die Abschitzung von G 
selbst verwenden zu kénnen, will ich statt der Grésse r die wirkliche 


in der ¢-Ebene gemessene Entfernung von €, in die Formel einfiihren, 
d. h. statt 


~|(¢ —2). §—%| 
r= |(£, £) t. & 
e=|$—hl- 


Ich will dabei voraussetzen, was gewiss nga moglich ist, dass 
Yr), < a@ gewiahlt sei, so dass die Kreisflache 0 < r < ry sich nicht iiber 
das Unendliche hinzieht. Die grésste Entfernung des Kreises r vom 


die Grésse 


: ar os 
Punkt €, ist dann = eet wobei natiirlich yr < a@ ist, da wir nur von 


Puukten innerhalb der Kreisfliche 0<r< 7, sprechen. Das heisst 
aber nichts anderes, als dass fiir jeden auf dem Kreise r gelegenen Punkt 


ar 
5. 


so 
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ist. Daraus berechnet man umgekehrt: 
ae 
a-+ Q@’ 
R . , 1 ; 
und indem man mit der negativen Zahl 7 — | potenzirt: 


1 
1 i 


ages z 


1 
. —* 0 ? 
r° <Q (1 +2) 


Innerhalb und auf dem Rande der Kreisfliche r = #r, ist nun 
aber r < @a, folglich 


ar . # 
a—! i_6'% 
und also auch 
a 
e< (9 '% 
; : , 1 : 
so dass ich statt 1 +: in der Ungleichung auch pp schreiben kann: 
~ 1 1 : 1 
- oe a 
r ce -(L— @) , 
Dies in die Ungleichung fiir |2%| eingesetzt, ergiebt 
pS Ing ung fiir 3; | eingesetzt, erg 


1 
1 1 


eG i—-' ema—a)4 1 ry\2 
a|<e ; ra (1+ 02Y, 


AC _ 9) yr 


0 


woftir ich abkiirzend 


0G | 
at 
schreiben will. 

Ich denke mir nun den Streifen von der verschwindend kleinen 
Breite ¢ construirt. Die innere Begrenzung desselben (Fig. 5) besteht 
einmal aus einem Bogenstiick eines Kreises 
vom Radius ¢ und mit dem Centrum €, (BB jroo 
der Figur), und aus zwei seitlichen Kreis- ~“ ; 
bogen AB und BA’, welche je mit einem {| / i: \C 
der beiden Randkreise concentrisch sind, aber | \ 


einen um ¢é grésseren oder kleineren Radius \\*\  \ . 
haben, je nachdem der betr. Randkreis nach “-_\ | \ \ 
aussen concav oder convex ist. Es kommt ae | \ \ 
nun darauf an, den Werth von G lings der J Ff A 
Linie ABB’ A’ abzuschitzen, - ‘ie i 


Zu dem Zwecke denke ich mir durch 
einen mit dem Radius 2¢ um €, beschriebenen Kreis die Curve in 
ein Mittelstiick CC’ und zwei Seitenstiicke AC und C’A’ getheilt, 
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von denen das erstere alle Punkte umfasst, deren Entfernung von ¢, 
kleiner oder gleich 2¢ ist, wihrend die Seitenstiicke alle iibrigen noch 
im Kreise *# = #1, liegenden Punkte umfassen. 

Die Werthe von G lings des Mittelstiicks schiitze ich durch 
geradlinige Integration vom Punkte €, aus ab, die Werthe lings der 
Seitenstiicke aber durch Integration .vom niichsten Punkte des zu- 
gehérigen Randkreises aus. 

Langs des Mittelstiicks ergiebt sich so 


2 
1 
} - {% -dao<y' o* do, 


G< A(2e)* ‘9. 


also 


Liings des Mittelstiicks ist G iiberall kleiner als die mit & stetig ver- 
schwindende kleine Grosse 
1 


&*.4.2* 9’. 


Fiir die Seitenstiicke ist zu bedenken, dass fiir jeden Punkt des 
Integrationsweges die Entfernung og von €, gewiss grésser als ¢ ist; 
denn da der Endpunkt desselben eine gréssere Entfernung als 2¢ hat, 
und der ganze Integrationsweg nur die Linge « besitzt, so kann kein 
Punkt desselben bis auf 2¢ — ¢ =< sich dem Punkte €, niihern. 

Setze ich jetzt 


das Integral vom niichsten Randpunkte aus erstreckt, so ist lings des 
ganzen Integrationsweges 
1 1 


G : teal =z=~-—1 
é 


i<e .g' Sm <9’, 


la 

10 
unter 9, die kleinste Entfernung des Integrationsweges vom Punkte ¢, 
verstanden. Wir haben also 


— 
Ge. -9G 


und wegen @, > é 
1 


G<s'.g’. 
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Es ergiebt sich also der Satz: 
Léngs der Seitenstiicke ist iiberall G kleiner als die kleine Grisse 


1 
1 


a 
E-% 9; 


unter @, die kleinste Entfernung der auf den Randkreis gefiillten 
Normalen von der Ecke verstanden, und diese obere Grenze bleibt auch 
in der Nachbarschaft des Mittelstiicks immer noch kleiner als die mit ¢ 
stetig verschwindende Grisse 


e.g. , 


Fassen wir dies mit dem fiir das Mittelstiick gefundenen Resultat 
zusammen, so sehen wir: 


In endlicher — d.h. angebbarer von « unabhiingiger — Entfernung 
von der Ecke verschwindet G liings des Streifens von der Breite & wie 
die erste Poteng von «, multiplicirt mit einer endlichen Grdésse, in 
kleiner, d. h. mit « vergleichbarer Entfernung von der Ecke wenigstens 

1 
noch wie «", multiplicirt mit einer endlichen Grisse. 

Damit ist die Stetigkeit der Green’schen Function bei Abinderung 
auch eines Bereichs mit iiberstumpfen Winkeln oder mit Windungs- 
punkten in den Ecken abgeschitzt. Bei dem Vorhandensein iiberstumpfer 
Winkel stellt sich nur die Besonderheit ein, dass die Aenderung der 
Green’schen Function nicht mehr auf dem ganzen Bereiche mit der 
Aenderung ¢ des Bereichs S selbst proportional ist, sondern, wenigstens 
in der Nahe der iiberstumpfen Ecken, nur noch einer Wurzel von « 
proportional ist. 


§ 10. 
Abschitzung in der Umgebung parabolischer Spitzen. 


Bis jetzt habe ich die Existenz parabolischer Ecken, d, h. solcher 
Kcken, in denen zwei nicht derselben Kreislinie angehdérige Seiten 
entweder unter dem Winkel 0 oder einem ganzzahligen Multiplum 
von x zusammenstossen, von der Betrachtung ausgeschlossen. Jetzt 
sollen auch die Verhiiltnisse in der Nihe einer solehen Ecke unter- 
sucht werden. 

Ziemlich einfach gestaltet sich die Untersuchung bei einer Ecke 
mit verschwindendem Winkel, also bei einer parabolischen Spitze. 

Hs sei €, eine solche,Spitze. Ich wihle dann aus demjenigen durch 
& gehenden Kreisbiischel, welches die beiden sich in §, beriihrenden 
Randkreise orthogonal schneidet, denjenigen Kreis aus, welcher von 
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dem Bereich S, ein mdglichst grosses Kreisbogendreieck mit zwei 
rechten und einem verschwindenden Winkel abschneidet. Es sei « 
der Schnittpunkt dieses Kreises mit 


a ae dem ersten Randkreis, 6 der Sehnitt- 
Pai “\. punkt mit dem zweiten Randkreis. 
< ple, ? Dann stellt 
Ym \ © ) / f—a f—a logr+ip_ B—a logZ 
Ox YY ; / f—& B—h im a Bf im 
ah on | | fiir constanten Werth von r einen der 
i 4 Pe a | Kreise des Orthogonalbiischels zu den 
a beiden Randkreisen vor. Die zwischen 
; > ae ; QO und 2a liegenden Werthe von 


entsprechen denjenigen Punkten dieses 

' a Kreises, welche zwischen den Schenkeln 

des Polygonwinkels liegen. 

Die Punkte des abgeschnittenen Kreisbogendreiecks sind durch 

die Ungleichungen 
ei y= 4. O<gp<2 

gegeben. . 

Die Function G, welche auf dem Kreisbogendreieck holomorph. ist, 
lings der Randstiicke verschwindet und. lings des Bogenstiicks unter- 
halb der Grenze M bleibt, gestattet ee Entwicklung folgender Art: 


G = ar sin p + a,r* sin 2p + a,r* sin 3m 4----, 


wobei die Coefficienten durch die lings des Bogenstiicks, also lings des 
Kreises + — 1 zu erstreckenden Integrale: 


n 
9 pet . 
a, = - [a sin vg dg 
a, 
0 
gegeben sind und daher den Ungleichungen 
a,| << 2M 
geniigen. 
Ich erginze G zu einer Function P der complexen Variablen Z 
bezw. €, indem ich setze: 


Pae9Z+ 9274+ 9Z94---, Zoe Res 


, 


Es ist nun wieder, wie friiher 
eG | dP dZ 


|ot|=|dZ| |dg |’ 

dP 4, 2d, 343 >» 

met Tet ret: ->. 

\aP 2M 


I ¢ 2 ; 
az < |a,| + 2|a,| 7 + 3lag|r° +--+ < a— ni 
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AZ _ Zig HS) B= ho) 
i i TS 
OZ) ng. bel 16—fl 
ag | Ba ci 


ja — &|, |B — &|, |B — e@| sind hierin nichts anderes, als die Seiten- 
lingen des geradlinigen Dreiecks mit den Ecken a, 8, €; dieselben 
haben angebbare endliche von Null verschiedene Werthe, welche ich 
abkiirzend mit a, b, ¢ bezeichnen will, so dass also 


)aZ| eg 2h, 1 
dg e |§—f)? 
ist. Es ist nun noch die obere Grenze fiir , oder die untere 


1§ —£|* 
Grenze fiir die Entfernung eines Punktes € vom Punkte &, ab- 
zuschiitzen. Aus 


2... §— 6 | log r+ tp 


’ ¢— & _- 6 . ey 7 
folgt 
—_— a—fp , BEES SO 4. _ 
E— % _ (a — £5) (B— So) t7 a £ 


Dieser Ausdruck kann, wenn man g zwischen 0 und a variiren 
lisst, das Maximum seines absoluten Werthes nur entweder bei gm = 0 
oder bei g = 2 annehmen. Fiir diese beiden Grenzen besitzt er aber 
die Werthe 


"e a— 6 log r 1 
fiir gm = U0 = 

? (a — fo) (B — £0) vm + a — fy’ 
. a— log r 1 
lir op =z B _—< 


(@ —_ So) (6 pra §) in B é bo 
Der absolute Werth dieser beiden Ausdriicke ist aber fiir + < 1 
héchstens gleich 


log : 
c “* + 1 
ab n oe” 
bezw. 
1 
log — 


also in jedem Faille kleiner als 


lo : 
-_ 
c 85 


1 1 —e c - 1 ; a+b 
ab x titjp—zplloge +2 c ): 
Es ist also fiir alle in Betracht kommenden Punkte 


1 
Ig- 


i> 3 el wi a+b 
| ~ w.ab (log Oy +2 ) 


c 
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Alles zusammen ergiebt 


/ i i+ b? 
otuegi4e-2= 
oG - ze ie c 
nm. ‘ 


ot x ab (1 r)? 


Man sieht leicht ein, dass der Ausdruck auf der rechten Seite 
dieser Ungleichung, wenn man ¢ von 1 bis 0 abnehmen lisst, monoton 
von + oo bis 0 abnimmt. Denn fiir Werthe von r, die der 1 sehr 
nahe kommen, ist der Ausdruck sebr gross und positiv, fiir sehr kleine 
positive Werthe sehr klein und positiv und verschwindet fiir + = 0. 
Ferner existirt in dem Intervall 0 < * <1 keine Unstetigkeitsstelle 
des Ausdrucks, und kein Maximum oder Minimum; denn ein solches 
kénnte nur an den Stellen liegen, welche einer der folgenden beiden 
Gleichungen geniigen: 


(1) log ah 4 = (), 
, . i a+b P F 
(2) (1 +1) (log * + ©-——) — 2(1—r) = 9. 


Eine Lésung der Gleichung (1) kann aber fiir 0 <r < 1 nicht 
existiren, da in diesem Intervall log = durchweg positiv ist. Die Glei- 


chung (2) schreibe ich in der Form 


1 i -l 
log —- = 2 a te. 
=" 1-2 € 
‘ ° 4 , 
Nun ist aber in dem ganzen Interval] oo 4, und da a, J, « 
ey 
P ° ° ° a+b . . . 
Dreiecksseiten sind, alsoa-+ b> c ist, r- ">a. Folglich miisste 
] ° J -~- »Y 
og-<2—2 


sein, was fir 0 <r< 
Ungleichung negativ ist. 


unméglich ist, da die rechte Seite dieser 


Wenn wir also fiir » immer kleinere Werthe setzen, so muss die 
\aG| 
at | 
In Folge dessen gilt die Ungleichung, wenn sie auf einem bestimmten 
Kreise r gilt, erst recht auch im ganzen Innern des Kreises. 

Ich getze nun + < # und bekomme so den Satz: 

Innerhalb und auf der Peripherie des Kreises r = @ gilt die Un- 
gleichung : 


rechte Seite der fiir angegebenen Ungleichung immer abnehmen. 


= a : 
| 0G i 2Mc.? ; (log + a+b 
a) 


| at ~awab(i— oF c } 


Das Gebiet, fiir welches diese obere Grenze besteht, besitzt eine angebbare 
endliche Ausdehnung, da die Minimalentfernung des Kreises r = 9 von 
der Licke &,, soweit er tiberhaupt im Polygon liegt, grésser als 








“¢ 


1 
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a. ab 


(ig += #28) 


c 





ast. 
Damit ist auch der Fall einer parabolischen Spitze erledigt; denn 
die weitere Schlussfolgerung in Betreff der Abschitzung von G selbst 


ist genau dieselbe, wie fiir eine Ecke mit einem nicht verschwinden- 
dem Winkel, der < z ist. 


§ 11. 


Abschitzung in der Umgebung parabolischer Ecken mit nicht 
verschwindendem Winkel. 


Wenn in einer Ecke des Bereichs zwei nicht derselben Kreislinie 
angehérige Kreisbogen unter einem Winkel zusammenstossen, welcher 
ein von 0 verschiedenes Multiplum von z ist, dann stellt sich die 
Schwierigkeit ein, dass man keinen beide Randkreise orthogonal 
schneidenden Kreis construiren kann, der vom Bereiche ein nicht 
zerfallendes die Ecke enthaltendes Flachenstiick abschnitte. Wir miissen 
uns in diesem Falle zur Abschneidung der Ecke transcendenter Curven 
bedienen, welche beide Randkreise orthogonal schneiden und in méglichst 
einfacher Weise eine conforme Abbildung des abgeschnittenen Stiicks 
auf einen Halbkreis und damit eine Fourier’sche Entwicklung gestatten. 

€, sei die Ecke, der Winkel Az, unter A jetzt eine ganze positive 
Zahl verstanden. Man muss jedoch bei gleichem Werth der Zahl 4 
immer noch zwei ganz verschiedene Arten von Winkeln unterscheiden, 
die man durch keine lineare Transformation des € mit einander zur 
Deckung bringen kann. Ich will sie als Winkel erster und zweiter 
Art benennen und unterscheide sie in folgender Weise: Die para- 
bolische Ecke soll eine solche der ersten Art heissen, wenn der zweite 
Randkreis links vom ersten Randkreis liegt, dagegen eine solche der 
zweiten Art, wenn der zweite Randkreis rechts vom ersten liegt, den 
ersten Randkreis immer so durchlaufen gedacht, dass die Polygonflache 
zur Rechten liegt. 

Es sei nun « derjenige Punkt des ersten Randkreises, welcher der 


Kcke §, diametral gegeniiberliegt, 6 der £, diametral gegeniiberliegende 
Punkt des zweiten Randkreises. Ich setze dann: 





Ea FSpfeiz tbe] Zones, 
mit der Massgabe, dass das obere oder das untere Vorzeichen fiir das 
erste Glied in der Klammer zu wihlen ist, je nachdem man es mit 
einer Ecke der ersten oder der zweiten Art zu thun hat. 
Von den Curven + = const. sind es diejenigen, die man fiir 
0<r< 1 erhiilt, die an Stelle der friiher henutzten Orthogonalkreise 
Mathematische Annalen, XLV. 34 
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zur Abschneidung der Ecke dienen. Die Curven + = const. < 1 stehen 
auf beiden Randkreisen senkrecht und winden sich fiir 0 <r in durch- 
weg endlicher Entfernung vom Punkte €, durch alle Blatter des Winkels 


Fig. 7. 


hindurch vom ersten bis zum zweiten Randkreis; nur die Curve r = | 
kann einen oder beide Randkreise beriihren, statt orthogonal zu 
schneiden. Wenn r, <7, ist, so verliuft die Ourve r—~r, ganz 
innerhalb des durch die Curve r =r, abgeschnittenen Flichenstiicks. 

Durch Z als Function von € wird das durch eine Curve + — const. 
abgeschnittene Stiick des Polygons immer auf einen Halbkreis vom 
Radius r conform abgebildet, und zwar so, dass der Eckpunkt dem 
Kreiscentrum, die beiden Randstiicke den beiden Hilften des Durch- 
messers, das Bogenstiick dem Halbkreisbogen entspricht. 

Es ist nun fiir unsere Abschiitzungsaufgabe unbedingt ndthig, 
einerseits eine untere und eine obere Grenze fiir den Abstand g einer 
Curve r = const. vom Punkte €, anzugeben, andererseits fiir einen 
Punkt, der im selben Blatt gemessen den Abstand @ von , besitzt, 
eine obere und eine untere Grenze fiir den zugehérigen Werth von r 
zu bestimmen. Beides muss fiir eine endliche Umgebung der Ecke ¢, 
ausgefiihrt werden. 

Die Lésung dieser beiden Aufgaben bietet keinerlei principielle 
Schwierigkeit, ist aber doch mit so umstiindlichen Rechnungen ver- 
kniipft, dass ich diesen Paragraphen ungebiihrlich in die Linge ziehen 
miisste, wollte ich die Rechnungen selbst hier wiedergeben. {ch be- 
schrinke mich daher auf die Angabe des Resultats: 

Es werde 


vaipaai |ja— Sl, 


b= |p — fol, 


c= \|a— Bp 
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gesetzt. Es bedeute ferner R die zwischen 0 und 1 gelegene reelle 
Wurzel der transcendenten Gleichung: 


a. R(log £ + w- 24) = 1. 


Dann hat man zunichst folgende beiden Sitze: 
Im ganzen Intervall 0 <r <1 gilt die Ungleichung: 


ab a 


(a) o>Ax- ‘ . 
c 1 +a" (logt+2- Tt) 


im Intervall O<r < R die Ungleichung: 


(B) g<in-%. , ¢. 
1—ir (log = +2: 


ot?) 
c 


Es bedeute ferner @ irgend einen beliebig gewihlten ichten Bruch 


und R, die zwischen 0 und R liegende reelle Wurzel der transcendenten 
Gleichung 


3 1 a+b) _ 
AR, (log F +2. +”) = 4. 
Dann besteht der Satz: 


Fiir alle in der Umgebung der Ecke §, liegenden Punkte, deren 
Entfernung von der Ecke €, 


a 
<Anx ab R,; 


9 “oe ta6 
ist, gilt die doppelte Ungleichung: 
i ee 
(y) e (CS) cr cei (tt®. 5) <R,. 


Nach diesen vorbereitenden Sitzen kénnen wir die Aufgabe, eine 
oo ee] -. : . 
obere Grenze fiir | innerhalb einer endlichen Umgebung der Ecke 
| Ov | 
anzugeben, leicht durchfiihren. 
Ich denke mir um €, als Centrum einen Kreis beschrieben, dessen 
Radius g, so gross ist, als es nur mit den beiden Bedingungen ver- 


einbar ist, dass er von S, ein die Ecke § enthaltendes Kreisbogen- 
dreieck abschneiden soll, und dass 


ab Rn 


: ‘ 
Oy CS An c 1+ a 


ist. 


34* 
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Nun wihle ich von den Curven » — const. die dusserste nicht 
aus dem Kreise g, austretende aus. Dieselbe sei 


r=). 


Es ist dann, da mindestens ein Punkt dieser Curve die Entfernung 
Q von §, besitzt, fir +, eine untere und eine obere von 0 verschiedene 
Grenze durch folgende doppelte Ungleichung gegeben, welche unmittel- 
bar aus (y) folgt: 


1 : 1 2 
, i/1-2 ec 7j/it+te2 cy* . 
(7) @ — : >) < 1) < Gi s) < f,. 

Die Green’sche Function G, welche lings der Randstiicke des 
durch die Curve r =r, abgeschnittenen Bereichs verschwindet und 
lings des Bogenstiickes unterhalb der endlichen oberen Grenze M 
bleibt, gestattet eine Entwicklung 


G=a,rsin p + a,7? sin 2p + a7 sin 3g + 


worin 
2M 
| dy | < a 
To 
ist. Es ergiebt sich wie friiher 
@G\|_-|dP| |daz| 
| ae | Slaz] lag | 


[aE | <\a,| + 2layle + 8 |ay|-2? $< SMe, 


(r% —r)? 
Ferner findet man 


dz ab rt 14 
| ae <a: : gy ee 
Alles zusammen ergiebt das Resultat: 
Fiir jeden innerhalb der Curve r =r, gelegenen Punkt gilt die 
Ungleichung 


aG ab r, et 1 
|= | M.2a. — __ ‘i ° 
a) SRE eee) e 


Diese Ungleichung gilt zwar auf der ganzen Curve r, nicht aber auch 
innerhalb des ganzen durch dieselbe abgeschnittenen Gebiets, da - 
beim Zuschreiten auf €, immer grésser wird. 


Aber man kanv wenigstens einen Theil der r enthaltenden Factoren 
durch Constanten ersetzen, wenn man nicht fiir das ganze Gebiet 
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0<r<r, eine obere Grenze verlangt, sondern sich auf das kleinere 
Gebiet O< r< xv, beschriinkt, wobei x, wie oben @, irgend einen 
willktirlich gewahlten echten Bruch bedeutet. Dann ist 


! 
> eee ee Ke. An ab , 
in —rt=nd—x ~ % “Goupe ime’ ec]? (nach y’) 


Bos 1 1 


oe . nach y’) 
j—- Pee Bd pe - #* TR? ( v) 
i+4 1 

: i+¢ c a l+z 
pitt — <) -@ “ (nach y) 


Alles zusammengefasst ergiebt 


1 
4 -~—1] 


1+ 

aG\ . 21+8) * 1 i 

|< M- 7 —+-¢@ 
a(1—#)* (1—#)*(1— wR) 94 


Diese Ungleichung gilt fiir jeden Punkt innerhalb und auf der Curve 
r= xyr,. Es ist zu zeigen, dass dies ein endliches Gebiet ist, d. h. dass 
die Minimalentfernung @, dieser Curve vom Punkte €, eine angebbare 
endliche Grésse ist. In der That findet man durch wiederholte An- 
wendung der Ungleichung y, dass 


eo, > Ee x’ Qy 
ist. 
Damit sind wir am Ziele. Wir haben in der That fiir eine end- 
liche angebbare Umgebung der Ecke € eine ebensolche Function des 


Abstandes als obere Grenze fiir a gefunden, wie fiir eine gewohn- 


liche Ecke mit iiberstumpfem Winkel. Ich will nur zum Schluss alle 
zur Abschitzung dienenden Operationen noch einmal kurz zusammen- 
fassen. 

Es sei £, die Ecke, « ihr Gegenpunkt auf dem ersten, 6 ihr Gegen- 
punkt auf dem zweiten Randkreise; es sei ferner a die Entfernung 
der Punkte « und §, 6 diejenige der Punkte 6 und &, ¢ diejenige 
der Punkte a und # von einander. 

Es sei ferner ® ein irgendwie gewiihiter echter Bruch, R, die 
zwischen O und 1 liegende reelle Wurzel der Gleichung: 


AR? (log 3 + 2-“*°) =a. 
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Man construire dann einen Kreis mit dem Centrum §,, welcher von dem 
Gebiet S, ein méglichst grosses die Ecke §, enthaltendes Kreisbogen- 
dreieck abschneidet, dessen Radius 0, aber doch 


” ab Ry 
S48->°3 +4 
ist. 


Bedeutet nun « einen zweiten beliebig gewiihlten echten Bruch, so 


gilt innerhalb und auf dem Rande eines mit dem Radius e, = 7s +O 
um € beschriebenen Kreises die Ungleichung: 

aG » 140)? 1 = a . —1 

| <M a _~ : ictal _— - =g'+Q" 


1(1— a)? 1— x (1— xt RA)? 
Die weiteren Schritte betreffend die Abschaitzung von G selbst sind 
genau dieselben, wie fiir gebrochene 4, welche > 1 sind. 

Die parabolischen Ecken mit nicht verschwindenden Winkeln bieten 
also nur in der Herleitung des Resultats Besonderheiten , wihrend das 
Resultat selbst genau von derselben Art ist, wie bei gewdhnlichen 
Ecken. 

Die nichtparabolischen Ecken mit ganzzahligem Werthe von 4, 
bei denen also die beiden Randkreise zusammenfaller, erledigen sich 


volistiindig nach § 9 wie gewohnliche Ecken; man hat als Punkt { nur 


den dem Punkte €, auf dem Randkreise diametral gegeniiberliegenden 
Punkt zu nehmen. 


§ 12. 
Abschatzung in der Umgebung von Ecken mit rein imaginaéren Winkeln. 


Man spricht von einem rein imaginiren Polygonwinkel, wenn 
zwei aufeinanderfolgende Seiten des Polygons sich iiberhaupt nicht 
schneiden, sondern statt einer eigentlichen Ecke zwischen sich ein von 
der Polygonfliche auslaufendes und unendlich oft sich zwischen ihnen 
hindurchwindendes Kreisband enthalten. Man vergleiche hieriiber die 
Arbeit von Schilling: Beitriage zur geometrischen Theorie der 
Schwarz’schen s-Function, Math. Ann. Bd. 44. 1894, insbesondere 
wegen der imaginaéren Winkel § 13. 

Es liege jetzt eine solche Ecke mit rein imaginaérem Winkel vor. 
Wir sprechen wieder, wie friiher, von einem ersten und einem zweiten 
Randkreise, die nur jetzt vollstiindig von einander getrennt liegen. 
Die beiden Randkreise gehéren einem bestimmten Kreisbiischel an, 
dessen Grenzpunkte €, und €, heissen mégen, und zwar so, dass §, 
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auf der Seite des ersten, € auf der des zweiten Randkreises liegt. 
Wir denken uns nun einen solchen durch £, und §, gehenden und also 
die beiden Randkreise orthogonal schneidenden Kreis construirt, welcher 


/ _ ~ \ 
/ . 
—— / i) js 
Ya = > /, 
Mf » ie 
/ Poe ‘ ~ \ 
/ / a \ / \ 
a ‘ | i | ? 
{| + I} % 
\ } \\ }} 
\ \ ' \' jy j 
4 f 
a 4/ 
—" pt 
Fig. 8. 


von der Flache S, ein méglichst grosses einseitig begrenztes nach der 
andern Seite unendlich oft zwischen den beiden Randkreisen herum- 
laufendes Band abtrennt. Der Schnittpunkt dieses Kreises mit dem 
ersten Randkreise sei a, mit dem zweiten Randkreise 6. Der rein 
imaginire Winkel der Ecke ist dann durch die Formel gegeben: 


wi t= s.2 5 
Ax =%4 log at! 


worin fiir den Logarithmus der Hauptwerth zu setzen ist. 
Setzt man 
A=ii, 


so hat /’ den reellen positiven Werth: 


Nun setze man 


S— & a — & i2’ — Fy 

3 tes | zi, Z=—r.e%, 
Dann bildet Z das durch den Kreis af abgeschnittene unendliche 
Kreisband auf einen Halbkreis vom Radius 1 in der Weise ab, dass der 
Bogen af dem Halbkreisbogen und die beiden von @ bezw. 6 aus unend- 
lich oft zu durchlaufenden Randkreise den beiden Hilften des Durch- 
messers entsprechen. rv = const. bedeutet dabei in der €-Ebene einen 
Kreis des durch §, und §, hindurchgehenden Biischels, und durch 
0 < »< = ist dasjenige Stiick eines solchen Kreises gegeben, welches 
zwischen den beiden Randkreisen liegt. 
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In dem ganzen durch den Kreisbogen @ B abgeschnittenen Kreisband 
gilt die Entwicklung 


G=a,rsng+a,.r*sin2p + a, sin3q-+---, 
worin 


lay| << 2M 


ist. Man schliesst wie friiher 


aP\ 2. i 
az! < 2M ap 
{aa 

ag We — Sl |S—he 

Es bezeichne c= |f, — §,| die gegenseitige Entfernung der beiden 
Punkte §, und ¢,, ferner a die Minimalentfernung des ersten Rand- 
kreises vom Punkte £,, b die Minimalentfernung des zweiten Rand- 
kreises von €,. 


Dann ist jedenfalls in dem ganzen Kreisband 
[-¢ > a, f—&| 2), 


ohne dass aber die Gleichheitszeichen in beiden Ungleichungen gleich- 
zeitig sich einstellen kénnen. Also ist 


dZ 1 c 
\ae| <7 ab’ 
und folglich 

0G | 


2c r 
<M 
ot 


‘Yab (i—r?” 

Die rechte Seite dieser Ungleichung nimmt in dem Intervall 
0 <r < 1 mit r monoton ab, und sie gilt daher nicht nur fiir r selbst, 
sondern mit demselben numerischen Werthe der rechten Seite erst 
recht fiir alle kleineren Werthe von 7, d. h. nicht nur fiir den Kreis- 
bogen v7, der das unendliche Kreisband iiberquert, sondern fiir das 
ganze durch ihn vom Bereiche abgeschnittene unendliche einseitig 
begrenzte Kreisband., 

Setze ich z B. O<r<e d , so erhilt man ein Kreisband, 
welches scheinbar ebenso, wie das Band 0<r <1 durch den Bogen 
«B begrenzt ist, aber einen gerade einmal umlaufenden Kreisring 
weniger enthalt, als das letztere. 

Innerhalb und auf der Grenze des eben beschriebenen Kreisbandes 
gilt also fiir |@*| die Ungleichung 

22 

|\0G ze e* 


<M. 


== @ 


| ot | hab ax Y 
e ~1) 








a 
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Das weitere Verfahren fiir die Abschitzung von G selbst ist dann 


genau dasselbe, wie bei einem gewdhnlichen Randpunkte oder bei 
einer Ecke mit hohlem Winkel. 


§ 13. 
Abschitzung der Aenderung von G im Innern des Polygons bei 
Einengung desselben um die kleine Grésse «. 

Das Endergebniss der Betrachtungen von § 5 bis § 12 ist das 
folgende: 

Engt man ein durch eine endliche Anzall von Kreisbogenstiicken 
mit endlicher Kriimmung begrenztes Polygon dadurch ein, dass man 
lings des ganzen Randes einen Flichenstreifen von der beliebig klein 
zu machenden Breite ¢ abtrennt, so vermindert sich die Green’sche 
Function des Bereichs nur um eine in dem verkleinerten Polygon 
durchweg positive holomorphe Potentialfunction, — die ich 4 nennen 
will —, deren Werthe auf dem Rande des verkleinerten Bereichs 
iiberall kleiner sind als ¢.g. 

Dabei sind die Werthe g, wenn kein Winkel des urspriinglichen 
Kreisbogenpolygons grésser als a ist, durch eine endliche Anzahl 
geometrischer Constructionen und Abmessungen abschiitzbare lings des 
ganzen Randes endliche von ¢ unabhingige Werthe. 

Besitzt aber der urspriingliche Bereich Winkel 42, welche grésser 
als a sind, so ist g zwar bis in beliebige, wenn nur endlich und von ¢ 
unabhingig vorgegebene Niihe dieser Winkelpunkte von ¢ unabhingig, 
endlich und durch eine endliche Anzahl von Schritten abschiitzbar, 
verhalt sich jedoch in der Umgebung einer solchen Ecke selbst wie 


— 
e 9 
unter @ den Abstand von der Ecke und unter g’ wieder eine endliche 
abschiatzbare Grosse verstanden. 

Man kann in der Umgebung einer solchen Ecke mit iiberstumpfem 
Winkel Am daher keine von ¢ unabhingige endliche Grésse g angeben, 
so dass 9 lings des Randes des verkleinerten Polygons auch in der 
Umgebung der Ecke < eg bliebe; wohl aber kann man eine endliche 
von ¢ unabhingige Grosse g’ angeben von der Bedeutung, dass auch 


in der Nahe der Ecke tiberall 9 < é .g' ist. 


Aus diesen beiden Sitzen iiber die Werthe von 4 auf dem Rande 
des eingeengten Bereichs kénnen wir sofort folgende beiden Siatze 
tiber die Werthe von » im Innern und auf dem Rande folgern: 
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1) Wenn kein Winkel des urspriinglichen Polygons grisser als x 
ist, so betriigt die Aenderung » der Green'schen Function bei Einengung 
des Bereichs um einen Streifen von der beliebig klein zu machenden 
Breite = im Innern und auf dem Rande des eingeengten Bereichs iiberall 
weniger als eg, wobei g eine endliche von « unabhdngige durch eine 
endliche Anzahl von Schritten abschitebare Grdsse ist. 

2) Wenn ein oder mehrere Polygonwinkel grisser als x sind, und 
Ax der grisste unter ihnen ist, so ist die Aenderung y der Green’schen 


Function im Innern und auf dem Rande des verkleinerten Bereichs 
1 


iiberall kleiner als «* . g’, unter g' eine abschitebare von ¢ unabhingige 
Grosse verstanden, nimlich den Werth g’, welcher sich nach § 9 fiir 
die Ecke 4 ergiebt, bezw., wenn mehrere Ecken den Winkel Az 
haben, der grésste der zugehérigen Werthe g’. 

Damit ist die Stetigkeit der Green’schen Function bei Einengung 
des Bereichs nicht nur bewiesen, sondern es ist auch der Betrag der 
Aenderung abgeschiitzt. 

Insbesondere sieht man, dass in jedem Falle die Aenderwng der 
Green’schen Function im ganzen eingeengten Gebiet einschliesslich des 


Randes gleichmissig und stetig mit « verschwindet, sei es proportional 
1 


mit « selbst, sei es mit einer Wurzelgrisse PA 
Wenn wir nun auf den Satz 2) und seine Beweisgriinde besonders 
achten, so dringt sich uns nothwendig die Frage auf, ob denn y auch 


im Innern des Bereiches X% nothwendig tiberall nur in der Ordnung 5 


verschwindet, oder ob sich die Angabe des Satzes 2) nicht vielleicht nur 
auf die unmittelbare Umgebung der Ecke Ax bezieht, wihrend in end- 
licher Entfernung von derselben y stirker verschwindet, etwa von der 
ersten Ordnung, wie ¢ selbst? Es wird diese Vermuthung um so wahr- 
scheinlicher, als ja lings des Randes y thatsichlich nur in der Nahe 


der Ecken in der Ordnung a in endlicher Entfernung von denselben 


aber in der ersten Ordnung verschwindet. 

Aber die Vermuthung ist nur theilweise richtig, namlich nur 
dann, wenn alle Winkel < 2z sind. Giebt es dagegen Ecken mit 
4 > 2, dann erhdht sich zwar in endlicher Entfernung von der Ecke 


die Ordnung des Verschwindens auch noch, aber nicht von ; auf 1, 
sondern nur auf :: Ist 4 = 2, so verschwindet » in endlicher Ent- 


1 : ~ 
fernung von den Ecken wie ¢ log-- Diese vorliufigen Angaben sollen 


in den nachsten Paragraphen bewiesen werden. 
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§ 14. 
Ansatz zur genaueren Abschitzung. 


Um die am Schlusse des letzten Paragraphen ausgesprochenen 
Siitze zu beweisen, werde ich folgendes Verfahren einschlagen: 

Es mégen die Werthe von » liings des Randes 6 von Z mit 7 
bezeichnet werden; fiir dieselben ist an jeder Stelle eine obere Grenze 
abgeschitzt. Es kommt nun darauf an, die im ganzen Bereich 2 
holomorphe Potentialfunction y fiir irgend einen im Innern des Bereiches 
gelegenen Punkt € abzuschitzen, wobei wir uns auf die bereits aus- 
gefiihrte Abschiitzung der Randwerthe 7 zu stiitzen haben. 


Ks sei ny die Green’sche Function des Bereichs = mit der Un- 


ré 
stetigkeitsstelle € und der laufenden Variablen é, a ihre Ableitung 


nach der Normale des Randes, die Normale nach Innen gerechnet. 
Dann ist der Werth von y in irgend einem Punkte € im Innern des 
Bereichs durch die bekannte Formel gegeben: 


ore 
1 ae or? 
no—* fi on -d6, 


das Integral um den ganzen Rand 6 erstreckt gedacht. 

Von diesem Integrale wissen wir, in welcher Weise 4 in den 
einzelnen Punkten des Randes mit ¢ verschwindet. Um die Gréssen- 
ordnung des Integrals abzuschitzen, mtissen wir also noch untersuchen, 


5 a ae ; " . 
wie sich = als Function von é lings des Randes verhiilt. 


Diese Discussion wiirde sehr einfach sein, wenn der Bereich 
nur von Kreisbogen mit endlicher Kriimmung begrenzt wire und zudem 


keine iiberstumpfen Winkel besisse. Dann wiire cr lings des ganzen 
Randes kleiner als eine endliche angebbare von ¢ unabhangige Grosse, 
und es kame nur noch auf das Integral J y do an, welches in der 


Ordnung « verschwindet. Das ist jedoch nur der Fall, wenn kein 
Winkel Az des urspriinglichen Polygons S grosser als z ist. 

Im Falle aber, wo S iiberstumpfe Winkel hat, hat zwar 2 keine 
iiberstumpfen Winkel, wohl aber Kreisbogen mit einem sehr kleinen 
Kriimmungsradius, nimlich um jede iiberstumpfe Ecke des Bereichs S 
heram einen Kreisbogen vom Radius ¢ und mit der Winkeléffnung 
(A — 1). Langs dieser Kreisbogenstiicke und auch schon in der 
Nachbarschaft derselben auf den anstossenden Kreisbogen von endlicher 


=e . ze : - . 
Kriimmung wird aber er bei verschwindendem «¢ unendlich. Es ist 
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niher zu untersuchen, in welcher Ordnung dieses Unendlichwerden 
eintritt. 

Ich theile nun zuerst den Rand und entsprechend das gesuchte 
Potential y in eine gewisse Zahl einzelner Bestandtheile, von denen 
immer einer der Umgebung je einer iiberstumpfen Ecke entspricht 
und einer allen den Randtheilen, welche um mehr als eine gewisse 
endliche Strecke von jeder tiberstumpfen Ecke entfernt sind. Namlich 
ich construire um jede iiberstumpfe Ecke §, des Bereichs S als Mittel- 
punkt einen Kreis von einem endlichen Radius g,, den ich mir jedoch 
vorbehalte so klein zu machen, als es das Bediirfniss verlangt; jeden- 
falls soll er wenigstens so klein sein, dass er ausser der Ecke §, keine 
weitere Ecke des Bereichs S umfasst, und dass er mit keinem der 
anderen construirten Kreise collidirt. Dasjenige Stiick der Curve 6, 
welches innerhalb dieses Kreises liegt, heisse 6, und die Gesammtheit 
aller Stiicke, welche von der Curve 6 nach Abschneidung aller Stiicke 
6, tibrig bleiben, heisse 6,, so dass ich also, wenn m iiberstumpfe 
Ecken vorhanden sind, 6 in m+ 1 Bestandtheile zerlegt habe: 


6 = 6) + 0, +6 +--+ + on, 


Entsprechend denke ich mir das Potential y in eine Summe 


N= % + % + M+: -* + In 


zerlegt, indem y, (vy = 0, 1,2,...,m) dadurch definirt wird, dass es 
langs 6, die dort vorgeschriebenen Werthe 7 besitzt, lings der iibrigen 
Stiicke von 6 aber verschwindet. 

Was zunichst y, betrifft, so kann ich durch Anwendung der 
friiher fiir den Bereich S entwickelten Methoden auf den Bereich 2 
fiir die Randstiicke 6,, welche ja keiner tiberstumpfen Ecke unendlich 
nahe kommen, eine endliche Grésse g, angeben, so dass die Werthe 
von 7 lings aller Stiicke 6, durchweg kleiner als ¢g, sind. Dann 
muss auch 4, (€), welches lings 6, mit 7 tibereinstimmt, lings der tibrigen 
Randstiicke von 2 verschwindet, im Innern von 2 iiberall derselben 
Ungleichung, wie seine Randwerthe geniigen: 


o() < #9. 


Mithin verschwindet y, fiir jeden innern Punkt € mit = in der ersten 
Ordnung, und zwar so, dass man bei jeder Lage von € den Werth des 
Proportionalitdtsfactors abschdtzen kann. 

Fiir die Abschitzung der iibrigen Theilpotentiale, z. B. 4, hat 
man nur einfach die in § 8 und § 11 angegebenen Formeln statt auf 
die Begrenzung s von S auf die Begrenzung 6 von 2 anzuwenden. 
Dabei braucht man in y, nur das in der Umgebung der Ecke §, 
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liegende Curvenstiick 6, zu beriicksichtigen, welches aus 3 Theilen 
(Fig. 9) besteht, nimlich aus zwei endlichen Seitenstiicken AB, B’ A’ 
von endlicher Kriimmung und 
dem Mittelstiick BB’ mit dem 
Radius ¢ und der Winkeléffnung a / 
(4A—1)z. B und B’ sind para- eae 
bolische Ecken mit Winkeln z. f/f 
Zuerst werde ich er in der 4) / 
n 
Umgebung der Punkte B und B’ 
abschatzen, dann lings derjenigen 
Punkte von BB’, welche nicht 
schon mit den Punkten B und il 
B’ erledigt sind, und dann lings ache 
derjenigen Theile von AB und A’B’, fiir welche die Abschitzung 
nicht schon bei B und B’ mit ausgefiihrt ist. 
Bei diesen Abschitzungen ist jedesmal zu beachten, wie gross die 
in den Formeln § 8 und § 11 vorkommenden Groéssen 7, und g, hier 


werden, und wie gross M, das Maximum von Ff auf dem Kreise vr, 
bez. @,, sein kann. 





Schliesslich hat man die fiir a gefundenen Resultate mit den fiir 


7» bekannten zusammenzusetzen und die Integration auszufiihren. 


§ 15. 
Abschitzung von a in der Umgebung einer Ecke. 


1) Fiir die Umgebung von B (oder B’) sind die Formeln § 11 
anzuwenden. 


Es sei R der Kriimmungsradius des dem Bogen AB parallelen 
Randkreises von S, R -+- « also der Kriimmungsradius des Bogens AB. 
Ich will nun voraussetzen, dass ¢ immer so klein gewihlt sei, dass 


FL %1 ist. 

Die Gréssen # und x in den Formeln sollen = + angenommen 
werden, 4 ist = 1 zu setzen. Ausserdem ist 
a=2e, b=2R+e), cm2R, *t° 1425 oder —1, 
also 


oS?’ <1,2. 
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Daraus folgt 
0,0793 < R, < 0,0901. 


Um B als Centrum ist jetzt ein Kreis zu construiren, welcher 


weder die Ecke B’ mit einschliesst, noch einen grésseren Radius als 
b R 4 . ’ , 
> . its = 5% (1 + 9) R,-« hat. Diesen Bedingungen wird 


gerade geniigt, indem man setzt 


a - 


@, = 0,299 . «, wenn A> 1,0955 ist, 
q=2sin@—*.6, , A< 1,095 ,. 


Endlich hat man fiir M@, den gréssten Werth von [ lings des Kreises 
Q), zu beriicksichtigen, dass sich dieser Kreis héchstens bis auf die 
Entfernung 

0, + ¢=1,299-« bezw. =(1 + 2 sin @ =) é 


von €, entfernt, dass also Gé, die Green’sche Function von S, lings 
des Kreises 9, kleiner ist, als eine kleine abschitzbare Grésse 


1 1 


+i , 
(Qo + é) gue .g’, 
und dass fF gewiss kleiner als Gt ist. Es ist folglich 


1 
, 7 
M<gq'.é 


? 


wobei g’ eine abschiitzbare endliche Grdsse ist. 


Aus allem folgt, dass innerhalb eines mit dem Radius e, = ; Oke 


um J beschriebenen Kreises ae und also auch ae der Ungleichung 
geniigt: 
- 1 
or 929 9 A 
on < 6,283 ; k , 


Innerhalb eines Kreises mit dem Radius ke um B als Centrum ist 


er F 
in ~9°8 ’ 


worin k und g von « unabhdngige angebbare endliche Grissen sind. 

2) Von dem Bogen BB’ brauche ich die Abschiitzung nur noch 
fiir diejenigen Punkte auszufiihren, welche um mehr als &. ¢ von den 
Endpunkten B und B’ entfernt sind. 


Fiir irgend einen solchen Punkt & ist die Formel von 8S. 494 an- 
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zuwenden; dabei setze ich # = 0, indem dann die Abschiitzung immer 
nur fiir den betreffenden Randpunkt selbst gilt. Es wird so: 


or 2M 

at | Sr 
Wenn ich 7, = ke setze, so schliesst der Kreis y = 1, keinen der 
Punkte B und B’ ein, da der Punkt € ja um mehr als ke von B und B’ 
entfernt ist, wahrend die Schnittpunkte des Kreises ke mit dem Bogen 


BB’ uur die kleinere Entfernung Ai 


2 


Be — von & besitzen. Ich kann 
V+( 


also fiir jeden noch in Betracht kommenden Punkt des Bogens BB’ 
| ry =ke 


setzen. Die Maximalentfernung des Kreises ry = 7, von der Keke §, ist 


folglich ist G, also auch [ lings des ganzen Kreisbogens r = 1, 
kleiner als 


5 1 
Gt) -9' +8, 
oder 


1 


M<g-', 


worin g eine abschiitzbare endliche Grosse ist; also ist 


77 2 
> - * 
und wir haben den Satz: 

Auch lings des noch iibrigen Theils von BB’ ist iiberall 

1 
oF =-1 
an < 9° 
worin g eime von « unabhiingige angebbare endliche Grosse ist. 

3) Auf die Punkte von AB und A’B’ sind die Formeln von § 8 
auzuwenden, worin ich wieder #—O setze, so dass ich allerdings 
die Abschitzung fiir jeden Punkt besonders ausgefiihrt denken muss, 
dafiir aber eine einfachere Formel habe. 

Es ist a= 2(R-+-«) zu setzen. 1, wihle ich so gross, dass der 
Kreis r =, gerade durch den Endpunkt B der Linie AB geht, 
indem ich zugleich voraussetze, dass das Stiick 6,, so klein gewahlt 
sei, dass fiir alle Punkte € der Linie AB auch wirklich der Kreis r, 
so gross, wie angegeben, gewihlt werden kann, ohne mit dem Rand 
oder dem um € auszuschliessenden Gebiet in Conflict zu kommen. 
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Bedeutet @ den Abstand des Punktes § von der Ecke £,, so ist 
der Maximalabstand des Kreises r, von der Ecke €, héchstens gleich 


: 
e+ —* 


i eee 
2(R + &) 


und es ist nach derselben Schlussweise wie in 1) und 2) 


T a , 
M<(e+—*—) <9 
0 
'~2REe) 


zu setzen, und also 
i 
2 To ’ 
<2 (c + ) ‘9: 
0 1 — 0 
2(R+8) 


Es bedeute ferner s den Abstand des Punktes — von dem Punkte B. 
Ich will @ und 7, durch s ausdriicken. 
Es sei vorausgesetzt, dass der Radius o, des 6, ausschneidenden 


| WD 
3/-I 


Kreises um €, héchstens = R gewihlt sei, ferner dass z < 0,1 sei. 
Ausserdem bedenke man, dass nur noch solche Punkte & in Betracht 
zu ziehen sind, fiir welche s > ek ist: 


eo<R, s>esk, ane 


y, und @ driicken sich folgendermassen durch s aus: 


s? 


Vo > . 
'£R 


s§ 
= — 2 
lam ° Vo" 
Hieraus folgen mit Hiilfe der fiir 9, s, ¢ angegebenen Ungleichungen 
die folgenden Ungleichungen: 
ek<s<R-Yi,l, 
$< <s- 1,230, 


8 . 
Vi,1 <ess-) tos 
= —— < s+ 0,435, 
~~ 2(R+¢) 


1 


2 (0,435 +/1,111 + )'-a. 


mm 1 
or z 
in =? 


Wir haben also den Satz: 
Liings des Bogenstiicks AB (und entsprechend liings A’ B’) bis 











aw 


( 
{ 
i 
( 
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a 


auf die Entfernung ek an den Punkt B heran ist, wnter s die Ent- 
fernung vom Punkte B verstanden, 


1 
—1 


or z 
an AS: 


worin g, eine angebbare endliche von « und s unabhiingige Grosse ist. 


§ 16. 
Definitive Abschitzung von 7 im Innern von ~. 


Um das Integral 


auszuwerthen, theile ich den Curvenzug ABB’ A’ in der Weise in 
ein Mittelstiick CC’ und zwei Seitenstiicke AC und C’A’, dass ich 
zum Mittelstiick ausser dem Bogen BB’ noch je eine kleine Strecke 
CB und B’C’ bis auf die Entfernung ¢k rechts und links hinzu- 
nehme (fig. 9). 

Lings des Mittelstiicks CC’, welches die Gesammtliinge 


. ((a —l)a#+ 2k) 
1 
° -~ ° . ° 7 ° ‘ . 2 
besitzt, verhilt sich, wie wir von friiher wissen, 9 wie «*, 
1 


nach 
1 

dem vorigen Paragraphen wie ¢ , jedes multiplicirt mit einer an- 
gebbaren endlichen von ¢ unabhingigen Grésse. Daraus schliesst man 
ohne Weiteres: 


Der lings CC’ zu erstreckende Theii des Integrals y, ist kleiner 
2 
als e“ -g, worin g eine angebbare endliche von ¢ wnabhdngige Grosse ist. 
Weniger einfach gestaltet sich die Abschiitzung fiir die Seiten- 
stiicke AC und C’A’. Hier muss ich erst die auf 8. 501 fiir 9 an- 
gegebene obere Grenze 
1 
aw. 
E-Q% <I; 


durch s, die Entfernung des Punktes § vom Punkte B bezw. B’, 
ausdriicken. 

o,, die kiirzeste Entfernung des vom Punkte § auf den zu- 
gehdrigen Randkreis von S gefiillten Lotes vom Punkte ¢,, ist gewiss 
nicht kleiner als die von §, aus gemessene kleinste Entfernung des zu 
— gehdrigen Radiusvectors des Kreisbogens AB. 


Mathematische Annalen, XLV. 35 
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Diese Entfernung ist aber 


8 .. waa aa 
2 V'~G@@Es) 
— i 
woraus ich mit Riicksicht auf die Ungleichungen 
19<1+ F<, s<R-yil 


—z 
y: ~ 4+ 0,92 


erhalte: 


Q@ > Ss: ii = s- 0,722. 
Folglich ist e = 
A<e-s* .(0,722)' g’, 


und wir haben so den Satz: 


Liings des ganzen Seitenstiickes AC (und entsprechend lings C’ A’) ist 


>z-—l1 
= i 
ya e-s Ios 
unter g, eine angebbare endliche von ¢ und s unabhidngige Grosse verstanden. 
Endlich driicke ich noch do, durch ds aus. Man bekommt 


|ds| 
7 - 


ais (3 Ea) 


do, < + ds - 1,230, 

mit dem Vorzeichen — lings AC, dem Zeichen + lings C’A’. 

Der Werth s, von s an der Integrationsgrenze A bezw. A’ geniigt 
ferner noch der Ungleichung: 

s, << R-V1,1, 

und der Werth von s an der andern Integrationsgrenze C bezw. C’ 
ist = ¢.k. 

Ks ist also, wenn 4 2 2 ist: 


dé,= 





und hieraus 


Cc ek 
> = » 2 1 1 1 
1 or » 1 Yo A = 
ea fi an € 94 <= Sos fo Jo ° § g,° ds + 1.230 
e . 
A RVi,1 
RVI1,1 
22 9 
1,230 i 7 
—-oh’s. * ds, 
ek 
also, wenn A S2 ist: 
2 2 
a= 2 — 
1,230 Vi,i4 . i 1,230 k* 7 
<9. oe Oe R “t="ie’* ae ° ee 
- -? 
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wenn dagegen A = 2 ist: 


1,230 
2a 


log RY 1,1 - € — 9, go ee - & log ek. 


a 


< W192 ° 


Den entsprechenden Ausdruck denke ich mir fiir C’ A’ berechnet 
und zugefiigt, ferner nehme ich das fiir CC’ gefundene Resultat hinzu, 
und bekomme, wenn ich alles zusammenfasse, schliesslich einen Aus- 
druck folgender Art: 


wenn A 22 ist: 


R 
(1) Ny < Ge + Gré", 
wenn A = 2 ist: 
(2) mh <e+ ge log”, 


& 


wobei g,, J. angebbare endliche positive Gréssen sind, und R den 
kleineren von den Kriimmungsradien der beiden Randkreise von S 
bedeutet. 

Wenn A < 2 ist, hat auf der rechten Seite von (1) das erste Glied 
den kleineren Exponenten, so dass man ¢ absondern kann; zugleich 
schreibe ich folgendermassen um: 


7 : 
= 1 7-1 
mM < le + gy: & Je he + g,+(R-0,1)* ), 


m < &°9- 


In gleicher Weise findet man fiir 4 > 2: 


2 
a 


m<e a +H-8 


,-2 =f ns 
i) < etn -(R- 0,1) r) 


a 


a 
ye 2g 
und fiir 4 = 2: 


rn R , I sah R 41 
n<6é log £ a2 log Rk ~é log 7 (g, + log a) 


& 


bs) 


m <¢log—-g. 
Was wir so fiir y, und friiher schon fiir y, ausgefiihrt haben, 
denken wir uns in gleicher Weise fiir y,, 43, ... Ym gemacht und alles 
addirt. 


Dann kann man sich wieder die niedrigste Potenz von ¢ heraus- 


. ele é os ° 
gesetzt denken, mit Hiilfe der Voraussetzung R <0,1 den iibrig 


35* 
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bleibenden Klammerausdruck abschiitzen, und bekommt so folgende 
abschliessende Resultate: 


1) 4(€) verschwindet mit ¢ gleichmdssig stetig diberall im Innern 


und auf dem Rande des eingeengten Polygons. 


2) Wenn alle Winkel des Polygons < x sind, so ist tiberall im 


Innern und auf dem Rande des eingeengten Polygons 


n() < eg. 
Wenn der grisste Winkel Ax des Polygons > x aber < 2x 
ist, so gilt fiir jeden Punkt € im Innern und auf dem Rande 
des eingeengten Polygons, der sich in angebbarer endlicher 
Entfernung von jeder iiberstumpfen Ecke befindet, eine Un- 
gleichung: 

n() < eg, 
fiir die unmittelbare Umgebung einer tiberstumpfen Ecke Ax 
aber nur eine Ungleichung 


1 
n(f) <8 .g, 


4) Wenn der grisste Winkel des Polygons = 2x ist, so gilt fiir 


~~ 


jeden Punkt im Innern des eingeengten Polygons, der sich 
in angebbarer Entfernung von jeder tiberstumpfen Ecke be- 
findet, eine Ungleichung 
a R 
n(€) < ¢ log = * Po 
fiir jeden Punkt des Randes, der sich in angebbarer Ent- 
fernung von jeder iiberstumpfen Ecke befindet, eine Ungleichung: 
7 (§) < é. 9g; 
und fiir jeden Punkt im Innern und auf dem Rande, der 
in der unmittelbaren Umgebung einer iiberstumpfen Ecke Ax 


liegt, eine Ungleichung: 
1 


a 
n(f) <8 .g. 
Wenn der grisste Polygonwinkel Ax > 2a ist, so gilt fiir 
jeden Punkt € im Innern des eingeengten Polygons, der sich 
in angebbarer Entfernung von jeder solchen tiberstumpfen 
Ecke 4, befindet, deren Winkel Aa>ia ist, eine Un- 


gleichung 
2 


n(f) < &*.g, 
fiir diejenigen Punkte des Innern, welche in der unmittelbaren 
Umgebung einer solchen iiberstumpfen Ecke liegen, deren 
Winkel 4,2 > : a ist, eine Ungleichung 
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1 
| (§) ~ is -9) 


fiir diejenigen Punkte des Randes, welche in angebbarer end- 
licher Entfernung von jeder tiberstumpfen Ecke liegen, eine 
Ungleichung: 

o/| (€) < €9, 
und fiir diejenigen Randpunkte, welche in der unmittelbaren 
Umgebung einer beliebigen iiberstumpfen Ecke 4,2 liegen, 


eine Ungleichung: 
1 


(f) < eg. 


Dass die in vorstehenden Siitzen angegebenen Ordnungen des 
Verschwindens von 7 mit ¢ im Allgemeinen wirklich erreicht werden, 
und dass die wahre Ordnung des Verschwindens nicht noch hdéher ist 
als angegeben, um das zu beweisen, gentigt es, die Siitze an irgend 
einem speciellen Beispiel, etwa an einem Zweieck mit den Winkeln Az 
zu bestiitigen. In der That findet man dabei genaue Uebereinstimmung 
mit meinen Angaben, sowohl fiir AS2, wie fiir 4 = 2. 


§ 17. 


Stetigkeit der Green’schen Function bei allgemeiner Abinderung des 
Kreisbogenpolygons. 


Ich habe bewiesen, dass die Green’sche Function sich stetig iindert, 
wenn man von dem Polygon einen Randstreifen von der iiberall gleichen 
Breite ¢ abtrennt. 

Der Satz gilt erst recht, wenn man den Bereich nicht iiberall 
um €, sondern um eine lings des Randes variable, nur « nicht iiber- 
steigende Strecke einengt; denn dann muss die Green’sche Function 
dieses eingeengten Polygons gewiss dem Werthe nach immer zwischen 
der Function G des urspriinglichen Polygons S und der Function 
lr = G— » des um é eingeengten Polygons 2 liegen, und zwar fir 
alle Punkte des Bereiches 2, also 

G>G>G—y 
oder 

0<G—G'<y. 
Denkt man sich nun irgend zwei Bereiche gegeben, beide von einer 
endlichen Zahi Kreisbogen mit endlicher Kriimmung begrenzt, und 
stetig auseinander hervorgehend; dieselben mégen S und S’ heissen, 
ihre Rander s und s’. Ihr Unterschied sei die beliebig klein zu 
machende Strecke ¢, d. h. kein Randpunkt eines der beiden Polygone 
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sei vom niachsten Randpunkt des andern Polygons weiter als um die 
Strecke ¢ entfernt. 

Engt man nun irgend einen der beiden Bereiche, etwa S, um 
einen tiberall gleich breiten Streifen ¢ ein, so liegt der eingeengte 
Bereich XY nicht nur ganz innerhalb von S, sondern auch ganz inner- 
halb von S’. Genau dasselbe gilt von dem Bereich 2’, den man 
durch Einengung des Bereichs &’ um einen Streifen von der tiberall 
gleichen Breite ¢ erhilt. In Folge dessen liegt auch sowohl 2 wie 2” 
innerhalb eines Gebiets, welches S und S’ mit einander gemein haben, 
und welches ich T nennen will. 

Da die Begrenzung des gemeinsamen Gebietes T hiernach zwischen 
der Begrenzung von S und derjenigen von 2 liegt, und hoéchstens mit 
der letzteren vollstindig zusammenfallt, so muss auch die Green’sche 
Function von T, welche ich [ nennen will, in ganz T einschliesslich 
des Randes kleiner als die Green’sche Function G des Bereichs S, und 
in ganz J einschliesslich des Randes grésser oder héchstens gleich der 
Green’schen Function G — » des Bereichs 2 sein. Es ist demnach 

0<G—f<y, 
und zwar so, dass das Vorzeichen < links im Innern und auf dem 
Rande des ganzen Bereichs T, das Zeichen < rechts dagegen im Innern 
und auf dem Rande von & gilt. 

Genau ebenso muss [ zwischen der Green’schen Function G’ des 
Bereiches S’ und der Function G’ — y’ des Bereiches &” eingeschlossen 
sein, also die Ungleichung 

0< G’- [<7 
gelten, indem die linke Halfte der Ungleichung in ganz T, die rechte 
in ganz 2 gilt, jedesmal mit EKinschluss des Randes. 

Durch Verbindung der beiden Ungleichungen entsteht 

—» <G—G<+%. 

Wir haben also den Satz: 

Sind zwei Bereiche S und S’ nur um eine beliebig klein zu machende 
Grosse ¢ verschieden, und nimmt die Green’sche Function G des Be- 
reiches S bei Einengung ihres Bereichs um einen Streifen von der iiberall 
gleichen Breite « um ny, die Green’sche Function G’ des Bereichs S' wm 
n' ab, so ist der Unterschied der beiden Green’schen Functionen zwischen 
folgenden Grenzen eingeschlossen : 

—7 <G—G@ <4), 
und zwar so, dass die rechte Seite der doppelten Ungleichung im Innern 


und auf dem Rande des Gebietes 2, die linke Seite im Innern und auf 


dem Rande des Gebietes &’ gilt. 


Da man y und 9’ nach den vorhergegangenen Paragraphen durch 
eine endliche Anzahl von Schritten abschiitzen kann, so ist hiermit 
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auch die Abschitzung der Aenderung der Green’schen Function bei 
Aenderung ihres Bereichs erledigt. 

Fiir die praktische Ausfiihrung der Abschiitzung wird man natiirlich 
den Umstand beriicksichtigen, dass bei unserm Abschiitzungsverfahren 
y sich schliesslich immer als eine stetige Function der geometrischen 
Bestimmungsstiicke des Bereichs herausstellt, deren Aenderung beim 
Uebergang von S zu S’ leicht abzuschiitzen ist. Man braucht daher 
das von mir angewendete umstiindliche Abschitzungsverfahren nur zur 
Bestimmung etwa von 9; 9 findet man dann sofort durch Abinderung 
der in » eingehenden Parameter. Ja wenn man keinen Werth darauf 
legt, zu wissen, bis zu welchen endlichen Werthen von « die Ab- 
schitzung richtig bleibt, kann man y’ direct durch y ersetzen, da ja 
m ohnehin gewiss um ein im Verhiiltniss zum wahren Werthe endliches 
Stiick zu gross abgeschiitzt ist. 


§ 18. 
Die analytische Fortsetzung der Green’schen Function. 


Die analytische Fortsetzung der Green’schen Function iiber den 
Rand ihres Bereiches hinaus geschieht bekanntlich nach dem Symmetrie- 
princip, indem man das gegebene Kreisbogenpolygon an irgend einer 
seiner Seiten durch reciproke Radien spiegelt, natiirlich mit Wieder- 
gabe aller Selbstiiberdeckungen des Bereichs, und indem man dann 
der Green’schen Function in dem neuen Polygon an jedem Punkte 
denselben Werth, nur mit entgegengesetztem Vorzeichen, wie in dem 
entsprechenden Punkte des Ausgangsbereichs zuertheilt. Diesen Process 
der Spiegelung an den einzelnen Seiten kann man sich nun auch an 
jeder Seite aller neuentstandenen Polygone ausgefiihrt denken u. s. f,, 
so dass sich an die urspriingliche Polygonmembran eine unbegrenzte 
Reihe abwechselnd congruenter und symmetrisch congruenter Polygon- 
membranen anhingen — wenn ich solche Figuren, die durch Kreis- 
verwandtschaft ohne oder mit Umlegung der Winkel auseinander hervor- 
gehen, congruent bezw. symmetrisch-congruent nennen darf —. Dabei 
werde ich aber, um vollstiindige Freiheit in der Abanderung des Aus- 
gangsbereichs zu haben, im Gegensatz zu dem gewonlich in der Theorie 
der automorphen Functionen iiblichen Verfahren jedes neue Polygon, 
auch wenn es mit einem friiheren sich ganz genau decken sollte, doch 
von diesem als verschieden ansehen, so dass jedes Polygon nur durch 
eine einzige ganz bestimmte Reihenfolge von Spiegelungen aus dem 
Ausgangspolygon zu gewinnen ist. 

Die Gesammtheit der Kreisverwandtschaften, welche von dem Aus- 
gangspolygon zu irgend einem andern Polygon fiihren, bilden eine 
Gruppe, deren Erzeugende die Spiegelungen des Ausgangspolygons an 
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seinen einzelnen Seiten sind; die letzteren seien A,,A,,.... Der 
analytische Ausdruck einer einzelnen Spiegelung, etwa A,, hat folgende 
Gestalt : 

¢’ _ a, §-+ B, 

Yxo+ 8," 

worin € den zu € conjugirten complexen Werth bezeichnet. Durch 
die Bestimmungsstiicke des Spiegelkreises, den Radius R, und die 
Mittelpunktscoordinaten a,, b,, driicken sich die Coefficienten der Sub- 
stitution aus, wie folgt: 


Qa, = E, (ax + tb,), B. = R, (Re pee (ax? + b,?)), 


= E 8, = E(- dx + iby). 


Hierbei sind die absoluten Werthe der «,, By, yx, 9,, auf deren Ver- 
hialtniss es ja eigentlich nur ankommt, so eingerichtet, dass die Relation 
0,0, — Bux =] 

erfiillt ist. 


Combinirt man eine endliche Anzahl solcher Spiegelungen, so 
erhalt man einen ebenso gebauten Ausdruck: 


{’ = ef+B oder f° a= abt 8 
yé+éa ye+oa 
mit £ oder mit £ gebildet, je nachdem man eine gerade oder ungerade 


Anzahl von Spiegelungen combinirt hat. Die «, B, y, 0 kann man 
dabei immer so einrichten, dass wieder 


ad —By=—1 


ist; dann sind es ganze rationale Functionen aus den Coefticienten oder 
den conjugirten Werthen der Coefficienten der einzelnen zusammen- 
setzenden Substitutionen sind, und zwar in den Coefficienten jeder 
einzelnen linear und homogen. 

Ich ziehe nun im Folgenden nur solche stetige Abanderungen des 
Polygons S in Betracht, bei denen die einzelnen Randstiicke ihre Lage 
jedes als Ganzes stetig fndern, in der Weise, dass auch der ganze 
Spiegelkreis seinen Radius und Mittelpunkt stetig veriindert. Dabei 
ist nicht ausgeschlossen, dass auf einer Seite sich Knickungen ein- 
stellen — wenn nur in endlicher Anzahl und in endlicher Entfernung 
von einander und von den Enden der Seite —: man hat dann nur 
die betreffende Seite des Polygons sich schon von vornherein in einzelne 
Stiicke zerlegt zu denken, die nur unter gestrecktem Winkel zusammen- 
stossen. Vom Auftreten solcher Seiten, deren Radius und Linge mit 
é verschwindet, will ich hier absehen. Wenn sie bei der Abanderung 
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nur in endlicher Anzahl zwischen die endlichen Seiten eingeschoben 
sich einstellen, wenn sie insbesondere nicht ein ganzés Randstiick von 
endlicher Grosse erfiillen, dann bewirken sie nur eine unwesentliche 
Modification der folgenden Betrachtungen, indem man dann nimlich 
nur solche analytische Fortsetzungen zu vergleichen hat, bei dentn 
keine dieser unendlich kleinen Seiten itiberschritten wird. 

Es werde jetzt das Polygon S stetig in das unendlich wenig ver- 
schiedene Polygon S’ abgeindert. Da in jeder einzelnen Substitution 
A, sich die Gréssen R,, a,, b, in geometrisch bestimmter Weise stetig 
aindern, so dindern sich auch die Coefficienten ay, Bx, Yx» Ox im an- 
gebbarer Weise stetig. Dasselbe gilt dann auch von jeder Substitution A, 
die aus einer endlichen angebbaren Anzahl von Spiegelungen zusammen- 
gesetzt ist, da ja ihre Coefficienten a, 8, y, 0 ganze rationale Func- 
tionen der ay, Bx, yx, 9, von endlichem Grade sind; dasselbe ist 
natiirlich bei der zu A inversen Substitution A— der Fall, welche sich 
von A nur durch die umgekehrte Aufeinanderfolge der zusammen- 
setzenden Spiegelungen unterscheidet. 

Daraus folgt aber, wenn man irgend einen Punkt &', der aus einem 
Punkt § des Ausgangspolygons durch eine endliche Anzahl von Spiegelungen 
hervorgeht, festhdlt, dass dann bei dem stetigen Uebergang von S zu S’ 
auch der Ausgangspunkt € seine Lage in angebbarer Weise stetig dndert, 
mit alleiniger Ausnahme des Falls, dass § gerade im Unendlichfernen 
liegt. Aber auch diese Ausnahme ist unwesentlich; denn wenn man 
die €-Ebene durch eine §-Kugel ersetzt und die Entfernungen auf 
dieser, statt in der -Ebene, misst, so ist die Aenderung des Punktes ¢ 
ausnahmslos stetig, wo er auch liegen mag. Da es aber zu Umstindlich- 
keiten fiihren wiirde, die Strecken auf der Kugel zu messen, so will 
ich, wie ich es auch friiher schon gethan habe, lieber von den Strecken 
der €-Ebene sprechen, dann aber den Fall ausschliessen, dass ein 
Punkt, von dem ich gerade spreche, in’s Unendliche fallt, indem ich 
mir vorbehalte, immer die Figur einer solchen linearen Transformation 
zu unterwerfen, dass die gedachte Voraussetzung erfiillt ist. In diesem 
Sinne gilt also der Satz: 

Gehen zwei Punkte €, der eine durch eine aus einer endlichen 
Anzahl von Spiegelungen des Polygons S bestehende Transformation A, 
der andere durch die entsprechende zum Polygon S’ gehdrige Transfor- 
mation A’ in ein und denselben Punkt &' tiber, so ist die gegenseitige 
Entfernung der beiden Punkte € von einander eine angebbare mit « 
stetig verschwindende Grosse 0. 

Ks kommt uns nun darauf an, die Green’schen Functionen G und 
G’ des urspriinglichen und des abgeiinderten Polygons nicht nur in 
solehen Punkten mit einander zu vergleichen, welche im Ausgangs- 
polygon S und S’ liegen, sondern auch fiir alle solche Punkte, zu 
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denen man erst nach Durchsetzung einer beliebigen endlichen Anzahl 
von weiteren Polygonen gelangt. Man darf natiirlich in irgend einem 
Punkte nur solche Werthe von G und G’ mit einander vergleichen, 
die aus den Werthen G und G’ in den Ausgangsbereichen S und S’ 
dutch analytische Fortsetzung auf entsprechenden Wegen gewonnen 
werden, d. h. auf Wegen, die in den beiden Polygonnetzen immer 
entsprechende Polygonseiten iiberschreiten. Man darf also den Weg 
der analytischen Fortsetzung insbesondere niemals zwischen zwei ent- 
sprechenden (bei der Abinderung auseinander hervorgegangenen) Ecken 
zweier entsprechenden Polygone hindurchfiihren. Dies wird vermieden, 
wenn man festsetzt, dass der Weg der simultanen analytischen Fort- 
setzung in angebbarer von ¢ unabhingiger Entfernung von jeder Ecke 
des Polygonnetzes verliuft, welches zu S gehért. Dann wird man, 
wie viele Polygone, wenn nur eine endliche Anzahl, der Weg durch- 
setzt, stets den Betrag « der Aenderung von S so klein annehmen 
kénnen, dass bei der Aenderung keine Ecke des Netzes den Weg iiber- 
schreitet. 


§ 19. 
Stetigkeit der analytischen Fortsetzung. 


Es sei jetzt € irgend ein beliebiger Punkt des zu S gehdrigen 
Polygonnetzes, zu dem man von S nach Durchsetzung einer endlichen 
Anzahl von Polygonen gelangt. Demselben entspricht ein bestimmter 
Punkt € im Ausgangspolygon, welcher aus € durch eine bestimmte 
aus einer endlichen Anzahl von Spiegelungen des Polygons S bestehende 
Operation A-' hervorgeht. Bei stetigem Uebergang von S zu S’ andert 
sich A~' stetig in A’. Es werde dann mit §, derjenige Punkt be- 
zeichnet, welcher aus € durch die Operation A’—' hervorgeht. Nach 
dem Satze des vorigen Paragraphen ist dann 

io — S| = 9 
eine angebbare mit ¢ stetig verschwindende Grdésse. 

Der Werth von G im Punkte € ist derselbe oder der entgegen- 
gesetzte, wie der Werth von G im Punkte €, welchen ich G, nennen 
will, ebenso ist der Werth von G’ im Punkte € derselbe oder der ent- 
gegengesetzte, wie der Werth G,’ im Punkte &,', also 

G=+G@, @=+G;, 
und zwar so, dass beidemal dasselbe Vorzeichen gilt. Folglich ist 
G—G' =+ (G, — G’). 

Es sei nun €, also auch g, in einer angebbaren endlichen Ent- 
fernung von jeder Ecke sowie von der nichsten Unstetigkeitsstelle der 
Green’schen Function G gelegen — natiirlich immer nur im selben 
Blatte gemessen. — 
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Ich denke mir nach § 7 um die in S gelegene Unstetigkeitsstelle & 
der Green’schen Function G eine geschlossene Curve s, construirt, 
lings deren ich eine obere Grenze M fiir den Werth von G abschitzen 
kann, und zwar wihle ich die Curve s, so eng, dass der Punkt €, in 
augebbarer endlicher Entfernung ausserhalb derselben liegt. Die nach 
Symmetrie genau entsprechenden Curven denke ich mir um alle trans- 
formirten Punkte von §, d. h. um alle andern Unstetigkeitspunkte 
von G@ construirt. Ausserhalb dieser Curven und auf dem Rande der- 
selben bleibt dann G seinem absoluten Werthe nach iiberall unter- 
halb UM. 

Ich kann non um €, als Centrum, da dieser Punkt in endlicher 
Entfernung von jeder der construirten Curven, sowie von jeder Ecke 
des Polygonnetzes liegt, einen Kreis von endlichem angebbarem Radius 
R construiren, der keine Ecke einschliesst und in keines der um die 
Unstetigkeitspunkte von G ausgeschlossenen Gebiete eindringt. Inner- 
halb und auf dem liande dieses Kreises ist G holomorph und dem 
absoluten Werthe nach kleiner als M. Sind r und  Polarcoordinaten 
in Bezug auf den Punkt ¢ als Centrum, so giebt es also fiir G eine 
in dem ganzen Kreise R giltige Entwicklung 


G = a + a,r cos @ -+- ar? cos 2g + a,7° cos 3 + - 
-+ br sin m +- b,r? sin 2g + b,7° sin 3m + - 


22 
1 7 y 
= a=) Gdg =G), 


ay = — aT es vp dg, b, =m ! = oF G sin vp dp 


wobei 


ist, unter G die Werthe von G lings des Kreises R verstanden. Da 
lings dieses Kreises tiberall |G) < M ist, so folgt 

2M _ 2M 

pe? On Spe 


Hieraus folgt, dass in der Entfernung r vom Punkte , iiberall 


|G — G,| << 4MU(G, + it fs + )= 4-5 


\dy| < 


—? 
ist. 

Jetzt bezeichne G, den Werth von G im Punkte §,, welcher ja 
von €, nur die angebbare kleine mit ¢ stetig verschwindende Ent- 
fernung 0 besitzt. Jedenfalls kann ich ¢ so klein wihlen, dass 6d << R 
ist, dass also G, in der obigen Weise entwickelbar ist. Dann ist 


IG, — G, < 4M - 5: 
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Nun habe ich den Werth G, von G im Punkte €, mit dem 
Werthe G,’ von G’ im selben Punkte €,° zu vergleichen. Ich mache 
zu dem Zwecke zuniichst die spiiter wieder zu beseitigende Voraus- 
setzung, dass der Punkt €, sich im Innern von S in angebbarer Ent- 
fernung vom Rande des Polygons S befinde. Dann kann man die 
Aenderung « des Bereichs S jedenfalls so klein machen, dass auch §, 
im Innern des Polygons in angebbarer Entfernung vom Rande liegt, 
und dass man auf die Aenderung von G im Punkte §,’ das in § 17 
geschilderte Abschiitzungsverfahren anwenden kann. Man bekomme so 

|G, — Gy| <<, 
wobei 9, eine angebbare mit ¢ stetig verschwindende Grésse bedeutet. 
Dies Resultat mit dem oben gefundenen 
|G,-G@,|< 4M-p*, 
zusammen ergiebt 
4M 


|G “oe Gy \ No + 0: pa 
oder, da sowohl , wie d mit « stetig verschwindet, folglich die ganze 
rechte Seite stetig verschwindet, ist 
|G, — Gy |<, 
unter 9 eine angebbare mit ¢ stetig verschwindende Grosse verstanden. 
Da nun |G — G’| = |G, — G,| ist, so hat man den Satz bewiesen: 

In einem beliebigen Punkte € des Polygonnetzes S, welcher vom 
Ausgangspolygone aus mit Ueberschreitung einer endlichen Anzahl von 
Polygonseiten erreicht werden kann, und welcher in angebbarer endlicher 
Entfernung von jedem (im selben Blatte gelegenen) Unstetigkeitspunkt der 
zu S gehdrigen Green’schen Function liegt, dindert sich die Green’sche 
Function bei Abdnderung des Polygons S stetig, so dass 

G—G'|<y 
ist, wobei y eine mit der Aenderung « des Beretchs S stetig verschwindende 
angebbare Grosse ist. 

Dieser Satz ist freilich vorerst nur unter der Voraussetzung be- 
wiesen, dass €,, oder was dasselbe heisst, € sich im Innern eines 
Polygons in angebbarer Entferpung vom Rande befinde. Ich sagte 
schon oben, dass diese Kinschrinkung nur unwesentlich ist und be- 
seitigt werden kann. 

Wenn nimlich € nicht in angebbarer Entfernung vom Rande 
liegt, so liegt es auf dem Rande selbst. Dann ist aber G, = 0. Der 
Punkt €, hat nun aber héchstens die angebbare mit « stetig ver- 
schwindende Entfernung 0 vom Punkte §, und der nichste Randpunkt 
von S’ hat von £, héchstens die Entfernung «. Folglich ist der Punkt 
€) hdchstens um die Strecke «+d vom Rande des Polygons S’ ent- 
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fernt. Liegt nun €,’ innerhalb von S’ selbst, so wissen wir, dass der 
Werth G,’ positiv und kleiner als eine mit der Entfernung «+ 0 vom 
Rande, also auch mit ¢ stetig verschwindende angebbare kleine Grosse 
m ist; folglich ist 

|G) — Gy |= Gy <u 


in der That eine mit ¢ stetig verschwindende Grosse. 

Liegt ferner €,’ zwar in der kleinen Entfernung ¢ + 0 vom Rande 
des Polygons 8’, aber ausserhalb desselben, so mége es erstens keiner 
Polygonecke unendlich benachbart sein; dann liegt es in unendlicher 
Nahe einer Polygonseite, und sein Spiegelpunkt in Bezug auf diese 
Seite liegt innerhalb des Polygons S’ und ebenfalls in einer mit «¢ 
stetig verschwindenden Entfernung vom Rande, niimlich 

> 
aie: a (e+ 9). 
Der Werth von G’ in diesem Spiegelpunkte ist daher positiv und 
kleiner als eine angebbare mit « stetig verschwindende Grosse », 
folglich der Werth G,’ in €,’ selbst negativ und grésser als — 9, und 


|G — Gy|=— Gy <9. 


Liegt endlich ,° ausserhalb von S’, aber in der Nahe einer Ecke 
mit nicht verschwindendem Winkel, so liegt jedenfalls irgend einer 
seiner Spiegelpunkte in Bezug auf eine der beiden in der Ecke zu- 
sammenstossenden Polygonseiten im Innern von S’ und in einer mit é 
stetig verschwindenden angebbaren Entfernung vom Rande. Ks gilt 
dann wieder die gewdhnliche Schlussweise. 

Dagegen versagt der Schluss in der Umgebung einer parabolischen 
Spitze, und thatsiichlich ist die Abiinderung der Green’schen Function 
in der Umgebung einer solchen auch nicht stetig. Dies hat seinen 
tieferen Grund in folgendem Satze: 


Der Stetigkeitssatz gilt nur fiir solche Punkte des Polygonnetzes S, 
welche in angebbarer endlicher von ¢ unabhidngiger Entfernung von allen 
Unstetigkeitspunkten der Green’schen Function G liegen. Die Convergenz 
von G’ gegen G, wenn man S’ in § stetig tibergehen ldsst, ist in der 
Umgebung der Unstetigkeitsstellen im Allgemeinen eine ungleichmidssige, 
d. h. je niher man an eine solche Unstetigkeitsstelle herangeht, wm so 
kleiner muss man « wiihlen, damit |\G—G'| noch unterhalb einer kleinen 
oberen Grenze n bleibt. 

In der Umgebung einer parabolischen Spitze liegen nun in der 
That in beliebiger Niihe derselben immer noch unendlich viele Un- 
stetigkeitspunkte der Green’schen Function, so dass also in der Um- 
gebung einer parabolischen Ecke die Convergenz nothwendig ungleich- 
miissig sein muss. 
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Ebenso muss die Stetigkeit natiirlich auch in der Umgebung 
sonstiger Grenzpunkte, d. h. Hiiufungsstellen des Polygonnetzes, un- 
gleichmissig werden. 


§ 20. 
Stetigkeit des symmetrischen Integrals 3. Gattung. 


Das zu der Green’schen Function G: conjugirte Potential H? ge- 
winnt man, indem man das Integral 


Hi = — {°as 


von irgend einem fest gewihlten Anfangspunkt aus bis zu der variablen 
Stelle € erstreckt, die Normalenrichtung » immer links zur Fort- 
schreitungsrichtung s genommen. 


Bildet man dasselbe Integral fiir den abgeinderten Bereich S’ 


H:° = - f% ds 
on 


auf demselben Wege, so wird 


HH — H' —— f 1G —@) ag = — fras. 
on on 


y ist aber in jedem Punkte des Polygonnetzes, der in angebbarer 
endlicher Entfernung von jeder Unstetigkeitsstelle der Green’schen 
Function liegt, holomorph und dem absoluten Werthe nach unter- 
halb einer abschatzbaren mit ¢ stetig verschwindenden oberen Grenze 
gelegen. 

Es sei nun € ein Punkt des Polygonnetzes, der in angebbarer 
endlicher Entfernung nicht nur von allen Unstetigkeitspunkten der 
Green’schen Function, sondern auch von jeder Ecke des Polygonnetzes 
gelegen ist. Dann lisst sich um ¢ als Centrum ein Kreis von angebbarem 
endlichen Radius g@ beschreiben, der ebenfalls noch in angebbarer end- 
licher Entfernung von jeder Ecke des Polygonnetzes und von jeder 
Unstetigkeitsstelle der Green’schen Function bleibt. Liings des Randes 
von diesem Kreise besitzt daher 9 eine abschitzbare obere Grenze 7, 
seines absoluten Werthes, welche eine mit ¢ stetig verschwindende 
Grosse ist, und innerhalb des ganzen Kreises eine Entwicklung 


H = a + ar cos p + a,r* cos 2p + a,7 cos3m+--:- 
+ b,rsing + br? sin 2m + b,7° sin 3p + ---, 
wobei insbesondere 


22 22 


- 1 1 aii 
fics 9 ao, b= bot fasin gag 


v 0 


ae 
ye <* 


oi 
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ist, und also wegen |%| < y, 


2 2 
a, < ae b, a No, 


@ @ 
Im Mittelpunkte des Kreises, d. h. im Punkte € ist aber 


\an| oT? 
laa < Va,? + b,%, 
also auch 
\on) — Mo, 97/9 oe x’ 
\5n| < e 2/2 q- 

Wahlt man also den Integrationsweg von dem festen Ausgangs- 
punkte bis zum Punkte € se, dass er iiberall in endlicher angebbarer 
Entfernung von jeder Unstetigkeitsstelle der Green’schen Function 
sowie von jeder Ecke des Polygonnetzes bleibt, so kann man fiir jeden 
Punkt des Weges s eine mit ¢ stetig verschwindende obere Grenze 7’ 


~ |On 
fiir Ee 





bestimmen. Sei dann 9’ der grésste dieser Werthe lings 
des Weges, s die Linge des Integrationsweges, so ist im Punkte € 
|\H — H’|<s-7’. 
Also hat man den Satz bewiesen: 


Bestimmt man die conjugirten Potentiale H und H’ der zu S und 
S’ gehirigen Green’schen Functionen G und G’ so, dass sie etwa in 
irgend einem festen Punkte des Ausgangsbereiches denselben Werth haben, 
so unterschetden sie sich in irgend einem Punkte des Polygonnetzes, der 
in angebbarer endlicher Entfernung von jeder Unstetigkeitsstelle der 
Green’schen Function liegt, und den man mit Durchsetzung einer end- 
lichen Anzahl von Polygonen erreichen kann, nur um eine angebbare mit 
é stetig verschwindende Grosse. 


Zunichst habe ich den ausgesprochenen Satz nur erst fiir solche 
Punkte € bewiesen, die in angebbarer endlicher Entfernung von jeder 
Kicke des Polygonnetzes sich befinden. Aber diese Beschriinkung lisst 
sich leicht beseitigen, mit Ausnahme natiirlich der parabolischen Spitzen, 

Es sei @ die betreffende Ecke des Polygonnetzes S, 6 der andere 
Schnittpunkt der in @ zusammenstossenden Seiten. Setze ich dann, 
wie in §9, mit derselben Bedeutung von a und v, 

f—a _ (rev 

6 adv? 
und wihle ich den Orthogonalkreis y= R méglichst gross, aber doch so, 
dass er noch in endlicher angebbarer Entfernung vom niichsten Un- 
stetigkeitspunkt des G bleibt, so gilt fir H innerhalb des ganzen 
Kreises r = R eine Entwicklung: 


H=a,+a,r cos p + a,r? cos2p+--:, 
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wobei 


dy = — fa dg 
? U 
ist. 


Dieselbe Construction mache ich fiir die entsprechende Ecke a’ 
des Polygonnetzes S’, wiihle aber dabei R’ = R. Ich bekomme so 


H' =a, + a,r’ cos pm’ + a, r’? cos2p’+--,, 


a 
ay, <== f H’ dq’. 
0 


Nun bedenke ich, dass die Gréssen a, 6B, a, w beim Uebergang 
von S zu S’ sich in angebbarer Weise stetig indern, dass also, wenn 
man r=r’, p=’ setzt, die beiden Punkte r,@ und r’, gm’ nur 
eine angebbare stetig mit ¢ verschwindende Entfernung von einander 
haben. H und H’ besitzen aber in solechen Punkten eine Differenz, 
die dem absoluten Werthe nach unterhalb einer angebbaren mit ¢ stetig 
verschwindenden Grésse liegt. Es ist folglich auch 


a, —a& = ‘f (H — H’) do 


dem absoluten Werthe nach unterhalb einer angebbaren mit « stetig 
verschwindenden Grésse gelegen. Also: 


Der Werth von H in einer Ecke des Polygonnetzes S und der 
Werth von H’ in der entsprechenden Ecke des Polygonnetzes S' unter- 
scheiden sich nur um eine Grosse, die unterhalb einer angebbaren mit 
é stetig verschwindenden oberen Grenze liegt. 

Nun ist aber H sowohl, wie H’, wie man mit Hiilfe der hin- 
geschriebenen Reihenentwicklungen leicht beweist, in der ganzen Um- 
gebung der Ecke a bez. a’ stetig, wenn auch verzweigt. Da die Ecken 
« und «’ nur eine mit ¢ stetig verschwindende Entfernung von einander 
besitzen, so sind also nicht allein der Werth von H in e@ und der 
Werth von H’ in @’, sondern auch die Werthe von H und H’ im 
selben Punkte @ oder @’ nur um eine mit « stetig verschwindende 
Grésse unterschieden. Diese Schlussweise versagt selbstverstiindlich fiir 
parabolische Spitzen, lisst sich aber auf andere parabolische Ecken 


mit einigen Modificationen des Beweises iibertragen. Wir haben also 
das Resultat: 


Die Aenderung von G ist auch in den Ecken des Polygonnetzes 
mit Ausnahme der parabolischen Spitzen stetig. 


Fasse ich jetzt die beiden Functionen G und H zu dem_ ,,sym- 
metrischen Integral dritter Gattung“ zusammen 
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Pi = G + iH, 
so haben wir fiir dieses den Satz: 

Bei stetiger Abinderung des Polygons S wm eine beliebig klein zu 
machende Grosse « dindert sich das symmetrische Integral dritter Gattung, 
wenn man eine in S gelegene Unstetigkeitsstelle § sowie den Werth seines 
imagindren Theils in einem beliebigen Punkte von S festhilt, in jedem 
Punkte des Polygonnetzes, den man mit Durchsetzung nur einer end- 
lichen Zahl von Polygonen erreichen kann, und der in angebbarer 
endlicher Enifernung vom ndchsten Unstetigkeitspunkt des Integrals liegt, 
nur um eine angebbare mit « stetig verschwindende kleine Grosse. 


Es ist dann auch sofort die Richtigkeit folgenden Satzes ein- 
zusehen : 


Die stimmtlichen 2p (rein imaginiiren) Perioden des symmetrischen 
Integrals P; dindern sich stetig bei stetiger Abdnderung des Bereichs s. 

Man erhilt niimlich die Perioden von PE theils, indem man € im 
Ausgangspolygon S selbst einen geschlossenen Weg beschreiben lisst, 
der nicht auf einen nichtsinguliren Punkt zusammengezogen werden 
kann, theils, indem man € von einem Punkte des Ausgangspolygons 
zu dem entsprechenden Punkte eines solthen Polygons wandern lisst, 
welches durch zweimalige Spiegelung aus S entsteht. In beiden Fallen 
reproducirt sich G, wihrend 1H um eine rein imaginire Constante 
wachsen kann, von denen man 2p linear unabhiingige als primitives 
Periodensystem auswithlen mag. (Von der Periode 227, die bei Um- 
lauf um den Unstetigkeitspunkt in S entsteht, sehe ich ab, da ja diese 
iiberhaupt ungeindert bleibt). 

Irgend eine Periode mége durch einen geschlossenen Umlauf in S 
entstehen. Ich kann den Weg in dem festen Punkte, wo H — H’ 
ist, beginnen und endigen lassen. Dann zeigt der Satz der vorigen 
Seite ohne Weiteres, da der Weg der analytischen Fortsetzung allen 
gestellten Bedingungen geniigt, dass am Ende des Weges H — H’ unter- 
halb einer angebbaren mit « stetig verschwindenden Grosse liegen muss. 
H — H’ ist also nur um eine unendlich kleine Grésse gewachsen, 
H und H’ also nur um unendlich wenig verschiedene Gréssen, w. z. b. w. 

Eine Periode, die ich durch Laufenlassen des € zu einem con- 
gruenten Punkte in einem andern Polygon erhalte, kann ich, da der 
Ausgangspunkt beliebig ist, wieder von dem Punkte H = H’ be- 
ginnen lassen. Dieser Punkt heisse &. Ist ¢ der ihm entsprechende 
Endpunkt im Polygonnetz S, so ist der entsprechende Endpunkt ¢’ 
im Polygonnetz S’ von € nur um eine mit e¢ stetig verschwindende 
Grésse 0 entfernt. Ich fiihre nun H von §& bis €, und gleichzeitig 
H’ auf demselben Wege von &, nach €, dann aber noch HW’ allein auf 
dem kiirzesten Wege von € nach €’; die Differenz der beiden so er- 
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haltenen Werthe von H und H’ wird, mit dem Factor i versehen, 
die Differenz der Perioden von P und P’ sein. 

Auf dem Wege von §&, bis € erlangt zuerst H — H’ nach unserm 
friiheren Satze einen mit « stetig verschwindenden Werth. Fiihre ich 
dann noch H’ allein von € nach ¢’ liings der mit ¢ stetig verschwindenden 
Strecke 0, so kommt nur noch eine ebenfalls mit ¢ stetig verschwindende 
kleine Grésse hinzu, da ja H’ in der Umgebung des Punktes € stetig 
ist. Fiir beide Theiliinderungen lisst sich eine mit « stetig ver- 
schwinde obere Grenze angeben, also auch fiir die Gesammtiinderung. 
Damit ist alles bewiesen. 


§ 21. 
Stetigkeit der symmetrischen Integrale 2. Gattung. 


Aus der Green’schen Function mit einem logarithmischen singu- 
liren Punkte €°-+ i&” im Polygon leiten sich durch Differentiation 
nach den Coordinaten des Unstetigkeitspunktes zwei Green’sche Func- 
tionen mit einem algebraischen Unendlichkeitspunkt erster Ordnung ab: 

eae aas 

an ih 
aus denen sich die allgemeinste Green’sche Function dieser Art linear 
zusammensetzt. 

Wie dndern sich nun diese Functionen bei Abénderung des Poly- 
gons S ab? 

Man kann diese Frage auf zwei verschiedene Arten beantworten. 
Die eine Methode wire folgende: 

Man denkt sich die Green’sche Function mit algebraischer Un- 
stetigkeitsstelle statt durch Differentiation von G vielmehr direct nach 
dem Schwarz-Neumann’schen Verfahren dargestellt. Da ich den Con- 
vergenzfactor des Verfahrens abschiitzen, d. h. eine obere Grenze fiir 
denselben angeben kann, so habe ich damit die Méglichkeit, fiir eine 
den Unstetigkeitspunkt umschliessende Curve eine obere Grenze auch 
fiir den absoluten Werth dieser zweiten Green’schen Function anzu- 
geben. Vermittelst dieser oberen Grenze kann man die Werthe der 
Green’schen Function in der Nahe des Randes ihrem absoluten Werthe 
nach abschiitzen, und damit den absoluten Werth der Aenderung der 
Green’schen Function bei Kinengung des Bereichs um eine kleine 
Grésse «. Nun kann man den Bereich S und S’ beide durch eine 
unendlich kleine Abanderung in einen dritten beiden gemeinsamen 
Bereich 2 verwandeln, mit dessen Green’scher Function man die 
Green’schen Functionen von S und S’ vergleicht. Man kann so den 
absoluten Werth der Differenz der zu S und S’ gehérigen Green’schen 
Functionen abschiitzen, zuniichst fiir ein beiden Bereichen gemeinsames 


=| Prem, 
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Gebiet. Dann erweitert man die Abschitzung genau wie bei der 
Green’schen Function G auf beliebige Punkte des Polygonnetzes, und 
kommt so zu denselben Siitzen, wie sie im vorigen Paragraphen fiir 
die Green’sche Function mit logarithmischem Unstetigkeitspunkte und 
fiir das symmetrische Integral 3. Gattung und dessen Perioden bewiesen 
worden sind, jetzt fiir die Green’sche Function mit algebraischem Un- 
stetigkeitspunkt, sowie fiir das symmetrische Integral 2. Gattung und 
dessen Perioden. 

Die andere Beweismethode, die ich hier ausfiihrlicher auseinander- 
setzen will, geht von der fiir die Green’sche Function mit logarith- 
mischer Unstetigkeitsstelle ausgefiihrten Abschiitzung aus. 

Ks ist bekanntlich identisch 


Gi = G. ; : 
; ag oat 
Wir erhalten sonach die Ableitungen ae und: Tak indem wir erst 


aa ve 
oe und oF" bilden und dann € und & vertauschen. 


Nun habe ich schon im vorigen Paragraphen gezeigt, dass e 
und as wie tiberhaupt der Differentialquotient nach irgend einer be- 
liebigen Richtung der €-Ebene bei Abinderung des Bereichs sich 
angebbar stetig indern, vorausgesetzt nur, dass € in einer angebbaren 
Entfernung von § und von allep Transformirten des Punktes € liegt. 
In diesem Satze brauche ich nur € mit € zu vertauschen, und 2u 
beachten, dass es auf dasselbe hinauskommt, ob ich sage, € liege in 
angebbarer Kntfernung von & und allen Transformirten von &, oder 
ob ich sage, & liege in angebbarer Entfernung von € und allen Trans- 
formirten des Punktes € Man erhilt so den Satz: 

Die Green’schen Functionen mit algebraischem Unstetigheitspunkt § 
dindern sich bet Abdnderung des Bereiches S um eine kleine Grosse « 
in jedem Punkte §, der in angebbarer endlicher Entfernung von allen 
Unstetigkeitspunkten liegt, wm eine Grosse, die dem absoluten Werthe 
nach unterhalb einer angebbaren mit « stetig verschwindenden oberen 
Grenze liegt. 

Dabei ist allerdings zuniichst vorausgesetzt, dass der Punkt £ 
(friiher §) im Innern des Polygons S in angebbarer Entfernung vom 
Rande liegt, waihrend die Unstetigkeitsstelle §, die bei der Abinderung 
des Bereichs festgehalten wird, ganz beliebige Lage im Polygonnetz 
haben kann, nur in endlicher Entfernung von jeder Ecke (damit man 
um & einen Kreis von endlichem Radius beschreiben kann, innerhalb 
dessen eine Entwicklung von G als Function von & existirt). Die ge- 
nannte Einschrinkung der Lage von € ist aber unwesentlich; dieselbe 
kann auf genau dieselbe Weise aufgehoben werden, wie die ent- 
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sprechende Einschrankung fiir G selbst auf 8. 535 ff. beseitigt wird. Ich 
brauche die Betrachtungen nicht zu wiederholen. 

Wie ist’s dagegen, wenn £ auf den Rand eines Polygons riickt? 

Wenn & auf eine Polygonseite riickt, aber in angebbarer Ent- 
fernung von der nachsten Ecke bleibt, so liegt offenbar kein Hinderniss 
fiir die Abschiitzung vor. Es ist nur zu bemerken, dass dabei die 
Unstetigkeitsstelle § mit ihrer symmetrischen im Nachbarpolygon zu- 
sammenrtickt, indem sich die beiden Unstetigkeiten aufheben, wenn 
die Differentiation gerade in der Richtung des Randes vorgenommen 
ist, und sich addiren, wenn die Differentiation normal zum Rande 
gerichtet ist. 

Riickt aber die Unstetigkeitsstelle § in eine Polygonecke, so ist 
es verschieden, je nachdem der betreffende Polygonwinkel kleiner oder 


groésser als z ist. Im ersten Falle wird ae selbst in jedem Punkte §, 


der in endlicher Entfernung von € liegt, unendlich klein, und die 
Stetigkeit der Abanderung bleibt daher bestehen. Im zweiten Falle 


-, 0G ., : , * : 
dagegen wird 3E iiberall unendlich gross, verliert also seinen Sinn. 


Man muss iiberhaupt in der Niihe einer Ecke anders differenziren; 
aber ich kann fiir meine Ziele den Fall, dass der Unstetigkeitspunkt 
in der Nahe einer Ecke liegt, tiberhaupt ausschliessen. Also sage ich: 

Der Stetigkeitssatz auf S. 539 behdlt seine Giiltigkeit fiir jede Lage 
des Punktes §, die man mit Durchsetzung nur einer endlichen Zahl 
von Polygonen erreicht, und welche eine angebbare Entfernung von der 
niichsten Unstetigkeitsstelle hat, und fiir jede derselben Bedingung ge- 
niigende Lage der festgehaltenen Unstetigkeitsstelle —, vorausgesetzt nur, 
dass § sich in angebbarer endlicher Entfernung von der niichsten Polygon- 
ecke befindet. 

Unter diesen selben Voraussetzungen gelten dann, wie man nach 
der Schlussweise des letzten Paragraphen folgert, die Sitze: 


1) Das conjugirte Potential 


oH: oHs 
— be8w. ==> 
og og 


dindert sich bei sietiger Abiinderung des Polygons S um eine mit « stetig 
verschwindende abschitzbare kleine Grosse. 

2) Das Integral 2. Gattung 
P: OP; 


de ; bezw. og” 


dindert sich bei stetiger Abiinderung des Polygons S um eine mit « stetig 
verschwindende abschiitzbare kleine Grosse. 
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3) Die siimmtlichen 2p (rein imagindren) Perioden jedes Integrals 
2. Gattung dndern sich bei stetiger Abinderung des Polygons S um je 
eine mit € stetig verschwindende abschitzbare kleime Grosse. 


§ 22. 
Stetigkeit der automorphen Functionen. 


Aus den symmetrischen Integralen zweiter Gattung setzt man 
symmetrische automorphe Functionen zusammen, indem man 


F() =i + > (w- ger tbe apr 
v=1 
ansetzt und, unter A,, B, (x —1,2,...2p) 2p linear unabhingige 
Perioden von a und ie verstanden, die Coefficienten den 2p Be- 
dingungen unterwirft: — 
v==m 
>) (ty As(Er) + by Be (Er) = 0. 
v=1 
Ich wihle, damit diese Bedingungen gewiss mit einander vertriglich 
sind, m > p. 

Man kann dann a, und b, jedenfalls als rationale ganze unctionen 
der 4mp Gréssen A,(§,), B,(§&) und von 2m — 2p willkiirlichen 
Parametern ausdriicken. 

Aendert man jetzt den Bereich S stetig ab, so dass er in S’ iiber- 
geht, und halt dabei die Punkte &, sowie die 2m — 2p willkiirlichen 
Parameter fest, so ndern sich die a,, b, gewiss in abschiitzbarer 
Weise stetig, da es rationale ganze Functionen der sich stetig indernden 
Perioden A,, B, sind. 

Halt man ausserdem noch die Constante 6, und die imaginaren 
Theile aller Integrale zweiter Gattung in einem beliebigen Punkte 
fest, so muss auch F’(€) in jedem mit Durchsetzung einer endlichen 
Zahl von Polygonen erreichbaren Punkte, der in angebbarer Entfernung 
von allen Unstetigkeitspunkten & und deren Transformirten liegt, 
sich stetig indern, da ja sowohl die a,, b, wie die Integrale sich stetig 
andern. Damit haben wir das Resultat: 

Wir kinnen die symmetrische automorphe Function F'(&), wenn 
sie mindestens p Unendlichkeitspunkte im Innern des Polygons S hat, 
immer so einrichten, dass sie sich in jedem Punkte §, den man mit 
Durchsetzung nur einer endlichen Anzahl von Polygonen vom Ausgangs- 
polygone aus erreicht, und der in angebbarer Entfernung von jedem Un- 
stetigkeitspunkte derselben liegt, bei stetiger Abénderung des Polygons S 
in abschdtebarer Weise stetig dndert. 
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Dasselbe gilt, wenn man noch einen oder mehrere auf dem Polygon- 
rande liegende Unstetigkeitspunkte hinzufiigt. 

Ich kann so beliebig viele symmetrische automorphe Functionen 
bilden , die sich simmtlich in angebbarer Weise stetig indern. 

Von allen diesen wihle ich irgend zwei solche aus, welche einer 
primitiven Gleichung des algebraischen Gebildes geniigen — ich brauche 
z. B. nur dafiir zu sorgen, dass die Anzahlen der oo-Stellen im Voll- 
bereiche theilerfremd zu einander sind. — Diese Functionen nenne ich 
x und y. Jede andere symmetrische oder unsymmetrische automorphe 
Function driickt sich dann rational durch x und y aus. Dann brauche 
ich nur bei Abanderung des Bereichs die Coefficienten dieser rationalen 
Function von x und y festzuhalten, um eine stetige Aenderung auch 
der allgemeinsten automorphen Function in allen Punkten § zu er- 


halten, welche in angebbarer Entfernung von den Unstetigkeitsstellen 
derselben liegen: 


Man kann alle automorphen Functionen des Bereichs gleichzeitiy 
so eimrichten, dass sich jede bei stetiger Abdnderung des Bereichs in 
allen Punkten €, die man mit Durchsetzung nur einer endlichen Zahl 
von Polygonen vom Ausgangspolygon aus erreicht, und welche in an- 
gebbarer Entfernung von jedem Unendlichkeitspunkt der Function liegen, 
in abschitebarer Weise stetig dndert. 


Man kénnte noch zweifeln, ob dieser Satz auch fiir solche Punkte £ 
gilt, welche zwar in angebbarer Entfernung von jedem oo-Punkte der 
Function F’'(§) = R(x, y) liegen, aber mit einer co-Stelle von x oder 
von y zusammenfallen, da ja in solchen Punkten x bezw. y sich nicht 
stetig andert. Dies Bedenken erledigt sich aber einfach dadurch, dass 
man die betreffende Stelle in eine geschlossene Contur einschliesst, 
welche keine Unstetigkeitsstelle der Function z und der abgeiinderten 
Function z’ enthialt, oder einer solechen unendlich nahe kommt. Dann 
ist ¢— gs’ innerhalb dieser Contur holomorph und auf der Contur 
selbst, folglich auch im Innern einschliesslich des fraglichen Punktes 
dem absoluten Werthe nach unterhalb einer abschiitzbaren mit ¢ stetig 
verschwindenden oberen Grenze gelegen, w. z. b. w. 


Jetzt lisst sich auch leicht der weitere in § 2 ausgesprochene 
Satz beweisen: 


Man kann zu jeder zwischen zwei automorphen Functionen x, y des 
einen Bereichs bestehenden algebraischen Gleichung, deren Grad in x, y 
bis zur Werthigkeit von y, x ansteigt, eine von ihr abschitzbar wnendlich 
wenig verschiedene algebraische Gleichung bestimmen, die 2u zwei auto- 
morphen Functionen x’, y’ des abgetinderten Bereichs gehért. 

Seien etwa x und y zwei automorphe Functionen des Bereiches S, 
die nicht nothwendig symmetrisch zu sein brauchen, und zwar sol] x 
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n co-Stellen, y moco-Stellen im Vollbereich haben. a2 und y ge- 
niigen dann einer algebraischen Gleichung von der Gestalt: 
4=m,V=2n 
Any ZY Y” = 0. 
u=0,9=0 

Die Coefficienten, (m+ 1)(~-+ 1) an Zahl, kann man so be- 
stimmen, dass man die Gleichung mit unbestimmten Coefficienten an- 
setzt, und in x und y gleichzeitig (m-+ 1), (n+ 1) solche verschiedene 
Werthe £€,, &,. ~~ &m+1)(n¢1) wach einander einsetzt, welche simmtlich 
in angebbarer Entfernung von jeder oo-Stelle sowohl der Function 2, 
wie der Function y liegen. So bekommt man eine hinreichende Anzahl 
linearer homogener Gleichungen fiir die a,,, aus denen man dieselben 
mit Unterdriickung eines allen gemeinsamen willkiirlichen Factors als 
ganze Functionen der Werthe von x und von y im den Punkten 
bry So, ++ + Simttyintt) bestimmen kann, 

Aendere ich nun den Bereich stetig ab und halte dabei die Punkte 
£15 So. ~~ + Simtiyingt) fest, so findern sich die # und y in jedem dieser 
Punkte in angebbarer Weise stetig, folglich aindern sich auch die a,, 
als ganze Functionen dieser Werthe angebbar stetig, womit der Satz 
bewiesen ist. 

Hieraus folgt dann auch unmittelbar der Schlusssatz des § 2: 


Man kann zu jeder zum Bereiche S gehirigen geschlossenen Rie- 
mann’ schen Fliiche eine geschlossene Riemann’sche Fiche des Bereiches S’ 
construiren, welche denselben Blitterzusammenhang besitet, deren Ver- 
zweigungspunkte aber um je eine mit « stetig verschwindende abschitzbare 
Grosse verschoben sind. 

Denn die Bestimmung der Verzweigungspunkte hangt nur noch 
von der Auflésung algebraischer Gleichungen ab, deren Coefficienten 
sich in angebbarer Weise stetig indern. 


Gottingen, Juni 1894. 
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Die Raumeurve sechster Ordnung vom Geschlechte 1 als 
Erzeugniss trilinearer Grundgebilde. 


Von 


Franz Lonpon in Breslau. 


In der nachstehenden Arbeit sollen meine Untersuchungen tiber 
die trilineare Verwandtschaft*) fortgesetzt und vor Allem fiir das 
Studium der Erzeugnisse trilinearer Grundgebilde verwendet werden. 
Zuniichst werden die oo! gemeinsamen Tripel zweier trilinearen Be- 
ziehungen, deren Gesammtheit als ,,bicursale Tripelreihe“ bezeichnet 
wird, betrachtet und ihre Eigenschaften untersucht; dabei ergiebt sich, 
dass die Strahlentripel, welche die Punkte einer ebenen Curve III. O. 
mit drei festen Punkten derselben verbinden, ebenso wie die Ebenen- 
tripel, welche die Punkte einer Raumcurve 4", 5'", 6‘ Ordnung vom 
Geschlechte 1 aus resp. 3 ihrer Bi-, Tri-, Quadri-Secanten projiciren, 
Tripelreihen der betrachteten Art bilden, so dass man auf diesem 
Wege zu einer gemeinsamen Erzeugung dieser einfachsten ebenen, wie 
riumlichen elliptischen Curven gelangt. Der zweite Paragraph be- 
schiaftigt sich mit den Eigenschaften der 6 gemeinsamen Tripel dreier 
trilinearer Beziehungen’, welche ein merkwiirdiges und bisher wohl 
wenig untersuchtes System associirter Elemente in dem Sinne bilden, 
dass jede trilineare Beziehung, welcher 5 der 6 Tripel angehdren, 
auch das 6'° Tripel enthilt, so dass durch 5 dieser Tripel das 6" ein- 
deutig bestimmt ist. Fiir dieses 6'° eindeutig bestimmte Tripel wird 
eine einfache lineare Construction angegeben und gezeigt, dass die 
wichtigen associirten Systeme, die von den 9 Schnittpunkten zweier 
Curven IlI'e" O., von den 8 Schnittpunkten dreier Flaichen II‘ O., 
von den 6 gemeinsamen Nullpaaren von 4 Reciprocititen u.s. w. ge- 
bildet werden, simmtlich auf das hier betrachtete System von 6 asso- 
ciirten Tripeln zuriickfiihrbar sind, so dass sich fiir alle diese geo- 
metrischen Abhingigkeiten das letzte durch die iibrigen eindeutig 


*) cf. Math. Ann. Bd, 44, p. 375—412. Diese Arbeit werde fortan mit 
»l. V. citirt, 
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bestimmte Element durch unsere Construction des 6'*" associirten Tripels 
auffinden lisst, und daher alle diese Constructionen auf cine einzige 
sich reduciren lassen. Die beiden letzten Paragraphen verwenden die 
erlangten Resultate fiir die Untersuchung der Raumcurven 6'* Ordnung 
vom Geschlechte 1, Rj. Man erkenut, dass ebenso, wie fiir die Raum- 
eurven 4 Q. erster Art die 4 Spitzen der sie enthaltenden Kegel, 
auch fiir die Ri 4 Hauptpunkte auftreten, welche eine wichtige Rolle 
in der Geometrie der Rj zu spielen berufen sind. Durch jeden dieser 
4 Hauptpunkte S,(i = 1,2, 3,4) gehen 3 Trisecanten von Rj, und 
jeder Punkt S,; ist Doppelpunkt einer die Rj enthaltenden cubischen 
Fliche. Es sind aber auch gleichzeitig die 4 Punkte S; die dreifachen 
Punkte von 4 Steiner’schen Flichen, auf welchen Rj gelegen ist, 
und deren 3 Doppelgeraden durch die 3 durch den betreffenden Haupt- 
punkt gehenden Trisecanten von Rg gebildet werden. Aus dem Studium 
der auf Rg befindlichen Systeme von 6 associirten Punkten ergiebt 
sich ferner, dass jedem Hauptpunkt ein System von Punktiripeln auf 
Rj zugeordnet ist, und dass diese 4 Tripelsysteme auf Rj dieselbe wichtige 
Rolle spielen, wie die 4 Tripelsysteme auf der ebenen Curve III‘ O., 
welche von den Punktetripeln gebildet werden, in welchen die Geraden 
der Ebene die C, schneiden, und in welchen Kegelschnitte die C, 
(dreimal) beriihren, so dass man zu einer weitgehenden Analogie der 
Geometrie auf der Rj und der C, gefiihrt wird, und zwar bewegt 
sich diese Analogie in einer Richtung, die wir bei den elliptischen 
Raumeurven 4'* und 5' QO. noch nicht vorfinden. Zuletzt wird das 
Problem der Auffindung der Tritangentialebenen, d.h. derjenigen Ebenen, 
welche Rj in 3 verschiedenen Punkten beriihren, und welche in end- 
licher Anzah] vorhanden sein miissen, behandelt. Dieses Problem, 
welches im Raume dem Problem der Doppeltangenten ebener Curven 
entspricht, fiihrt zu dem interessanten Ergebniss, dass genau 16 Tri- 
tangentialebenen von Rj existiren, welche sich — den 4 Hauptpunkten 
entsprechend — in 4 Gruppen anordnen lassen. Die 4 Tetraeder, 
deren Seitenflichen von den Tritangentialebenen derselben Gruppe 
gebildet werden, sind nichts anderes als die Tetraeder der Doppel- 
ebenen der 4 die Rj enthaltenden Steiner’schen Flichen, ein Zu- 
sammenhang, welcher eine Reihe wichtiger Eigenschaften von Rj 
erschliesst. 


§ 1. 
Die bicursalen Tripelreihen. 


1) Sind die Elemente &, y, € dreier einstufiger Grundgebilde =, H, Z 
durch zwei trilineare Beziehungen 


f(&, N) f) => an Ci" 4 = Q, f (&, y, f) = Saints Nk E==0 (i,k, (= 1, 2) 


i,k, i,k,t 
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verbunden, so besitzen die beiden Tripelfelder F, F'7, deren Glei- 


chungen 
f(Enk)=9, f(Enk) = 0 


sind, eine einfache Mannigfaltigkeit gemeinsamer Tripel; jedes Element 
— von = wird durch 2 Elementepaare 9, €; »’, €° zu einem gemein- 
samen Tripel von J’7, F’y erginzt, so dass, wenn § das ganze Gebilde 
= durchliiuft, die Paare y, €, welche & zu einem gemeinsamen Tripel 
von Fy, Fp ergiinzen, die Gebilde H, Z zweimal durchlaufen; aus 
diesem Grunde bezeichneten wir die Gesammtheit der gemeinsamen 
Tripel zweier Tripelfelder als bicursale Tripelreihe R? (cf. T. V. § 1. 2), 
p. 378). Jedes Tripelfeld des durch Fy und Fy bestimmten Biischels 
f+ kf’ =0 enthilt ebenfalls die R7, und jedes Tripelfeld, welches 
R; enthalt, gehdrt jenem Biischel an, so dass wir R> nicht nur durch 
Fy, F7, sondern durch irgend 2 beliebige Tripelfelder des Biischels 
f+kf =0 definiren diirfen. 

2) Bicursale Tripelreihen (Rz) treten regelmiissig bei Curven (und 
ebenso bei Kegeln, Developpablen, Regelfliichen) vom Geschlechte | 
auf und geben zur Erzeugung dieser Gebilde Veranlassung; hier seien 
einige der wichtigsten solcher Fille hervorgehoben. Die Strahlen- 
tripel, welche drei feste Punkte Pz, P,, Pr einer ebenen Curve III. 0. 
(C;) mit deren sdimmilichen Punkten verbinden, bilden eine bicursale 
Tripelreihe. Denn diese Strahlentripel gehéren zunichst derjenigen 
reducirt-trilinearen Beziehung F (cf. T. V. § 1.5), p. 381) der 3 
Strahlenbiischel P:, P,, Pe an, welche gebildet wird von je 3 Strahlen 
—,, €, die sich in einem Punkte schneiden. Zweitens wollen wir 
nun zeigen, dass sie aber auch derjenigen eindeutig bestimmten trili- 
nearen Beziehung F’7 angehdren, welche bestimmt ist durch die 6 Tripel 
Ei, ni, & (t= 1, 2, ...6), welche 6 beliebige Punkte P;(i—1,2,...6) von C, mit 
P:, P,, Pe verbinden, und ein beliebiges Tripel von 3 Strahlen, welche 
sich nicht in einem Punkte schneiden. Das durch diese 7 Tripel ein- 
deutig bestimmte Tripelfeld J’, hat mit der zuerst genannten reducirt- 
trilinearen Beziehung F; eine R7 gemein, bei welcher die 3 Strahlen 
eines Tripels, da dieses F'7 angehért, sich in einem Punkte schneiden. 
Diese zu den siimmtlichen Tripeln von R? gehérigen Schnittpunkte 
erfiillen eine ebene Curve, welche offenbar mit C, identisch ist. Denn 
einerseits ist sie von der dritten Ordnung; es sind nimlich die Schnitt- 
punkte einer beliebigen Geraden g mit ihr die 3 Punkte, in welchen 
sich die Strahlen der 3 gemeinsamen Tripel (cf. T. V. § 2. 1), p. 386) 
von J’, mit der unicursalen Tripelreihe der Strahlentripel, welche die 
Punkte von g mit P;, P,, Pe verbinden, schneiden. Andererseits ent- 
hilt diese Curve III. O. offenbar die 3 Scheitel P:, P,, Pe und die 
6 Punkte P,, P,,...,.P;, hat also mit C, 9 beliebige Punkte gemein, 
und ist somit mit C, identisch; daher bilden die Tripel, welche die 
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Punkte von C, mit den 3 beliebigen Punkten P:, P,, P; verbinden, 
die bicursale Tripelreihe R;7. Gleichzeitig ergiebt sich aus dem Beweis- 
gange der Satz: Sind die 3 Strahlenbiischel Pe, P,, Pe in 2weifacher 
Weise trilinear bezogen, und enthilt das von diesen beiden trilinearen 
Beziehungen f(&n&) = 0, f (En£) =O bestimmte Biischel f + kf’ — 0 
die reducirt-trilineare Beziehung, bei der sich die 3 Strahlen eines 
Tripels stets in einem Punkte treffen, so besteht die allen trilinearen 
Beziehungen dieses Biischels gemeinsame bicursale Tripelreihe R> aus 
lauter Tripeln, deren 3 Strahlen sich in einem Punkte schneiden, und 
es erfiillen diese Schnittpunkte eine ebene Curve III. 0., welche auch die 
3 Scheitel P:, P,, Pz der 3 Biischel enthdlt. Oder mit anderen Worten: 
Sind 3 Strahlenbiischel P:, P,, Pre trilinear bezogen, so giebt es eine 
einfache Mannigfaltigkeit von Tripeln dieser Beziehung, welche aus je 
3 Strahlen durch einen Punkt bestehen. Diese Tripel erzeugen durch 
die Schnittpunkte ihrer 3 Strahlen eine allgemeine ebene Curve III. 0O., 
welche auc: die Scheitel der 3 Biischel enthilt.*) Auf diese Weise ge- 
langen wir zu einer héchst brauchbaren Erzeugung der ebenen Curven 
III. O., auf welche sich die Chasles’sche Erzeugung der C, aus einem 
Strahlenbiischel und einem dazu projectiven Kegelschnittbiischel un- 
mittelbar zuriickftihren lisst. Denn ist § ein beliebiger Strahl durch 
P;, so bilden die Strahlenpaare, welche € zu einem Tripel der trilinearen 
Beziehung ergiinzen, entsprechende Elemente projectiver Strahlen- 
biischel (cf. T. V. § 1.1), p. 377). Die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen erzeugen einen Kegelschnitt K:, der § in 2 Punkten Q, R 
schneidet, welche mit P,, P; verbunden, diejenigen beiden Strahlen- 
paare liefern, welche mit € je ein Tripel der trilinearen Beziehung 
bilden, dessen 3 Strahlen sich in einem Punkte schneiden. Es sind 
also Q, R die beiden von P: verschiedenen Punkte auf &, in welchen 
— die zu erzeugende C, schneidet, und man erkennt, dass diese Punkte- 
paare von C, auf den Strahlen € des Strahlenbiischels P; auch aus- 
geschnitten werden von den Kegelschnitten K;, welche ein zu dem 
Strahlenbiischel P; projectives Kegelschnittbiischel bilden (cf. T. V. 
§ 1. 1), p. 378), wodurch wir direct zur Chasles’schen Erzeugung 
fiihrt werden. — 

Ist auf 3 beliebigen einstufigen Grundgebilden =,H, Z eine 
bicursale Tripelreihe R? gegeben, und sind Fy, Fy 2 die Rj ent- 
haltende Tripelfelder, so lassen sich stets (ef. T. V. § 1.6), p. 381) 
3 in derselben Ebene befindliche zu =,H, Z resp. projective Strahlen- 
biischel Pz, Y,, Pe angeben derart, dass die den Tripeln von F’y in 
Pe, BP», Pe projectiven Tripel die reducirt-trilineare Beziehung bilden, 


we- 
se 


*). ef. Le Paige et M. F. Folie: Mémoire sur les courbes de troisiéme 
ordre, Mém. de l’acad. roy. de Belg. Tome 45. 
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d, h. die 3 Strahlen eines solchen Tripels sich in einem Punkte treffen; 
wir bezeichnen dieses dem Tripelfeld Fy projectiv zugeordnete Tripel- 
feld durch ¥7, es ist dann 7 in reducirter Lage befindlich. Den 
Tripeln des zweiten, Rp enthaltenden Tripelfeldes F; entsprechen in 
Pe, Py, Pe Strahlentripel, welche ebenfalls ein Tripelfeld ¥7 bilden, 
bei welchem sich jedoch im Allgemeinen die 3 Strahlen desselben 
Tripels nicht in einem Punkte schneiden. Den Tripeln von R} ent- 
sprechen dann die gemeinsamen Tripel von §7 und ¥7, welche eine 
bicursale Tripelreihe R7 bilden; diese R7 ist allen trilinearen Be- 
ziehungen eines Biischels gemeinsam, dem auch die reducirt- trilineare 
Beziehung 7 angehért, also schneiden sich. nach dem vorangehenden 
Satze je 3 Strablen eines Tripels von R7 in einem Punkte, und diese 
Schnittpunkte erfiillen eine ebene C,, welche auch $<, $,, Pe ent- 
halt. Also ergiebt sich: Ist in 3 einstufigen Grundgebilden =,H, Z 
eine bicursale Tripelreihe R> gegeben, so lassen sich stets 3 eu resp. 
=, H, Z projective Strahlenbiischel Pz, PB,, Pe (in derselben Ebene) 
angeben, derart dass die den Tripeln von R7 in Pz, By, Be projectiven 
Tripel eine bicursale Tripelreihe 7 bilden, bei welcher sich je 3 Strahlen 
eines Tripels in einem Punkte schneiden, wnd wo diese Schnitipunkte 
eine ebene U, erfiillen, welche auch die 3 Scheitel Pe, Py, Pe enthiilt. 
Es lassen sich demnach stets die Tripel einer bicursalen Tripelrethe auf 
die Punkte einer ebenen C, wmkehrbar eindeutig abbilden, eine That- 
sache, welche fiir die Erforschung der Eigenschaften einer R} von 
ausschlaggebender Bedeutung ist. 

3) Es seien =, H, Z drei Ebenenbiische! mit 3 windschiefen 
Axen gz, gn, ge und seien die Ebenen &, 4, € von resp. =, H,Z 
durch 2 trilineare Beziehungen /(&f) =, /’(&y€) = 0 verbunden; 
die Tripel dieser beiden Beziehungen bilden 2 Tripelfelder F’7, Fz, 
und die diesen gemeinsamen Tripel eine bicursale Tripelreihe R7. Die 
Punkte, in denen sich die Tripel von Fy schneiden, erfiillen eine 
Fliche Ill. O. F, (cf. T. V. § 4.1), und die Schnittpunkte der Ebenen- 
tripel von Fy eine ebensolche F,'; F, und F’,' enthalten die 3 Axen 
9£) Jn» Ge; ausserdem haben F,, F; eine Raumeurve 6' Ordnung 
gemein, deren Punkte die Schnittpunkte von je 3 Ebenen eines Tripels 
von R> sind, also erfiillen die Punkte, in welchen sich die 3 Ebenen 
eines Tripels dreier bicursaler Ebenenbiischel schneiden, eine Raumcurve 
Gtr O., welche der Durchschnitt zweier Fldchen III, O. ist, die ausser- 
dem noch 3 windschiefe Geraden, die Axen der 3 Ebenenbiischel, gemein 
haben. Die Raumcurve 6'* O., welche 2 Flichen II. O., abgesehen 
von 3 windschiefen Geraden, gemein haben, ist aber vom Geschlechte 1, 
und besitzt diese 3 Geraden zu Quadrisecanten.*) Andererseits besitzt 


*) ef. Sturm: Flichen Ill. Ordnung, p. 201 und 222. 
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jede Raumcurve 6'* O. vom Geschlechte 1 drei und nur drei Quadri- 
secanten und alle Flichen III. O., welche durch sie hindurchgehen, 
bilden ein Biischel, dessen Basiscurve von der Raumcurve 6" O. und 
deren 3 Quadrisecanten gebildet wird.*) Daraus ergiebt sich, wenn 
wir noch eine Raumeurve 6" 0. vom Geschlechte 1 durch Rj be- 
zeichnen: Die Ebenentripel, welche die Punkte einer Rj aus ihren 
3 Quadrisecanten projiciren, bilden eine bicursale Tripelreihe Rz. Dem- 
nach lisst sich jede Rg mittels bicursaler Ebenenbiischel, welche die 
3 Quadrisecanten zu Axen haben, erzeugen. 

4) Sind die beiden trilinearen Beziehungen f= 0, f’ = 0, welche 
zwischen den Ebenentripeln €, 7, € der 3 Biischel gz, g,, g¢ bestehen, 
so beschaffen, dass ein gemeinsames Tripel von f—0, f —0O, also 
ein Tripel der von ihnen erzeugten R7, aus 3 Ebenen durch eine 
Gerade g besteht, so zerfallt die Rj in diese Gerade g und eine Raum- 
curve 5'* QO. vom Geschlechte 1 (R,'), welche gz, g,, ge zu Trisecanten 
hat; denn die beiden Flichen II]. 0., welche durch f=0, f =O 
erzeugt werden, haben alsdann die 3 windschiefen Geraden gz, gy, ge 
und die jene 3 schneidende Gerade g gemein, die iibrigen, beiden 
Flichen gemeinsamen Punkte erfiillen eine R,'**). Umgekehrt gilt 
ebenfalls: Jede R,' wird aus 3 windschiefen Trisecanten gz, gn, gt 
durch 3 bicursale Ebenenbiischel projicirt; wobei ein Tripel existirt, 
dessen 3 Ebenen durch eine Gerade gehen. Denn betrachten wir den 
10" Schnittpunkt P des Hyperboloids (g¢ 9, g;) mit R,' (d. h. den 
nicht auf gz, g,, ge gelegenen), und ist g die eindeutig bestimmte 
durch ihn gehende Gerade, welche gz, g,, ge schneidet, und seien 
diese Schnittpunkte P,, P,, P,;, dann geht durch R,' und P,, P,, P; 
ein Biischel von Flachen III. O., da eine R,'***) fiir die Bestimmung 
einer cubischen Flache die Bedeutung von 15 Punkten hat; alle Flichen 
dieses Biischels enthalten die 4 Geraden g:, g,, ge, g. Sind F,, F, 
zwei solcher Flachen, so werden die Punkte von F aus gz, gn, ge 
durch 3 trilineare Ebenenbiischel projicirt, ebenso die Punkte von F’,’; 
die gemeinsamen Tripel dieser beiden trilinearen Beziehungen erzeugen 
die R,' (sammt der Geraden g), sie bilden eine R?, so dass in der 


*) ef. Emil Weyr: Ueber Raumcurven 6 Ordnung vom Geschlechte 1; 
Sitzungsberichte der Wiener Academie, Mathem. naturw. Classe, Bd, 99, 1890, 
p. 936), sowie Nother: Zur Grundlegung der Theorie der alg. Raumcurven, 
§ 16, Abh. d. Berl. Acad, 1882. 

**) cf. Sturm: Fliachen Ill. Ordnung: Capitel V, 66, ¢ p. 211; unter den 
dort aufgefiihrten Fall subsumirt sich, wie man leicht erkennt, der hier be- 
trachtete speciellere; im Uebrigen ergiebt sich, da Ri, wie in (2) gezeigt, sich 
auf die ebene C, abbilden liisst, dass auch die Punkte der hier auftretenden 
Raumeurve 5** Q, sich auf die Punkte einer ebenen C, umkehrbar eindeutig be- 
ziehen lassen, so dass also das Geschlecht von R, jedenfalls = 1 ist. 

***) cf. Sturm: 1, c, p. 234. 
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That die R,' aus ge, g,, ge durch eine R} projicirt wird. — Ganz 
analog beweist man: Drei bicursale Ebenenbiischel, welche 2 Tripel 
enthalten, deren 3 Ebenen sich in je einer Geraden schneiden, erzeugen 
eine Raumeurve 4‘ O. vom Geschlechte 1 (R,'), welche die Axen der 
3 Biischel zu Secanten hat, und umgekehrt: Jede R,' wird aus 
3 windschiefen Secanten gz, gn, g¢ durch 3 bicursale Ebenenbiischel 
projicirt, bet welchen 2 Tripel aus je 3 Ebenen durch eine Gerade be- 
stehen. — Schneiden sich insbesondere die 3 Secanten gz, g,, ge von 
f,! in 3 Punkten: 


(Gn 9t) = Ps, (992) = Pay» (G5 Gn) = Pe 
und sind F,, F,’ zwei durch R,' gehende.Flichen II. 0., so werden 
die Punkte von F’, aus gz, g,, g¢ durch 3 trilineare Ebenenbiischel 
projicirt, fiir welche die in der Ebene (ggg, g:) vereinigt gelegenen 
Ebenen der 3 Biischel ein Tripel bilden (cf. T. V. § 4. 9), p. 411), und 
ebenso die Punkte von F,,; die gemeinsamen Tripel dieser beiden 
trilinearen Beziehungen bestehen aus je 3 Ebenen, die sich in den 
Punkten von R,' schneiden, also: Sind P:, P,, Pe 3 Punkte einer 
R,', so wird die R,' aus den 3 Secanten 

9 =P Pe, Go=Pc Pt, ge=— Pe Py 
durch 3 bicursale Ebenenbiischel projicirt, bei denen ein Tripel aus den 
3 in (Pe P, Pe) vereinigten Ebenen besteht. — 

5) Wir haben gezeigt, dass eine R? durch 6 ihrer Tripel bestimmt 
ist (cf. T. V. § 1. 2), und haben gelehrt, wie man aus 6 gegebenen 
Tripeln alle weiteren Tripel der R7 construiren kann (cf. T. V. § 3. 5), 
p. 402), diese Construction lést nun unmittelbar die folgenden Aufgaben: 

a) Hine ebene C, aus 9 ihrer Punkte P:, P,, Pr, P,,... Pe, 2u 
construiren; man construire die R;, welche durch die 6 Tripel 

E&—(P Pi), w—(P PB), &—(PP) @—1,2,...6) 
bestimmt ist. 

b) Hine R,' aus 8 Punkien Pe, P,, Pr, P,,... PB, eu construiren; 
man construire diejenige Ry, welche durch die 6 Tripel 
B= (Py Pe Pi), m= (Pe Pe Pi), & = (Pe Py Pi) (© —1,2,...5) 
und 

(Py Pe Ps) =a, (Pe Pe Py) = 8B, MP Py) =r 
bestimmt ist. 

c) Kine R,' aus den 3 Quadrisecanten ge, gn, ge und 6 threr 
Punkte P,, ... P; 2u construiren; man construire diejenige R7, welche 
durch die 6 Tripel 

E; = (GE Pi), i= (Gy Pi), & —_ (ge P;) (i= 1, 2, ere 6) 
bestimmt ist. — Alle diese Aufgaben werden durch dieselbe Construction 
der R} aus 6 ihrer Tripel vollzogen. — Wir erkennen somit, dass 
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die bicursalen Tripelreihen eine gemeinsame Erzeugung der C,, sowie 
der R,', R,', R,! liefern, und dass man aus dem Studium der Rp gleich- 
zeitig zu Eigenschaften dieser Curvenclassen gelangen wird. — 

6) Wir betrachten noch eine wichtige Ausartung der R7, bei 
welcher R} in 2 Rp, welche zwei Tripel gemein haben, zerfallt. Es 
bilden niimlich 2 unicursale Tripelreihen Rt und Rp, welche 2 Tripel 
«By, «'B’y’ gemein haben, eine Rp, d.h. sie bestehen aus den ge- 
meinsamen Tripeln zweier trilinearer Beziehungen. Denn sind &y6, 
&, 7,6, 2 beliebige Tripel von Rp, &'n'€', &, , & 2 solche von 
Ry, so enthiilt jede trilineare Beziehung, welcher die 6 Tripel ay, 
a’ B'y’, Eng, &., &, &'n' &', &,0,'§, angehdren, die beiden unicursalen 
Tripelreihen R>, Ry, da sie von jeder derselben 4 Tripel enthilt 
(ef. T. V. $2. 1), p. 386); also haben alle Tripelfelder, welche diese 6 
Tripel enthalten, die beiden unicursalen Tripelreihen R?, Rp gemein ; 
es giebt aber durch jene 6 Tripel ein Biischel von Tripelfeldern, so 
dass offenbar R? und R} zusammen eine bicursale Tripelreihe bilden. 
Zwei Rp, welche ein Tripel gemeinsam haben, bestimmen, wie man 
in gleicher Weise erkennt, genau eine trilineare Beziehung, die die 
beiden Ry; enthilt; 2 beliebige R?> sind in keinem Tripelfelde ent- 
halten, wie sich aus dem friiher (cf. T.V. § 2. 2), p. 390) bewiesenen 
Satze ergiebt, dass 2 in einem Tripelfelde enthaltenen R> stets 1 oder 
2 Tripel gemeinsam haben. Beispiele solcher reducibler R7 bilden die 
Strahlentripel, welche die Punkte eines Kegelschnitts und einer in 
seiner Ebene gelegenen Geraden mit 3 festen Punkten Ps, P,, Pz 
dieses Kegelschnittes verbinden. Oder: Die Punkte zweier Raum- 
curven dritter Ordnung, welche 2 Punkte gemeinsam haben, werden aus 
den in diesem Falle vorhandenen*) 3 gemeinsamen Secanten durch 
Ebenentripel einer in 2 Ry zerfallenden R? projicirt. 

7) Die singuliren Elemente der eine R? enthaltenden 
Tripelfelder. Jede R;7 ist in einem Biischel von Tripelfeldern Fy 
enthalten; jedes Tripelfeld '7, welchem 6 beliebige Tripel von R? an- 
gehéren, enthalt die ganze R?. Es sei nun F, ein nicht singulires 
Tripelfeld, welches R7 enthiilt, und seien mit a,, a,; B,,B.3 71) 7 
die singuliren Elemente von f'y bezeichnet, wobei «,8,, B,7., 7,3 
a, B,, Boy, Y2%, die 6 singuliren Paare bedeuten (cf. T. V. § 1. 3) 
Jedes dieser singuliiren Paare, z. B. a,6,, wird durch ein Element y,, 
des dritten Grundgebildes Z zu einem Tripel von R? ergiinzt; denn 
ist Fp ein zweites R7 enthaltendes Tripelfeld, und bezeichnen wir 
mit y,, dasjenige Element, welches a,8, zu einem Tripel von I’; 


*) ef. Sturm: Combien y a-t-il de sécantes communes i deux cubiques 
gauches? Annali di matematica. Serie II, Tome III, art, VII, p. 90, 
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erginzt, so bildet a, B,y,. ein Tripel von Fz, und ebenso von Fy, 
da a,B, als singuliéres Paar von Fy durch jedes Element von Z zu 
einem Tripel von Fy erginzt wird; also ist a, B,y,. eim gemein- 
sames Tripel von Fy und Ps, mithin ein Tripel von R}. Somit lassen 
sich alle singuliren Paare eines R} enthaltenden F’7 durch ein Element 
des dritten Grundgebildes zu einem Tripel von Rp ergiinzen; wir er- 
halten also auf diese Weise aus den 6 singuliren Tripeln eines jeden, 
R? enthaltenden Tripelfeldes F'y 6 Tripel von Rp, die wir folgender- 
massen bezeichnen: 


0 BoVi25 BoP, G4, ¥1%2Byo, SBP, ByPo@y2, 72% By; 
bei diesen 6 Tripeln stimmt stets das erste’Element mit dem zweiten 
Element des vorangehenden iiberein, so dass man jedes Tripel aus 
dem vorangehenden nach derselben Vorschrift ableiten kann; auf diese 
Weise gelangt man nach 6 Schritten zum Ausgangstripel zuriick. 
Diese 6 Tripel bilden also einen Cyklus in dem Sinne, dass man von 


dem einen der beiden Tripel, welche «, als Element auf = haben, 
ausgeht (a,8,7,.), sodann dasjenige — von «,f,7,. verschiedene — 


Tripel von R? bildet, dessen Element auf H B, ist (B,y,@,,); das 
dritte Tripel unseres Cyklus ist sodann das von (f,+7, @,) verschiedene 
Tripel von Rj, welches auf Z das Element y, enthiilt (y, «,B,,) u. s. w. 
Das 6'* derart gebildete Tripel fiihrt zu a, zuriick, es ist namlich das 
von @, B,y,, verschiedene Tripel von R;, dessen Element auf = a, ist. 
So ordnen sich also die aus den 6 singularen Paaren irgend einer, 
Ry; enthaltenden Fy hervorgehenden 6 Tripel von R> zu einem Cyklus 
an; solcher Cyklen giebt es eine einfache Mannigfaltigkeit, jedem Fp 
des Rp enthaltenden F’y- Biischels entspricht einer. Wiahlt man ein 
beliebiges Tripel «,8,7,, von Rz, so kann man von diesem ausgehend 
einen solchen Cyklus beginnen; denn mau kaun a@, f, stets als singu- 
lares Paar einer R? enthaltenden F’, auffassen; betrachtet man nimlich 
das eindeutig bestimmte Tripelfeld, welchem 5 beliebige Tripel von 
R? und a, B, als singulires Paar angehdren (cf. T.V. § 3. 3), p. 399), 
so enthilt dasselbe 6 Tripel von R7, also die ganze R7; es ist also 
a, 8, singuliires Paar einer R> enthaltenden F;, und es’ kann somit 
das beliebig gewiihlte Tripel a,6,7,, von R7 als Anfangstripel eines 
Cyklus dienen. Also gilt: Ist a, B,y,. ein beliebiges Tripel von 
R7, und bildet man das 2” Tripel B,y, 0, von Rr, dessen Element auf 
H: B, ist, wnd sodann das 2 Tripel y,a,B,,, dessen Element auf Z 
y, ist wu. s.w., so bilden die auf diese Weise successive gebildeten Tripel 
einen Cyklus von 6 Tripeln derart, dass das 7” so gebildete Tripel das 
Ausgangstripel ist, Wenden wir dies an auf die R7, welche gebildet 
wird von den Strahlentripeln, welche drei Punkte P;, P,, Py einer 
ebenen C, mit deren iibrigen Punkten verbinden. Ist a, 6,y,. ein 
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beliebiges Tripel dieser R? und (a, 6,7,.) der Punkt von C,, in welchem 
sich die 3 Strahlen «,, B,, y,, schneiden, dann ist der za dem 2‘ 
Tripel B,y,@,, des Cyklus gehérige Punkt (8,y,«,,) der letzte Schnitt- 
punkt von C, und der Verbindungslinie des ersten Punktes mit P,, da 
beide Punkte auf dem Strahl B, durch P, liegen; ebenso ist der zu 
dem dritten Tripel gehérige Punkt der letzte Schnittpunkt von C, 
und der Verbindungslinie des zweiten Punktes mit P; u.s.w. Unser 
Satz fiihrt uns somit zu folgender bekannter Kigenschaft der C,: Sind 
P:, P,, P: drei Punkte von C, und beginnen wir mit einem beliebigen 
Punkte von C, ein Polygon der C, einzubeschreiben, dessen Seiten der 
Reihe nach durch P,, Pz, P< hindurchgehen, so schliesst sich dasselbe 
nach zweimaligem Durchgange durch P,,.P:, Ps und bildet also stets 
ein geschlossenes der C, einbeschriebenes Sechseck.*) Ganz analoge Sitze 
erhalten wir aber, wenn wir die Ry betrachten, welche von den 
Ebenentripeln gebildet werden, welche 3 Bisecanten einer R,', 3 Tri- 
secanten einer R,', die 3 Quadrisecanten einer R,' mit den resp. 
Punkten dieser Curven verbinden. Der obige Satz fiir die R? liefert 
naimlich unmittelbar fiir diese Curven: Bedeuten die 3 windschiefen 
Geraden gz, gn, g¢ 3 Bisecanten einer Raumeurve IV. O. vom Ge- 
schlechte 1, oder 3 Trisecanten einer Rawmcurve V.O. vom Geschlechte 1, 
oder die 3 Quadrisecanten einer Raumcurve VI.O. vom Geschlechte 1 
und beginnen wir von einem beliebigen Punkte diesen Curven ein 
Polygon einzubeschreiben, dessen Seiten der Reihe nach ge, gn, ge 
schneiden, so schliesst sich dasselbe nach zweimaligem Durchschneiden 
vOn gt, Jn. ge und bildet also, von welchem Punkte der Curve man 
auch ausgehe, ein geschlossenes der betreffenden Curve einbeschriebenes 
Sechseck. 

8) Die eine R? enthaltenden singuliren Fy. Wir fragen, 
ob in dem eine R} enthaltenden Biischel von Fr singulire F’y (cf. T. V. 
§ 1. 4) enthalten sind, und in welcher Anzahl. Sind: 


f(én&) =m Zz Aiki Ej Nk i= 0, f (En) = 2 Qiks §: Nk f= 0 
(¢,k, 0 = 1, 2) 
die Gleichungen zweier F’; des R; enthaltenden Biischels, so ist die 
Gleichung jeder anderen Ff’; dieses Biischels in der Form 


f(E§) + kf’ (En&) —- a (Giz + kajx) E; Nk = 0 


enthalten, wobei & einen Parameter bedeutet. Wir wollen k so be- 
stimmen, dass f+ kf =O ein singulires Tripelfeld darstellt. Dazu 
miissen die singuliiren Elemente von f+ kf’ =O in einem, und 


*) cf. Schréter: Ebene Curven If]. Ordnung, Leipzig 1888, p. 268. 
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damit in jedem, der 3 Grundgebilde =, H, Z zusammenfallen. Ein 
Element « in = war aber dann und nur dann ein singulires (cf. T. V. 
§ 1.3), wenn die zugehérige Projectivitéit P, eine specielle war, so 
dass die Determinante der bilinearen Form, welche die linke Seite der 
Gleichung von P, bildet, verschwindet. Die Gleichung der dem 
Elemente @ zugeordneten Projectivitat P, ist: 


f(ane) + kf’ (ang) = > (Qizit Kajis) & mr & 


i,k, 2 
aad a Nk b 4 (Gin: + kaini) a; = 0. 
ki t 


Die Determinante der links stehenden bilinearen Form ist: 


A(a, k) =| >) (aias + havin) | (ky U— 1, 2) 


| 1,2 
a | Mart Baritn) y+ (ayy + ais) oy (4,9 Karis) & y+ (Gy yok ais) oy . 


| (@yart hatin) @ + (dy Kesar) % (yao Ke ize) y+ (G9. heaigga) ot, 


Die Gleichung A(a, k) =O ist die Gleichung der beiden auf = be- 
findlichen singuliren Elemente «,, a, des durch f+ kf’ =O dar- 
gestellten Tripelfeldes; sie ist in @ quadratisch und ihre Coefficienten 
sind in k ebenfalls quadratisch. Die Discriminante dieser in « quadra- 
tischen Gleichung A(a, k) = 0 ist somit in k vom 4" Grade, ihr 
Verschwinden ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass die singuliren Elemente der trilinearen Beziehung f + kf’ = 0 
auf jedem der drei Grundgebilde zusammenfallen, d. h. dass die trilineare 
Beziehung eine singuliire ist. Damit also f+ kf’ =O eine singulir- 
trilineare Beziehung darstellt, muss / einer biquadratischen Gleichung 
geniigen, so dass 4, im Allgemeinen verschiedene, Werthe k,(¢ = 1, 2, 3, 4) 
existiren derart, dass die Tripelfelder: f + kf’ = 0 (¢=—1, 2, 3, 4) des 
Biischels singuldr werden. In einem Biischel trilinearer Beziehungen 
existiren demnach 4 singuldr-trilineare Besiehungen.*) Wir bezeichnen 
die singuliren Tripel (cf. T. V. § 1. 4) dieser 4 besonderen F’y des 
Biischels durch 9;, 6;, t(¢ = 1, 2, 3,4) und nennen sie die 4 Haupt- 
tripel fiir die bicursale Tripelrethe. Betrachten wir eines dieser 4 Haupt- 
tripel 9, 6,7,, dann ist g,6,7, zwar kein Tripel von R7, aber es sind, 
wenn Fy’ das zugehdrige singuliire Tripelfeld bedeutet, 9, 6,, 6,7,, 7, 0, 
singuliire Paare von F’ . (ef. T. V. § 1. 4) und werden daher (cf. Art. 7) 
durch je ein Element des dritten Grundgebildes zu einem Tripel von 
R; ergiinzt. Das Haupttripel 9,¢,c, fihrt also zu 3 Tripeln von R;, 


*) of. Le Paige et M, Folie: Mémoire sur les courbes de If]®*™® ordre; Belg. 
Acad. Mém,. Tom, 45. 
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von denen jedes 2 Elemente dieses Haupttripels enthilt, und die wir 
bezeichnen durch: 9,6,7, 6,T,@, T,0,6; das erste dieser 3 Tripel hat 
mit dem letzten das Element auf = gemein, das 2'° mit dem 1'" das 
Element auf H, das 3° mit dem 2'" das Element auf =; es bilden 
somit die 3 Tripel in derselben Weise, wie im vorigen Artikel, 
einen Cyklus, indem durch dasselbe Verfahren jedes Tripel aus dem 
vorangehenden hergeleitet wird, und das 4 Tripel wieder das Aus- 
gangstripel ist. Also gilt: Ist 9,6,t, ein Haupttripel fiir R>, so 
gehirt zwar dieses Tripel der Rz im Allgemeinen nicht an, dagegen 
lassen sich je 2 Elemente von 0,6,7, 2u je einem Tripel von R7 ergédnzen, 
so dass jedes Haupttripel zu 3 Tripeln von Rz (9,6,7, 6,7,0, 7, 0,6) 
Veranlassung giebt, derart, dass das erste dieser 3 Tripel mit dem letzten 
das Element auf =, das 2° mit dem 1" das Element auf H, das 3” 
mat dem 2° das Element auf Z gemein hat. Bei diesem Verhalten ist 
jedes Tripel durch das vorhergehende bestimmt, und es bilden diese 3 
Tripel einen Cyklus. Wenden wir dies auf die R7 an, welche von 
den Strahlentripeln gebildet wird, welche 3 Punkte P;, P,, Pr einer 
C, mit den tibrigen verbinden, und seien g,, 6,, t, 3 Strahlen eines 
Haupttripels, so schneiden sich diese 3 Strahlen nach dem vorigen 
Satze paarweise auf der Curve (,, da z. B. @,6, sich durch einen 
Strahl zu einem Tripel von R7 d. bh. zu 3 auf der C, sich schneiden- 
den Strahlen ergiinzen lisst; das von den 3 Strahlen g,, 6,, 7, eines 
Haupttripels gebildete Dreieck ist somit der C, einbeschrieben, und 
seine Seiten enthalten die 3 Punkte P:, P,, P:; da jedem der 4 Haupt- 
tripel ein solches Dreieck entspricht, die 3 Punkte P;, P,, P: beliebig 
auf der Curve annehmbar waren, so ist damit der bekannte Satz 
erwiesen: Es existiren 4 Dreiecke, deren Ecken auf der Curve liegen, 
und deren Seiten einzeln durch 3 auf der Curve gelegene Punkte P:, P,, Pr 
gehen. Wenden wir den obigen Satz an auf die Ri, welche von den 
Ebenentripeln gebildet werden, welche die Punkte einer Raumcurve 
4ter, 5ter, 6 Ordnung und vom Geschlechte 1 (R,', R,', R,') resp. mit 
3 ihrer Bi-, Tri-, Quadrisecanten verbinden, so ergiebt sich: Bedeuten 
Ge, 9n, Ge 3 Bisecanten einer R,', oder 3 Trisecanten einer R,', oder 
die 3 Quadrisecanten einer R,', so giebt es 4 Dreiecke, welche der be- 
treffenden Curve eingeschrieben sind, und deren Seiten der Reihe nach 
9s Jn» Ge schneiden. Wiabhrend also, wenn man von einem beliebigen 
Punkte ausgehend der Curve Polygone einzuschreiben beginnt, deren 
Seiten der Reihe nach g¢,g,,g¢ schneiden, sich das Polygon nach 
zweimaligem Durchschneiden von ge, g,, ge schliesst, so existiren 4 
Systeme von je 3 zusammengehérigen Punkten, von denen ausgehend 
schon nach einmaligem Umlaufe das Polygon sich schliesst, so dass 
man von einem dieser Punkte ausgehend zu geschlossenen der Curve 
eingeschriebenen Dreiecken gelangt. 
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9) Die Grassmann’sche Erzeugung der C,. Wir hatten die 
ebene C, erzeugt durch diejenigen Strahlentripel dreier trilinearer 
Strahlenbiischel P:, P,, Pz, deren Strahlen sich in einem Punkte 
treffen; es sind dies die Strahlentripel einer R7, da sie die gemeinsamen 
Tripel bilden der gegebenen trilinearen Beziehung der 3 Biischel und 
der reducirt-trilinearen Beziehung, welche gebildet wird durch je 3 
resp. durch P:, P,, P: gehende Strahlen, welche sich in einem Punkte 
schneiden. Wir sahen, dass diese Erzeugung unmittelbar zur Chasles’- 
schen Erzeugung der ebenen C; hinfiihrte. Wahlt man die trilineare 
Beziehung nicht, wie bisher, ganz allgemein, sondern in bestimmter 
Weise specialisirt, so gelangt man zur Grassmann’schen Erzeugung 
der ebenen C,, die sich also ebenfalls als Erzeugung durch 3 bicursale 
Strahlenbiischel entpuppt. Wihlt man nimlich neben den 3 Punkten 
P:, P,, Pr 3 weitere Punkte P,, P,, P,, so schneidet jede Gerade g 
der Ebene die 3 Seiten P, P,—p,, P:P.=—py, Pz Py=—p, des 
Dreiecks P, P,P, in 3 Punkten X, Y, Z; alle diese Tripel X, Y, Z 
bilden die Tripel der reducirt-trilinearen Beziehung der 3 geraden 
Punktreihen pz, py, p:, Welche gebildet wird von den Tripeln 
von je 3 in gerader Linie liegenden Punkten (ef. T. V. § 1. 5, 
p. 382). Je 3 Strahlen P>X=—£, P,Y=y, PpeZ—€ bilden die 
Tripel einer trilinearen Beziehung F’7 der 3 Strahlenbiischel P:, P,, Pr, 
da die 3 Strahlenbiischel P:, P,, Pr perspectiv auf die 3 trilinearen 
Punktreihen p,, py, p: bezogen sind (cf. T. V. § 1. 6, p. 381, 382). 
Diese trilineare Beziehung Fy erzeugt durch die Tripel von je 3 in 
einem Punkte sich schneidenden Strahlen eine ebene (, nach Grass- 
mann’scher Methode*),. Die 9 Punkte P:, P,, Pr; Pz, Py, Pa; 

P= (P,P, 2 AP Q — (P; P:, P,P), R= (P:P,, Fete) 
liegen auf der so erzeugten C,. Um andererseits eine gegebene C, 
nach Grassmann’scher Weise zu erzeugen, hat man 3 beliebige Punkte 
P:, P,, Pe auf der C, zu wihlen, und 3 Punkte P,, P,, P, so hinzu- 
zufinden, dass die Schnittpunkte P, Q@, R entsprechender Seiten der 
beiden Dreiecke P: P, P;, P,P, P, auf der C, liegen; bezieht man dang 
die 3 Strahlenbiischel P:, P,, P: trilinear in der oben betrachteten 
speciellen Weise mittels des Dreiecks P,, Py, P,, so wird die gegebene 
C, erzeugt (ef. Clebsch-Lindemann |. c.). Um ein Dreieck P, P, P, 
von der gewiinschten Beschaffenheit zu finden, ist nur ein Dreieck zu 
construiren, welches C, einbeschrieben ist, und dessen Seiten einzeln 
durch die 3 Punkte P,Q, R gehen, in welchen die Seiten des auf C, 
gelegenen Dreiecks P;P,P; die Curve zum dritten Male schneiden. 
Wir haben oben 8) gefunden, dass stets vier derartige Dreiecke 





*) cf. Grassmann: Lineale Ausdehnungslehre, Leipzig 1844, sowie: Clebsch- 
Lindemann: Vorlesungen iiber Geometrie, I, p. 536. 





: 








558 F. Lonpon. 


existiren, eines derselben ist P:P, P; selbst, die 3 andern fiihren zu 
je einer Grassmann’schen Erzeugung der Curve. Die trilinearen Be- 
ziehungen der 3 Strahlenbiischel P:, P,, P:, welche 6 beliebige Tripel 
enthalten von je 3 Strahlen, die sich in einem Punkte von C, schneiden, 
bilden ein Biischel; jede trilineare Beziehung dieses Biischels erzeugt 
die C, durch diejenigen ihrer Tripel, deren 3 Strahlen sich in einem 
Punkte schneiden, und auf diese oo' Erzeugungen lasst sich die 
Chasles’sche Erzeugung zuriickfiihren; es giebt aber 3 trilineare Be- 
ziehungen jenes Biischels, welche auf die Grassmann’sche Erzeugung 
der C, fiibren, und die wir soeben finden gelehrt haben. — 

10) Liegen die 3 Scheitel P:, P,, P: dreier in derselben Ebene 
befindlichen Strahlenbiischel in gerader Linie und setzt man diese 3 
Strahlenbiischel in eine trilineare Beziehung F’7, so werden auch hier die 
co! Tripel von F’7, deren 3 Strahlen sich in einem Punkte schneiden, eine 
C, erfiillen, welche die 3 Punkte P:, P, , P:enthilt. Dieseoo' Strahlentripel 
bilden eine bicursale Tripelreihe, denn es bilden diese Tripel die Gesammt- 
heit der gemeinsamen Tripel von F’; und der reducirt-trilinearen Beziehung 
F;, welche gebildet wird von je 3 Strahlen durch resp. P:, P,, P:, die 
sich in einem Punkte schneiden. Diese reducirt-trilineare Beziehung F'7 
ist aber eine singulare, da die beiden singuliren Elemente eines jeden 
der 3 Strahlenbiischel in die Gerade P; P,P: zusammenfallen (cf. T. V. 
§ 1.7), p. 384). Betrachtet man wmgekehrt die co' Strahlentripel, welche 
3 in gerader Linie liegende Punkte P:, P,,, Pe einer C, mit den iibrigen 
Punkten von C, verbinden, so bilden dieselben eine R>, wie man genau, 
wie in 2), beweist; zu dem Biischel trilinearer Beziehungen, welche diese 
R?. enthalten, gehort auch die reducirt-trilineare Bezichung Fh} der 3 
Strahlenbiischel P:, P,, P: wnd ist dieselbe eine der 4 singuldr-trilinearen 
Beziehungen dieses Biischels. Bezeichnen wir die Gerade P; P, Py als 
Strahl von P; durch a, als solchen,von P, durch B, als solchen von P; 
durch y, so ist «, B, y eines der 4 Haupttripel fiir die R7, welche von 
den Strahlentripeln, welche P:, P,, Pe mit den Punkten von C, verbin- 
den, gebildet wird; ausserdem giebt es noch 3 andere Haupttripel 
a;, Bi, yi (i = 1, 2, 3) fiir diese R7; wir wissen, dass die Ecken des 
Dreiecks a;B;y; auf der C, liegen, die Seiten resp. durch P;, P,, Pr 
gehen; es bilden also a;6;y; (¢ = 1, 2, 3) 3 Dreiecke, welche die Gerade 
P; P, Pz zu einem der C, eingeschriebenen Viereck erginzen, so dass 
wir zu dem bekannten Satze gefiihrt werden: Line beliebige Gerade 
liisst sich durch 3 Dreiecke zu eimem der C, einbeschriebenen Vierseit 
erganzen. Wir erhalten also hier von der trilinearen Erzeugung der 
C; einen einfachen Eingang zu der wichtigen Theorie der 3 Systeme 
von Polepaaren und Tripeln auf der C,. 

11) Sind die Elemente €, 4, € dreier einstufiger Grundgebilde in 
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zweifacher Weise in trilineare Beziehung gesetzt,.so bilden die gemein- 
samen Tripel dieser beiden trilinearen Beziehungen eine bicursale 
Tripelreihe Rj allgemeinster Art. Es existiren (cf. Art. 8) 4 singuliire 
Tripelfelder F'f) (i=1, 2, 3,4), welche die R7 enthalten; wir betrachten 
eines derselben Ff) und kénnen 3 zu resp. =, H, Z projective, in 
derselben Ebene gelegene Strahlenbiischel, deren Scheitel Pz, Py, P; 
in gerader Linie liegen, auffinden, so dass die 3 Strahlen &’, 7’, ¢' 
durch resp. P:, P,, Pe, welche den Tripeln &, 4, € von FY} pro- 
jectiv entsprechen, sich in demselben Punkte treffen, und daher die 
singulir-trilineare Beziehung Fy abgebildet wird auf die reducirt- 
trilineare Beziehung 7’ der 3 Strahlenbiischel P:, P,, Py, welche 
ebenfalls singulir ist, da P:, P,, Pe in derselben Geraden angenom- 
men waren (cf. T. V. § 1. 7), p. 386). Den Tripeln &y€ irgend eines 
anderen, die R7 enthaltenden Tripelfeldes F’7 entsprechen projectiv 
Strahlentripel & y/ €,’ welche ebenfalls ein Tripelfeld 7 bilden, bei welchem 
jedoch die 3 Strahlen eines Tripels i, A. nicht durch einen Punkt 
gehen, Den Tripelu von R7 entsprechen projectiv die gemeinsamen 
Tripel von %7 und §z, d. h, diejenigen Tripel von Fz, deren 3 Strahlen 
sich in einem Punkte schneiden; diese Schnittpunkte erfiillen aber eine 
C,, welche die 3 in gerader Linie liegenden Punkte P;, P,, Py enthiilt. 
Es sind somit die Tripel von R7 eindeutig auf diese Tripel von ¥7 
bezogen, deren 3 Strahlen sich in einem Punkte schneiden, also gilt 
der fiir das weitere Studium der Eigenschaften der R?  bedeut- 
same Satz: Die Tripel einer jeden bicursalen Tripelreihe lassen sich 
umkehrbar-eindeutig beziehen auf die Strahlentripel, welche 3 in gerader 
Linie liegende, feste Punkte einer C, mit deren tibrigen Punkten ver- 
binden. — 

12) Die Verzweigungselemente einer bicursalen Tripel- 
reihe. Sind die 3 Grundgebilde =,H, Z in zweifacher Weise trilinear 
bezogen, so fragen wir nach denjenigen Elementen § des Grundgebildes 
=, fiir welche die beiden Paare »{, 7'§', welche € zu je einem Tripel 
der von den gemeinsamen Tripeln der beiden trilinearen Beziehungen 
gebildeten R7 erginzen, zusammenfallen; ein derartiges Element heisse 
ein Versweigungselement. Wir koénnen 3 zu resp. =, H, Z projective, 
in derselben Ebene gelegene Strahlenbiischel P:, P,, Pr: auffinden, 
derart dass je 3 Strahlen &’ ' €’, welche einem Tripel Ey€ von R7 
projectiv entsprechen, sich in einem Punkte P’ schneiden und diese 
Punkte P’ eine durch P:, P,, Pe gehende C, erfiillen (cf. art. 2). 
Damit sind die Tripel von R7 auf die Punkte von C, eindeutig bezogen 
und umgekehrt. Zwei Tripeln in R;, welche das Element in = gemein 
haben, entsprechen 2 Punkte von C,, welche mit Ps in gerader Linie 
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liegen und umgekehrt. Fallen die beiden Paare &, »'£', welche ein 
Element £ von = zu einem Tripel von R? erginzen, zusammen, ist 
also & ein Verzweigungselement, so werden die beiden Punkte, in 
welchen der zu & in Ps projective Strahl &° die C, (ausser P:) schneidet, 
zusammenfallen, d. bh. §’ wird eine von P: ausgehende Tangente der 
C,, sein; jedem Tripel von R7, dessen Element in = ein Verzweigungs- 
element ist, entspricht demnach auf C, ein Beriihrungspunkt einer von 
P: an die C, gehenden Tangente, und umgekehrt entspricht jeder von 
P; an die C; gehenden Tangente in = projectivisch ein Verzweigungs- 
element. Da nun 4 Tangenten §&,’, &,’, &,’, &,’ von P: an die C, gehen, 
so existiren 4 Verzweigungselemente in =, nimlich diejenigen Elemente 
£5 &, &, &, welche in der zwischen = und dem Strahlenbiindel P; 
bestehenden projectivischen Beziehung den 4 Tangenten &,’, &,', &’, &, 
entsprechen. Genau ebenso ergeben sich in H, Z je 4 Verzweigungs- 
elemente 9, & (¢ = 1, 2, 3, 4). Aus dem bekannten Salmon’schen 
Satze von der Unverinderlichkeit des Doppelverhiltnisses der 4 von 
einem Punkte der C, ausgehenden Tangenten folgt unmittelbar: Die 
3 Gruppen von 4 Verzweigungselementen &;, n;, §: (i = 1, 2,3, 4) einer 
bicursalen Tripelreihe haben dasselbe Doppelverhiiltniss.*) Auf diejenigen 
R} angewandt, welche die Punkte einer R,', R,', R,! aus resp. 3 ihrer 
Bi-, Tri-, Quadri-Secanten projiciren, ergiebt sich: Aus ciner Bisecante 
einer R,', einer Trisecante einer R,', einer Quadrisecante einer R,' giebi 
es je 4 Tangentialebenen an die betreffenden Curven; dass Doppelwver- 
hiltniss dieser 4 Ebenen ist wnverdnderlich. 


§ 2. 
Das associirte System der 6 gemeinsamen Tripel dreier trilinearer 
Verwandtschaften. 


1) Seien die Elemente &, », € resp. der 3 Grundgebilde =, H, Z 
durch die 3 trilinearen Beziehungen: 


f(én$) => Giz Fined: = 0, f (&§) => ain kim os =O, 
i,k, t i,k,t 
f' (Ent) =>) aieskim&=0 (i,k, L—=1, 2) 
i,k,t 
verbunden, wobei wir f/f, f’, f” als nicht demselben Biischel angehérig 
voraussetzen. Wir fragen nach den gemeinsamen Tripeln dieser 3 
trilinearen Beziehungen, resp. der 3 Tripelfelder Fy, F'7, F'7, welche 
f=0, f’ =0, f° =O zu Gleichungen haben. Diese 3 Tripelfelder 





*) Le Paige: Essay d'une géom. supér. de Ill*™* Ordre, Bull. de la soc. 
des scienc, de Liége (1883). 
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bestimmen eine lineare, zweifache Mannigfaltigkeit, ein F'7-Netz, 
welches gebildet wird von allen Tripelfeldern, deren Gleichung in der 
Form kf +kf +k’f’ =0 enthalten ist, wo k, k’, k” Parameter 
bedeuten. Die gemeinsamen Tripel von F'7, F7, Fy sind allen Tripel- 
feldern dieses Netzes gemeinsam. Wir denken uns 3 in einer Ebene 
befindliche Strahlenbiischel Py, P,, Pe resp. projectiv bezogen auf die 
3 Grundgebilde =, H, Z derart, dass 3 Elementen &, 7, € eines Tripels 
von Jf’; stets 3 Strahlen &’ y'’, die sich in einem Punkte P’ treffen, 
projectiv entsprechen (cf. T. V. § 1. 6), p. 301); dann sind die Tripel 
von fy eindeutig auf die Punkte P’ der Ebene P;:P, Pr bezogen, und 
umgekehrt. Den Tripeln von Fp entsprechen je 3 Strahlen, welche 
sich i, A. nicht in demselben Punkte treffen und die die Tripel eines 
Tripelfeldes bilden; nur die den gemeinsamen Tripeln von F’7 und F’; 
entsprechenden Strahlentripel bestehen aus je 3 Strahlen durch einen 
Punkt P’ und diese Schnittpunkte P’ erfiillen eine Curve III. O. C,’, 
welche P:, P,, P: enthilt (ef. § 1. 2), so dass die gemeinsamen Tripel 
von F’7, F7 umkehrbar eindeutig auf die Punkte von C,’ bezogen sind; 
insbesondere entspricht dem Punkte P; dasjenige gemeinsame Tripel 
von F’;, F'7, welches projectivisch ist zu dem Strahlentripel, das gebildet 
wird von der Tangente der C,’ in Pe und den beiden Strahlen 
P, P:, P; P:; analoges gilt von den Tripeln, welche P,, P; ent- 
sprechen. Ebenso entsprechen den gemeinsamen Tripeln von Fy, I’ 
je 3 Strahlen, welche sich in Punkten einer zweiten Curve III. O. 
C,” durch P;, P,, Pe schneiden. Die gemeinsamen Tripel von Fr, F'7, F'r 
gehéren sowohl den gemeinsamen Tripeln von F’7, F'7, wie denjenigen 
von F’7, Fy an; ihnen entsprechen demnach je 3 Strahlen, welche sich 
in einem von P:, P,, Pe verschiedenen gemeinsamen Punkte*) von 
C,; und C,” schneiden; und umgekehrt entspricht jedem Tripel von je 
3 Strahlen, welche einen von P:, P,, Pr verschiedenen Schnittpunkt 
von C,', C,” mit Ps, P,, Pe verbinden, ein gemeinsames Tripel der 
3 trilinearen Beziehungen. Da C,', C,” — abgesehen von P:, P,, Pr — 
6 gemeinsame Punkte besitzen, so werden 6 gemeinsame Tripel von 
F7, Fp, Fz existiren, die tibrigens theilweise oder simmtlich zusammen- 
fallen kénnen; also gilt: Die stimmtlichen Tripelfelder eines Netzes 
besitzen 6 gemeinsame Tripel.**) Ein Tripelfeld F’y mit der Gleichung 
f (én) = 0, welches 5 der 6 gemeinsamen Tripel eines F’7-Netzes 

*) Dem Punkte P; (und ebenso P, Pr) wird offenbar nur dann ein gemein- 
sames Tripel von F',, Fj, F7 entsprechen, wenn C, und C,” sich in P; be- 
riibren, da nur dann die Strahlentripel, welche P- mit Pz, P,, P; verbinden, 
fiir C,’ und C,” identisch sind. 

**) Auch auf dem directen Wege der Rechnung ergiebt sich diese Thatsache, 
cf. Rosanes: Cr. Journ, Bd. 88, p, 270. 
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(f=0, f =0, f° =0) enthalt, gehdrt diesem Netze an; denn sind 
aBy, «' By’ 2 beliebige Tripel von F’7, so lassen sich k, k’, k’ so 
bestimmen, dass: 


kfia By) +k (@B yy +k f'(@ By) =9, 
kf(o By) + RF (By) + kf" (e By) =0 
wird; also enthalt das Tripelfeld, dessen Gleichung 
kf+kf' +k’f’ =0 


ist, 7 Tripel von Fz, ist also mit Fy, identisch, Da nun Fy dem 
Netze (ff’f’) angehdrt, so enthilt es auch das 6'° gemeinsame Tripel 
dieses Netzes, mithin: Jedes Tripelfeld, welches 5 der 6 gemeinsamen 
Tripel dreier Tripelfelder enthilt, enthdlt auch das 6".*) Wir nennen 
das System von 6 gemeinsamen Tripeln dreier Tripelfelder aus diesem 
Grunde ein associirtes System. Sind «@,B,7,, Bo¥., ---> &5B;7; 
5 beliebige Tripel, so giebt es eine zweifache, lineare Mannigfaltigkeit, 
ein Netz’ von Tripelfeldern, welchen diese 5 Tripel gemeinsam sind; 
dieses Netz besitzt nach dem Vorigen noch ein 6'** gemeinsames Tripe! 
«,B,y,, Welches die 5 ersten Tripel zu einem associirten System 
ergiinzt; also ergiebt sich: 5 beliebige Tripel lassen sich durch ein 
eindeutig bestimmtes sechstes Tripel zu einem associirten System ergdnzen. 
Wir haben bisher, wie im Folgenden, vorausgesetzt, dass die 5 Tripel 
keine specielle Lage besitzen, sondern, dass durch sie, wie es im 
Allgemeinen der Fall ist, ein Netz von Tripelfeldern bestimmt ist; 
dazu ist, wie man unschwer zeigen kann, nothwendig und hinreichend, 
dass die 5 Tripel nicht derselben unicursalen Tripelreihe Ry angehéren, 
da offenbar solche 5 Tripel bereits ein associirtes System bilden, indem 
jedes Tripelfeld, welchem 4 Tripel von R?> angehdren, auch alle 
weiteren Tripel von R> (ef. T. V. § 2. 1), p. 306) enthilt, also die 
Tripelfelder, welche solche Tripel enthalten, kein Netz, sondern eine 
dreifache, lineare Mannigfaltigkeit, ein Gebiische bilden. Gehidren 4 
der 5 Tripel derselben Rt an, so werden alle F’7, welche solche 5 
Tripel enthalten, die ganze Ry enthalten, und mithin wird jedes Tripel 
von Ry die 5 Tripel zu einem associirten System ergiinzen. In diesem 
Falle wird also das zu solchen 5 Tripeln gehdérige 6'° Tripel unbestimmt. 
Sind aber die 5 Tripel so beschaffen, dass keine 4 unter ihnen der- 
selben R> angehéren, so ist, wie die obige Ableitung zeigt, das 
associirte 6'° Tripel eindeutig bestimmt, und wird dasselbe dann eben- 
falls niemals mit irgend 3 der urspriinglichen 5 Tripel derselben Ry 
angehéren. Wir diirfen daher von 6 associirten Tripeln voraussetzen, 


*) cf. Rosanes, 1. c. 
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dass keine 4 derselben Ry angehéren, wofern wir keine speciellen 
Lagen im Auge haben. Wir gelangen somit in dem associirten System 
der 6 gemeinsamen Tripel dreier trilinearer Beziehungen zu einer héchst 
bemerkenswerthen Art geometrischer Abhingigkeit, welche bisher noch 
nicht niher studirt zu sein scheint, obwohl sie, wie wir bald erkennen 
werden, den wichtigsten der bekannten associirten Systemen zu Grunde 
liegt. — 

2) Eigenschaften von 6 associirten Tripeln. Sind «;f,7; 
(i = 1,2,.., 6) 6 associirte Tripel, und ist R> eine bicursale Tripel- 
reihe, welche 5 der 6 associirten Tripel a, B,y,, ..., @B;y;, enthilt, 
so wird jedes Tripel feld, welches RZ enthalt «, 8,7, ..., @B;7;, 
also auch a B,y, enthalten; «6,7, ist also gemeinsames Tripel aller 
die R? enthaltenden Tripelfelder, also auch Tripel von R? selbst, somit 
gilt: Jede bicursale Tripelreihe, welche 5 Tripel eines associirten Systems 
enthdlt, enthdlt auch das sechste. — 

Seien @,B,7,, Boy.,-.., @,8;y, 5 beliebige Tripel und &y€ ein 
Tripel der durch die 3 Tripel a, 8,7,, @8,7., 8,7, eindeutig be- 
stimmten unicursalen Tripelreihe, die wir durch [123] bezeichnen; ist 
dann Fy eines der co! Tripelfelder, welches die 6 Tripel «,B,,,. 
.-» %B8,y;, §y€ enthalt, so wird [123] diesem Tripelfelde angehdren, 
weil Fy und [123] 4 Tripel gemein haben (cf. T. V. § 2. 1); es sei 
[123] eime in F’7 enthaltene unicursale Tripelreihe der (12)-Art (ef. T. 
V. § 2. 2), p. 388; die Annahme, dass [123] von der (21)-Art ist, 
fiihrt zu denselben Resultaten), dann giebt es genau eine in Fr ent- 
haltene unicursale Tripelreihe §t7 von der (21)-Art, welcher die beiden 
Tripel a,6,7,, «%;B;y; angehéren. Diese Rp hat mit [123] 2 Tripel 
gemein (cf. T. V. § 2. 2), p. 390), so dass also stets eine unicursale 
Tripelreihe existirt, welche mit [123] ein Tripel gemein hat, und 
welcher die beiden Tripel a,8,y,, «,8;y, angehéren; eine zweite der- 
artige Tripelreihe kann nicht existiren, denn diese miisste mit F', 
4 Tripel gemein haben (die beiden mit [123] gemeinsamen und 
&,B,7,, %sBs?5), also eine von Sp verschiedene, in Fy enthaltene, 
unicursale Tripelreihe der (21)-Art sein, welcher «,8,y,, ,8,y, an- 
gehéren; da aber nur eine derartige unicursale Tripelreihe existirt 
(cf. T. V. § 2. 2), p. 389), so gilt: Sind a, B,y,,... 8,7; 5 beliebige 
Tripel der 3 einstufigen Grundgebilde =, H, Z, so existirt eine und 
nur eine unicursale Tripelreihe, welche die Tripel «,B,y,, 0,8; y, ent- 
halt, und mit der durch die 3 Tripel a, 8,71, %BoV2, %B,y3 bestimmten 
unicursalen Tripelreihe zwei Tripel gemein hat. 

Sind nun «By; (i = 1, 2,...6) 6 associirte Tripel, von denen wir 
(ef. Art. 1) voraussetzen diirfen, dass keine 4 derselben unicursalen 
Tripelreihe angehéren, so betrachten wir die beiden unicursalen 
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Tripelreihen [123] und 7, von denen die eine durch die 3 Tripel 
a; B,y; (t= 1, 2, 3) bestimmt ist, waihrend {7 diejenige, wie eben be- 
wiesen, eindeutig vorhandene R7 ist, welcher «,B,y,, «; 6, angehdren, 
und welche mit [123] 2 Tripel gemein hat. Die Tripel dieser beiden 
unicursalen Tripelreihen bilden die gemeinsamen Tripel eines F- 
Biischels, sie stellen uns daher eine reducible R7 dar (cf. § 1. Art. 6), 
welche 5 der 6 associirten Tripel enthilt, also, wie oben bewiesen, 
auch das sechste «,8,y,; da uun «,8,y, nicht der unicursalen Tripel- 
reihe [123] angehéren kann, da sonst 4 der 6 associirten Tripel der- 
selben unicursalen Tripelreihe angehérten, so muss a,8,y, der ,! 
angehéren. Es hat somit [123] mit der durch die 3 Tripel «,£,y,, 
«;8;Y;, %B,gy, bestimmten unicursalen Tripelreihe [456] 2 Tripel 
gemeinsam, und es gilt der fiir ein System von 6 associirten Tripeln 
fundamentale Satz: Sind a; B;y; (i= 1,2,...6) ein System von 6 
assoctirten Tripeln, so hat die unicursale Tripelrethe, welche durch 
irgend 3 dieser 6 Tripel bestimmt ist, mit derjenigen, welche durch die 
3 andern bestimmt ist, zwei Tripel gemeinsam. 

3) Construction des 6, zu 5 gegebenen Tripeln asso- 
ciirten Tripels. Aus dem soeben bewiesenen Satze ergiebt sich, 
dass das zu 5 gegebenen Tripeln a,6,7,,...;,8,7; associirte 6' Tripel 
derjenigen eindeutig bestimmten Rp angehdrt, welche a,f,7,, «,B;7; 
zu Tripeln hat, und welche mit der Rp [123] 2 Tripel gemein hat. 
Um das 6" zu @,f8,7,,..., &;B,7, associirte Tripel zu construiren, 
wird es sich vor allem darum handeln, diese eindeutig bestimmte 
Rr, resp. ein weiteres Tripel derselben aufzufinden. Seien nun 
«,BiY;,-- +, %B;y; 5 beliebige Tripel, und sei das gesuchte 6'¢ asso- 
ciirte Tripel mit «,8,y, bezeichnet; die Rr, welche durch die 3 Tripel 
«:B:y:, Bry, &.B.y, bestimmt ist, nennen wir [ik/], dann haben die 
beiden Ry: [123], [145] das Tripel a, 6,y, gemeinsam und nur dieses 
eine Tripel, da wir «;8,;y; (¢ = 1,2,...,5) als 5 ganz beliebige Tripel 
annehmen.*) Es giebt ein eindeutig bestimmtes Tripelfeld mit der 
Gleichung f(£n£) = 0, welches diese beiden R7, [123], [145] enthiilt, 
nimlich dasjenige, welches durch die 5 Tripel o;B;y;(i = 1, 2, . . ., 5) 


*) Haben [123], [145] abgesehen von o,8,y, noch ein zweites Tripel apy 
gemein, so erfihrt die folgende Construction fiir diese specielle Annahme keine 
wesentliche Modification, wohl aber vereinfacht sich dieselbe. In diesem Falle 
existirt nimlich ein singuldres Tripelfeld, welches «fy zum singuliiren Tripel hat, 
dem die Tripel a, B;y,, %2Bey2, %4B,y, angehdren, und das mithin (cf. T. V. § 2. 6) 
[123] und [145] enthalt. Dieses singulire Tripelfeld iibernimmt vollkommen die 
Rolle des im Texte auftretenden allgemeinen Tripelfeldes f(&£) = 0, die Con- 
struction gestaltet sich ganz analog, doch lisst sich ihre Ausfiihrung nicht un- 
wesentlich verkiirzen. 
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und 2 weitere Tripel, von denen das eine [123], das andere [145] 
angehért, bestimmt ist. Die beiden R? [123], [145] haben nur ein 
gemeinsames Tripel und gehéren somit demselben Netze der in f = 0 
enthaltenen Ry an (cf. T. V. § 2. 2), p. 390), d. h. die Projectivitiiten: 
(a, aa...) A (8, BpBs - - .) 


(a, @,a,...) ZX (B,B,B; - - -) 
enthalten dasselbe singuliire Paar §, 4, von f(&y §) = 0 (ef. T. V. § 2. 2), 
p. 388), also ist dieses singulire Paar &, 4, das 2", von «, 8, verschie- 
dene, gemeinsame Paar dieser beiden Projectivitiiten; dasselbe ist 
linear construirbar (cf. die Anmerkung am Schlusse dieses Artikels). 
Ebenso ist das singuiiire Paar 7,¢, das zweite, von B,y, verschiedene, 
gemeinsame Paar der beiden Projectivitiiten: 


(B, B, B., oe) (12245 -- )) 
(B,B,B,---) A (Y:%0%s5 ++ +)s 


und schliesslich ist £,& das zweite, von y,a, verschiedene, gemeinsame 
Paar der beiden Projectivititen: 


und 


(ViVo¥3 +--+) A (@G2G3.-.), 

(Vi VaVs +++) TV (@, Oy, ~~ +), 
und somit sind die singuliren Elemente von f(&4£) =O linear con- 
struirt. Die Rp: (456), welche mit [123] (cf. Art. 2) 2 Tripel gemein- 
sam hat, ist in f= 0 enthalten, da ihr 4 Tripel von f = O angehéren 
(nimlich «,B,y,, «,B;y, und die beiden mit [123] gemeinsamen); es 
ist mithin [456] eine in f=0 enthaltene R>, und zwar von der 
(21)-Art, weil [456] mit der in f= 0 enthaltenen Rp: [123] von der 
(12)-Art 2 Tripel gemein hat (cf. T. V. § 2. 2), p. 390), also sind die 
Projectivitiiten, welche in Folge von [456] die Elemente von resp. 
und H, H und Z, Z und = verkniipfen: 


yi oe 


(E, a, 0,0,..-) A (18,88, -- -), 

(72B,B; By. ++) A (Si ¥s%s%e- +>) 

(b2¥4¥5 Vo - +) W (by Oy + --)- 
Vollig analoges gilt fiir die Rp: [236]; es sind daher die Projectivititen, 
welche in Folge von [236] die Elemente von je 2 der 3 Grundgebilde 
=, H, Z verkniipfen: 

(Ea, 00% ~ ++) A (1B, By Be - - -), 

(M2 B23 By -- -) A (1 %2%3%6--+)s 

(b272%5%o +++) WW (S14 2% % + - +) 
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Mithin ist «8, das 2", von &, verschiedene, gemeinsame Paar der 
Projectivititen : 

(E,a, 0,0. .-) A (,B,B; By - - -), 

(E, a, 0,04...) A (1, B.B3B, - - -); 


somit ist a, 8, linear construirbar, und ebenso ist y, linear construirbar 
aus der Doppelverhialtnissgleichheit: 


(2B. B; By) HK (&: %273%6)- 

Damit ist die lineare Construction des 6'" associirten Tripels geleistet; 
es bedarf dazu nur der viermaligen Ausfiihrung der einfachen Con- 
structionsaufgabe: Fiir 2 gegebene Projectivitaten, von denen man das 
eine gemeinsame Paar kennt, das andere zu finden. Gleichzeitig ist 
auch die Aufgabe gelist: Ist eine Rp: [123] gegeben, diejenige ein- 
deutig bestimmte Rr 2u finden, welche die 2 Tripel «,B,y,, %B; 7s 
enthilt, und welche mit der Rp: [123] 2 Tripel gemein hat; die von 
uns aufgefundene Rr: [456] ist die gesuchte. 

Anmerkung: Von der im Texte verwendeten Aufgabe: Fiir 2 
gegebene Projectivititen, von denen man das eine gemeinsame Paar 
kennt, das andere zu finden, sei hier der Vollstindigkeit halber eine 
méglichst sparsame lineare Construction, die nur der 12-maligen An- 
wendung des Lineals bedarf, angegeben. Wir wihlen fiir die beiden 
Grundgebilde, deren Elemente durch die beiden gegebenen Projectivi- 
tiiten in Beziehung gesetzt werden, 2 gerade Punktreihen, eine Annahme, 
auf welche alle iibrigen Fille sich unmittelbar zuriickfiihren lassen. 
Seien daher die Punkte der beiden Geraden A, B in zweifacher Weise 
projectiv bezogen, und sei a, b ein gemeinsames Paar dieser beiden 
Beziehungen, wihrend a,b,, a,b, zwei Paare der ersten Projectivitit, 
a, b,’, a/b,’ zwei Paare der zweiten Projectivitét bedeuten, wodurch 
die beiden Projectivitiiten gegeben sind. Es soll das zweite gemein- 
same Paar a’b linear construirt werden. Seien P, Q 2 beliebige Punkie 
von ab*), dann ist die projective Beziehung 

P(a, @,, 4,,.--) K QO, 5,, 35, ...) 
des zu (4a, a, ...) perspectiven Strahlenbiischels P(aa,a, ...) und des 
zu (bb, b,...) perspectiven Strahlenbiischels @(b b,b, ...) eine per- 
spective; ebenso ist die projective Beziehung: 
P(aa, ay...) K Q(bb, b,' .. .) 
des zu (aa,'a,' ...) perspectiven Strahlenbiischels P(aa,'a,'...) und 
des zu (bb, b,') perspectiven Strahlenbiischel Q(bb,'b,’ . ..) eine perspective; 


*) Man kann auch P mit b, Q mit a zusammenfallen lassen, dann spart 
man das Ziehen der Linie ab. 
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ist S der Schnittpunkt der beiden Perspectivititsaxen dieser 2 Paare 
perspectiver Strahlenbiischel, so schneiden die Strahlen PS, QS resp. 
A, B in dem gesuchten zweiten gemeinsamen Paare a’b’ der beiden 
gegebenen Projectivititen, wie sich unmittelbar ergiebt. 

4) SpecielleSysteme von 6 associirtenTripeln. a) Denken 
wir die 3 einstufigen Gebilde’=,H, Z auf demselben Trager (collocal), 
so bilden die Tripel einer cubischen Involution 2‘ Stufe ein specielles 
Tripelfeld; die einer cubischen Involution 1'* Stufe eine specielle 
bicursale Tripelreihe, also gilt: Sind die 5 Tripel a,B;y; (i =1, 2,...,5) 
auf demselben rationalen Triiger gelegen, und gehiren sie einer cubischen 
Involution 1'* oder 2'* Stufe an, so gehirt auch das associirte 6 Tripel 
derselben cubischen Involution an. ‘ 

b) Verstehen wir unter a; 6; y;(1,2,...,6) je 3 Strahlen der in 
derselben Ebene befindlichen Strahlenbiischel P;:, P,, P: und schneiden 
sich die 3 Strahlen «6; 7; (i= 1,2,...,5) in einem Punkte P;(i=1,2,...,5), 
dann gehéren die 5 Tripel «;B;y;(i—1,2,...,5) der reducirt-trilinearen 
Beziehung jener 3 Strahlenbiischel an (cf. T. V. § 1. 5), welche gebildet 
wird aus der Gesammtheit von je 3 Strahlen, die sich in einem Punkte 
schneiden, und mithin wird auch das 6‘ associirte Tripel aus 3 Strahlen 
«By, durch einen Punkt bestehen. Also: Sind in 3 Strahlenbiischeln 
P:, Py, Pe 5 Tripel von je 3 Strahlen «;B;y;(i = 1, 2,..., 5) durch einen 
Punkt P; gegeben, so schneiden sich auch die 3 Strahlen a, B, v, des 
associirten 6" Tripels in einem Punkte P,. Betrachtet man eine be- 
liebige Curve III. 0. C, durch die 8 Punkte P:, P,, Pe; P,...P;, 
so bilden die Strahlentripel, welche P:, P,, P: mit den Punkten von 
C, verbinden, eine R7 (ef. $1. 2), welche die 5 Tripel a, B,y,,...,;Bs?s 
also auch (ef. Art, 2) das associirte 6° Tripel «,B,y, enthalt, also liegt 
P, ebenfalls auf C, und wir erhalten so den bekannten Satz: Alle C, 
durch 8 gegebene Punkte gehen auch durch denselben 9'°" Punkt.*) Es 
tritt also hier ein enger Zusammenhang zwischen den 9 associirten 
Punkten , welche einem Curvenbiischel II]. O. gemein sind, und unseren 
6 associirten Tripeln in die Erscheinung, den wir in folgenden Satz 
fassen kénnen: Sind die Strahlen dreier Strahlenbiischel P:, P,, Pt 
durch 3 trilineare Beziehungen verbunden, von denen die eine die reducirt- 
trilineare Beziehung ist, so schneiden sich die Strahlen «;B;yi (t= 1,2,...,6) 
der 6 Tripel, welche jenen 3 Beziehungen gemeinsam sind, in 6 Punkten 
P; = (a;:B:y;) ((=1,2,...,6), welche mit P:, Py, Pe 9 associirte 
Punkte, welche 2 Curven III. O. gemeinsam sind, bilden. Und um- 
gekehrt: Sind 9 Schnittpunkte zweier C, gegeben, so bilden die 6 Strahlen- 
tripel, welche 3 von ihnen mit den 6 iibrigen verbinden, ein associirtes 
System. Damit ist auch eine lineare Construction des 9' Schnitt- 


*) ef. Rosanes: Cr. Journ. Bd, 88, p. 273. 
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punktes zweier C, geliefert; denn sind die 8 Punkte Ps, P,, Pr, 
P,, P,,..-, P;, bekannt, so ist der associirte 9'° Punkt P, der Schnitt- 
punkt der 3 Strahlen P: P,, P, Py, Pe P,, welche die 5 Tripel 
(P: Pi), (Py Pi), (Pc Pi) (¢ = 1,2,...,5) zu einem associirten System 
erganzen; nach dem Vorigen kénnen wir dieses 6'° Tripel, also auch 
P, linear construiren. Die wirkliche Ausfiihrung unter Benutzung 
aller Vereinfachungen, welche dieser Specialfall zulisst, fiihrt zu einer 
verhaltnissmiissig sehr sparsamen Construction. — 

c) Sind in 3 in derselben Ebene FE befindlichen Strahlenbiischeln 
P;:, P,, Pe 5 Strablentripel «;8;y; (i = 1,2,..., 5) gegeben, bei denen 
je 3 Strahlen eines Tripels sich in einem Punkte P;= (a; B;y;)(i =1,2,...,5) 
treffen, dann treffen sich auch nach dem Vorigen die 3 Strahlen 
&,, Bg, ¥¢ des associirten 6'*" Tripels in einem Punkte P,. Wir beziehen 
nun die Punkte «'(z,', z,', 2’) einer zweiten Ebene E’ umkehrbar- 
eindeutig auf die Punkte x(a,, x,, z,) der Ebene E mittels einer 
quadratischen Verwandtschaft, welche in E die Punkte P:, P,, Pr: zu 
Fundamentalpunkten hat, und deren Fundamentalpunkte in EF’ durch 
Pz, P;, P¢ bezeichnet seien. Diese quadratische Verwandtschaft denken 
wir uns durch 2 ternire bilineare Gleichungen: 

F(axz’)=0, F’(«z’)=0 
gegeben, so dass die entsprechenden Punktepaare der quadratischen 
Verwandtschaft gemeinsame Nullpaare zweier reciproken Beziehungen 
F=0, F’ =0 werden. Sind dann P; (¢ = 1,2,...,6) in E’ die 
entsprechenden Punkte von P; in E, so ist P,’ der 9'° associirte Punkt 
zu Py, P,, Pr, Py, ..., Ps’; denn jeder Curve III. O. C,’ durch 
Pi, Py, Pé, Py... 2, entspricht in E in Bezug auf die quadratische 
Verwandtschaft (F’—0, F’ — 0) eine C, durch P;, P,, Pr, P,... P; 
die (mach b) auch P, enthilt, so dass P,’ auch der C,’ angehdren 
muss. Ist nun F’’ (xx’) = 0 die Gleichung einer beliebigen reciproken 
Beziehung zwischen den Elementen von E und E’, welche 
P,, Pi (t= 1,2,..., 5) 

zu Nullpaaren hat, so erfiillen die gemeinsamen Punktepaare der 3 
Reciprocititen F—0, F’ =0, F” =0*) 2 Curven III. 0. C,, C,’, 
welche auch P:, P,, Pr resp. P’, Py, Pe enthalten; jeder Punkt P 
von C, und der ihm in der quadratischen Verwandtschaft (/=—0, PF’ =0) 
entsprechende Punkt P’ von C,' bilden ein gemeinsames Paar von 
F=—0, F’=0, F”=0. Da C, die Punkte P:, P,, Pr, P,... P; 
enthilt, so enthialt sie nach dem Vorigen auch P,, mithin bildet P, 
mit dem ihm in der quadratischen Verwandtschaft (/}—0, F’ = 0) 
entsprechenden Punkte P,' ebenfalls ein Nullpaar von F” = und 
mithin besitet jede reciproke Beziehung F” =0, welche P; P/ (i=1,2,...,5) 


*) cf, Rosanes: Cr, Journ. Bd. 88, p, 248. 
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zu Nullpaaren hat, auch P,, P,; zwm Nullpaar, d. h. P,, P,, ist das 
6'° abhingige Paar eu P,, P,’,..., P;, P,'*). 

Wir bezeichnen 6 Punktepaare, welche 4 Reciprocitiiten gemein- 
sam sind, und bei welchen das 6'° durch die 5 ersten eindeutig be- 
stimmt ist, als 6 associirte Punktepaare, und kénnen den Satz 
aussprechen: Sind in einer Ebene E: P: P;, P, P:, Pe P;(i=1,2,...,6) 
6 associirte Strahlentripel, und sind P; (i= 1, 2, ..., 6) die Punkte einer 
2'en Ebene E’, welche den Punkten P; in einer quadratischen Verwandt- 
schaft der Ebenen E, E’, welche P:, P,, P: zu Fundamentalpunkten hat, 


$ 


entsprechen, so bilden P;, P/(i=1,2,...,6) 6 associirte Punktepaare. 
Aber es gilt auch umgekehrt: Bilden in 2 Ebenen E, E’ die 6 Punkte- . 
paare P;, Pj (t=1,2,...,6) ein associirtes System, wnd sind P:, P,, Pe; 
Pi, Pj, Pe die Fundamentalpunkte irgend einer quadratischen Ver- 
wandtschaft, welche P;, P; zu entsprechenden Paaren hat, so bilden 
die 6 Tripel P; P;, P, Pi, Pe P:(i = 1,2, ..., 6) (und ebenso Pf P;, 
P,P; , Pe P;) gleichfalls ein associirtes System. (Der Beweis ist dem 
vorigen vollig analog.) Da man nun leicht 2 Dreiecke P:, P,, Pr; 
Py, P,, Pe construiren kann, welche Fundamentaldreiecke einer 
quadratischen Verwandtschaft sind, fiir welche P,, P,’,..., P,, P, 
entsprechende Punkte bilden, so liisst sich die Construction des 
associirten 6'°" Paares auf die des associirten 6° Tripels zuriickfiihren, 
und die enge Beziehung dieser beiden Arten associirter Systeme ist 
gleichzeitig aufgedeckt. 
d) Es seien P:, P,, P; 3 Punkte im Raume, 
9 =(PyPd, Gn =(Pe Ps), g¢ = (Ps Pr) 

die Seiten des von ihnen gebildeten Dreiecks; sind «;8;y;(i—1, 2, 3, 4) 
je 4 Ebenen resp. durch g;, g,, ge und sind a= 6 =—~y die 3 in der 
Ebene P;, P,, Pe vereinigten Ebenen der 3 Biischel gz, g,, ge, 80 
fragen wir nach dem 6'" zu aBy, a, B,y,,..., &,8,y, associirten 
Ebenentripel a, 6,y;,. Wir bezeichnen den Schnittpunkt von a,, B;, y; 
durch P;(t—1,2,...,5), dann erzeugen alle trilinearen Beziehungen, 
welche aBy, @,8,7,, -.-, &8,y, zu Tripeln haben, Flachen II. 0O., 
welche die 7 Punkte P:, P,, Pre; P,, ..., P, enthalten (ef. T. V. § 4. 2, 
p. 411); allen diesen trilinearen Beziehungen gehért auch das 6" 
associirte Tripel a,8,y, an, so dass P, = (a, 6, y,) allen diesen F’, 
angehért, und wir zu dem bekannten Satz gelangen: Alle F’,, welche 
7 Punkte P; P,P; P,...P, gemein haben, enthalten noch einen ein- 
deutig bestimmten 8'" Punkt P,. Acht solche Punkte, welche dreien F, 
gemeinsam sind, nennen wir 8 associirte Punkte**) und wir erkennen : 


*) cf. Rosanes: Cr. Journ. Bd. 88. p. 249. 
**) cf. Reye: Sopra le curve gobbe di quart’ordine e prima specie ete. etc. 
Annali di matem. Serie Ii. Tom, II, p. 129, 


Mathematische Annalen, XLV. 38 
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Sind P:, P,, Pz, P,...P, 7 beliebige Punkte des Rawmes, und setzen 
wir (Pi PePi)= a, (Pe Ps Pi) = Bi, (PeP, Pi) = 7% (6 =1, 2, 3, 4) 
und (P: P, P:) = « = 6 = y, so ist das zu den 5 Tripeln 

apy, apy: (t= 1, 2,3, 4) 
assocurte 6'° Tripel «,B;y, dasjenige, dessen Ebenen sich in dem zu 
P: P,P: P,P,P,P, associirten 8" Punkte P, schneiden. Aber es gilt 
auch, wie man ebenso beweist, umgekehrt: Sind P:, P,, Py P,...P, 
8 associirte Punkte, so bilden die 5 Tripel 
(P,P Pi weil. (PP; Pi) = Bi, (P; P, Pi) = (¢=1, 2, 3, 4, 5) 
und das in (P: P, P:) = a, B, y vereinigte Tripel ein associirtes System. 
Hieraus ergiebt sich mittels der Construction des 6° associirten Tripels 
unmittelbar eine lineare Construction des 8'" zu PsP, P; P,...P, 
associirten Punktes P,, denn es ist P; der Schnittpunkt des linear 
construirbaren Ebenentripels «,8,7,, welches die 5 Ebenentripel 

a—=—B=y=—(P:P, Pz), 
a= (P»PePi), Br=(PePsPi), vim (PePy Pi) (6 =1, 2, 3, 4) 

zu einem associirten System ergiinzt; man erkennt also, dass sich die 
zwischen 8 associirten Punkten bestehende Abhingigkeit auf die 
zwischen 6 associirten Tripeln zuriickfiihren lisst. 

e) Sind 3 Ebenenbiischel mit den 3 windschiefen Axen gz, 9,, ge 
gegeben und sind P; (¢ = 1, 2, ... 5) 5 beliebige Punkte des Raumes, 
so bilden 

(9¢P:) = 0, (gn P) = Bi, (GP) =i (@—=1, 2, -- -, 5) 
5 Ebenentripel dieser 3 Biischel, und es existirt ein 6'** Ebenentripel 
«8.75, dessen Ebenen sich in P, treffen, welches a, 6, y,,...-, &;B;7; 
zu einem associirten System erginzt, so dass jede trilineare Beziehung der 
3 Ebenenbiischel, welcher die 5 Tripel «, B,y,,..., %8;7, angehdren, 
auch das 6'° Tripel a, B,y, enthilt. Ist F’, eine beliebige Fliche III. O. 
durch die 3 Geraden ge, g,, ge, und die 5 Punkte P,, P,,..., P;; 
so werden ihre Punkte aus gg, g», ge durch Ebenentripel projicirt, 
welche einer trilinearen Beziehung der eben gekennzeichneten Art an- 
gehéren, so dass F, auch den 6" Punkt P, enthilt. Mithin gilt: 
Sind gz, Gn, gt 3 beliebige Gerade und P,, P,,..., P;, 5 beliebige Punkte 
des Rawmes, so enthilt jede Fliche III. O., welcher gz, Gn; 9; 
P,, P.,..-, Ps angehiren, einen eindeutig bestimmten 6 Punkt P,. 

Ein System solcher 3 Geraden gz, g,, ge und 6 Punkte P,P,,..., P; 
nennen wir ein associirtes System von 3 Geraden und 6 Punkten. Aus 
dieser Definition folgen unmittelbar folgende Siitze: Bilden ge, gn, 9:3 
P,, Py, ..., Py ein associirtes System, und liegen P,, P,,..., PB, im 
emer Ebene E, so liegt auch P, in E, und es bilden die 3 Punkte, in 
welchen gz, Jn, ge. die Ebene E treffen, mit P,, P,,..., Pg eim asso- 
ciirtes System von 9 Schnittpunkten zweier Curven III. 0. Denn jede 
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F,, weleher gz, gn, gt; P,, P,,..-, P; angehéren, schneidet E in 
einer C,, welche die 8 Punkte P,, P,,..., P,; (gsE), (Qn E), (gE) 
enthalt, also enthailt diese C, auch den 9'" zu diesen 8 Punkten 
associirten Punkt P,, dieser ist somit allen /’, durch gg, gy, ge; 
P,,..., Ps; gemeinsam, und bildet demnach mit gz, g,, ge; P,,..., P, 
ein associirtes System. — 

Bilden gz, gn, 9¢3 P;, Po,.-., Py ein associirtes System und 
liegen 4 der 6 Punkte mit 2 der 3 Geraden auf demselben Hyper- 
boloid, so liegen die beiden letzten Punkte mit der letzten Geraden in 
derselben Ebene. Es seien P,, P,, P,, P, mit ge, g, auf demselben 
Hyperboloid H gelegen, dann bildet H mit der Ebene (g P;) = € 
eine F, durch gz, gy, gt; P,,..-, Ps; sind F,, F;’ zwei weitere 
Flaichen Ill. O. durch g:, gy, ge; P;, P.,-.., P;, so schneiden die- 
selben €, abgesehen von g;, in 2 Kegelschnitten, welche durch P, und 
die beiden Punkte gehen, in welchen € von g;, g, getroffen wird; 
diese beiden Kegeschnitte haben noch einen 4' Punkt auf € gemein, 
welcher, da er den 3 Flichen III. O. (H, ), F,, F;”’ gemeinsam ist, 
der 6' associirte Punkt P, sein muss; also liegt P, auf €, wie be- 
hauptet wurde. — Daraus folgt: Bilden gz, gy, ge; P,, P.,..., Pg 
ein associirtes System und liegen P,, P, mit ge; P,, Py mit gy in der- 
selben Ebene, so liegt auch P,, P, mit ge in derselben Ebene. Ist R, 
eine Raumcurve 6" Ordnung vom Geschlechte 1, welche gz, g,, ge 
zu Quadrisecanten besitzt, und der die 5 Punkte P,, P,,..., P, 
angehéren, so werden ihre Punkte aus gz, g,, ge durch Ebenentripel 
projicirt, welche eine bicursale Tripelreihe bilden (cf. § 1, Art. 3), die 
die 5 Tripel (ge Pi), (gy Pi), (gePi) (6 =1,2,...,5), also (nach Art. 2) 
auch das associirte 6'° Tripel (gz P,), (gn P5), (g¢e-P,) enthiilt, und genau 
das gleiche gilt von einer R,', welche ge, g,, ge zu Trisecanten, und 
ebenso von einer R,', welche ge, g,, ge zu Bisecanten hat, mithin 
ergiebt sich: Bilden gz, gn, gt; P,, P.,..., Py ein associirtes System, 
so enthilt jede R,', R,', R,', welche ge, gy, ge resp. 2u Quadri-, Tri-, 
Bi-Secanten hat, und der die 5 Punkte P,, P,, 
den 6°" Punkt P,. 

Projiciren wir die 6 Punkte P,, P,,..., P, aus den drei Geraden 
9&s In, ge Aurch die 6 Ebenentripel (gc P;), (gn Pi), (g¢ Pi) (¢=1,2,..., 6), 
so bilden diese ein System von 6 associirten Tripeln, mithin hatte die 
durch die 3 Tripel (gsPx), (gn Pe), (gePe) (k = 1, 2, 3) bestimmte 
Ry}, welche wir durch [123] bezeichnen, mit der Ry [456] 2 Tripel 
gemeinsam (cf. Art. 2); die Punkte, in welchen sich die 3 Punkte eines 
Tripels von [123] treffen, bilden eine Raumcurve III. O., welche 
P,, P,, Ps enthalt und ge, g,, ge zu Secanten hat, und ebenso bilden 
die Schnittpunkte der 3 Ebenen eines Tripels von |456] eine 2'° Raum- 
curve III. 0., welche P,, P,, P, enthiilt, und gz, g,, ge zu Secanten 


38" 


..., P, angehiren, auch 
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hat, also gilt: Bilden ge, g,, gz; P,, P.,..-, Pg eim associirtes System, 
so haben die beiden Raumcurven IIT. O., welche gz, gn, ge 2u Secanten 
haben und P,, P,, P, resp. P,, P,, P, enthalten, 2 Punkte gemeinsam. 
Und hieraus folgt unmittelbar: Liegen von den 6 Punkten eines asso- 
ciirten Systems (gz, Gn, gt; P,,---, Ps) drei im eimer Geraden g, so 
liegen die drei iibrigen in einer Raumcurve III. O., welche die 4 Geraden 
Gt) Ins Gt, 9 2 Secanten hat. — 

f) Seien resp. €, 4, € die Elemente der 3 einstufigen Grundgebilde 
=, H, Z und betrachten wir 3 reducible Tripelfelder F;, F7, Fr’ 
von solcher Art, dass die trilinearen Formen, welche die linken Seiten 
ihrer Gleichungen bilden, in das Product dreier linearer Formen aus- 
arten; seien daher die Gleichungen von resp. F'7, Fr, Fr’: 

fF (Eb) = (a §) (B’ 9) (y’ $) = 9, 
f" (&n€) = (a &) (B" 4) (v" &) = 9, 
f" (nb) = (@'"§) (Bn) (v'"$) = 9, 
wobei (a’&) = (a,’& — a,’&,) bedeutet, und &,& die Coordinaten von 
E, a,’, @, die eines Elementes a von = u. s. w. sind; dann werden die 
Tripel von f’= 0 gebildet von solchen Tripeln, fiir welche entweder 
das Element in = mit dem Elemente a’ (a,', «,'), oder das Element in 
H mit £’, oder das Element in Z mit y’ zusammenfallt; die Tripel von 
f’ = 0 sind also enthalten in einer der drei Formen a’yf, &£B’6, Eny’, 
wo &, 9, § beliebige Elemente von resp. =, H, Z bedeuten. Genau 
analoges gilt fiir die Tripel von f"=0O, f”=—0. Ein gemeinsames 
Tripel von f=0, f’=0, f”—O muss demnach bestehen aus 35 Ele- 
menten von solcher Beschaffenheit, dass dieselben in dem Schema: 
a py 
a” BY yy” 
a” By” 
nie in derselben Horizontal- oder Verticalreihe enthalten sind; solche 
3 Elemente entsprechen einem Gliede der aus dem System der 9 Gréssen 
herstellbaren Determinante; es sind also die 6 Tripel, welche /’= 0, 
f’= 0, f"=0 gemeinsam sind: 

a By, a By", a" By’, a’ By”, a Bly”, a By’; 
dieselben bilden als die gemeinsamen ‘Tripel dreier Tripelfelder ein 
associirtes System, also gilt: Sind =, H, Z 3 einstufige Grundgebilde 
und a’ a”, a” 3 beliebige Elemente von =, B’, 6”, B’’ 3 ebensolche 
von H, yy’, »”, vy” 3 ebensolche von Z, dann bilden die 6 Tripel, welche 
in dem Schema: 














Raumcurve 6 Ordnung vom Geschlecht 1. 573 


den 6 Determinantengliedern entsprechen, d. h. die aus je 3 Elementen 
aus verschiedenen Horizontal- und Verticalreihen bestehen, ein associirtes 
System. Jedes Tripelfeld, welches 5 dieser Tripel enthilt, enthilt auch 
das 6". Sind z. B. =, H, Z gerade Punktreihen, und liegen bei 5 
der 6 in Rede stehenden Tripeln die 3 Punkte eines Tripels in gerader 
Linie — gehéren also diese 5 Tripel der reducirt-trilinearen Beziehung 
der 3 Punktreihen =, H, Z an (cf. T. V. § 1.5) — so liegen auch 
die 3 Punkte des 6 Tripels in gerader Linie, mithin ergiebt sich: 
Sind auf 3 in derselben Ebene gelegenen Geraden =, H, Z je 3 Punkte 
a’, oo”, a’; B’, B’, B's: v', wv", v” so gegeben, dass die 3 Punkte 
eines jeden der 5 Tripel: 

a Bi y™, a By”, @” By’, a”,B' yp”, a” By”, 
in gerader Linie liegen, dann liegen auch die 3 Punkie a’ B”y’ in 
gerader Linie. Und ebenso ergibt sich: Sind =, H, Z 3 beliebige 
Punkte und durch jeden derselben — in der Ebene des von ihnen 
gebildeten Dreiecks — 3 Strahlen resp. «', a”, «’’; B’,B", B's; vv", 
so gegeben, dass die 3 Strahlen jedes der 5 Tripel: 

a BN yy, By", a" By”, a” By’, a” By” 
sich in einem Punkte schneiden, so gehen auch die 3 Strahlen a’ B” y’ 
durch einen Punkt. Die beiden Configurationen, welche den beiden 
letzten dualen Sitzen entsprechen, sind identisch; sie bestehen aus 
9 Punkten und 9 Geraden, derart dass durch jeden der 9 Punkte 
3 Gerade hindurchgehen, und jede der 9 Geraden 3 Punkte enthiilt, 
es ist dies die wohlbekannte Configuration 9,, welche man auch erhiilt, 
wenn man die Pascal’sche Figur fiir einen in ein Geradenpaar aus- 
gearteter. Kegeischnitt bildet.*) — 

Somit ergiebt sich, dass alle diese Abhiingigkeiten geometrischer 
Gebilde — die 9 associirten Punkte zweier C,, die 8 associirten Punkte 
dreier F’,, die 6 associirten Paare von 4 Reciprocititen, ete. — durch 
die in den von uns untersuchten 6 associirten Tripeln herrschende Ab- 
hingigkeit bestimmt sind, dass sich also alle diese Abhingigkeiten auf 
jene eine und damit auch auf einander zuriickfiihren lassen, wodurch 
einerseits ein tieferer Einblick in die Natur und den Zusammenhang 
jener Gebilde erlangt ist, und wodurch andererseits die Construction 
des letzten eindeutig bestimmten associirten Elementes fiir alle jene 
Abhingigkeiten auf einen einzigen Constructionsmechanismus, niimlich 
die Auffindung des 6'" associirten Tripels, zuriickgefiihrt ist, den wir 
in linearer Form und in einfachster Weise ausfiihren lehrten. — 


*) cf. Thomae: Die Kegelschnitte in project. Behandlung. Halle 1884, p. 30. 
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§ 3. 
Gruppen associirter Punkte auf den Raumcurven VI** Ordnung vom 
Geschlechte 1. 


1) Wir wollen fortan unter den 3 Grundgebilden =, H, Z 
3 Ebenenbiischel mit den 3 windschiefen Axen ge, g,, ge verstehen; 
das fiir diese zu beweisende ist unmittelbar auf 3 andere einstufige 
Grundgebilde iibertragbar; wir haben aber einerseits den Vortheil 
einer kiirzeren Ausdrucksweise, andererseits werden wir gleichzeitig 
tiefer in die Eigenschaften der Raumcurve 6 Ordnung vom Ge- 
schlechte 1 (R,') eindringen, da die R,! das Erzeugniss der gemein- 
samen Tripel zweier trilinearer Beziehungen dieser 3 Biischel ge, g’, gr 
bildet. Wir denken uns die 3 Ebenenbiischel durch die beiden tri- 
linearen Gleichungen: 


f(E, 0, 8) =O, FE, 0, §) = 9 
in zweifacher Weise trilinear bezogen; die gemeinsamen Tripel von 
f =0, f’=0 bilden eine bicursale Tripelreihe R7, die Schnittpunkte 
der 3 Ebenen aller Tripel von R? erfiillen eine allgemeine R,! (ef. 
§ 1. 3), welche ge, gy, ge zu Quadrisecanten hat. In dem Biischel 
trilinearer Beziehungen f + kf’ = 0 existiren 4 singulir-trilineare 
Beziehungen /;(§} », £) =O (¢=1,2,3, 4) (ef. $1.8), deren sin- 
gulire Tripel — die Haupttripel fiir R7 — durch g;, 6;, t% (i= 1,2,3,4) 
bezeichnet seien; ist (9;, 6;, t)) = S; der Schnittpunkt der 3 Ebenen 
Qi, 6, T%, SO nennen wir diese 4 Punkte S,, S,, S,, S, die 4 Haupt- 
punkte fiir die R,'; sie gehéren im Allgemeinen der R,' nicht an. 
Da die singulir-trilineare Beziehung /f;(&, 4, §) = eine Fliche III. O. 
erzeugt, welche den Punkt S; zum Doppelpunkt hat (ef. T. V. § 4. 2), 
so sind die 4 Hauptpunkte S,, S,, S,, S, resp. die Doppelpunkte von 
4 die R,' enthaltenden Flichen Il]. 0. F,%, F,®, Fj, Fj. Es 
existiren bekanntlich*) 20 die R,' enthaltende Flachen III. O., welche 
einen Doppelpunkt besitzen; von diesen 20 Doppelpunkten sind 12 die 
3.4 Schnittpunkte von g:, g,, ge mit R,', 4 weitere liegen auf dem 
durch die 3 Erzeugenden gz, g,, ge bestimmten Hyperboloid (gz, gx, ge), 
und die vier letzten sind unsere Hauptpunkte S; (i = 1, 2, 3, 4), 
welche (cf. T. V. § 4.2) i. A. nicht auf diesem Hyperboloid liegen 
werden. Die F, mit dem Doppelpunkt Si enthilt 6 Gerade durch 
diesen Doppelpunkt, jede derselben schneidet die von R,' und g¢, gn; ge 
gebildete reducible Curve 9' O. in 3 Punkten (und dasselbe gilt von 
jeder Geraden auf einer die R,' enthaltenden FP), denn jede andere 


*) cf. Em. Weyr: Die Raumcurve 6"? O. vom Geschlecht 1. Ile Mittheilung, 
Sitzungsber, der k. Akademie zu Wien 1891. Art. 1 ff. 
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die R,' enthaltende F’, wird von einer solchen Geraden in 3 Punkten 
getroffen, die nothwendiger Weise auf dem Durchschnitt von F, und 
Fy, d. i. auf R,' oder gg, gy, ge liegen. Nun sind aber 3 von den 
6 Geraden auf F,% durch S; zu gz, gy, gg windschief (cf. T. V. § 4. 2, 
p. 407), diese sind also Trisecanten von R,', sie seien mit gs3, gsi, Giz 
bezeichnet; es gilt also: Durch jeden der 4 Hauptpunkte S, (i = 1,2, 3, 4) 
gehen 3 Trisecanten der R,', und es sind dies die einzigen Punkte des 
Raumes, durch welche 3 Trisecanten von R,' gehen.*) Oder: Die 
4 Hauptpunkte sind die einzigen Punkte, aus denen R,! in eine ebene 
Curve 6'*" O. mit 3 dreifachen Punkten projicirt wird. — 


2) Betrachten wir nun in der R7, welche gebildet wird von den 
Ebenentripeln, welche die Punkte von R,' mit gz, Jy, ge verbinden, 
5 beliebige Tripel, deren Ebenen sich in den 5 Punkten P,, P,,..., P,; 
treffen, und ist P, der Punkt, in welchem die Ebenen des diesen 
5 Tripeln associirten 6'°" Tripels (ef. § 2.1) sich schneiden, so gehort 
auch dieses 6'° Tripel der R> an (cf. § 2.2), und mithin liegt auch 
P, auf R,'; wir nennen solche Punkte P,, P,,..., P,, welche mit 
Js Jn, Gt Verbunden 6 associirte Ebenentripel liefern, 6 associirte 
Punkte von R,' und es gilt: Sind 5 Punkte von R,' gegeben, so 
existirt ein eindeutig bestimmter 6 Punkt auf R,', sodass die 6 Ebenen- 
tripel, welche P,, P,,..., Ps mit ge, gn, ge verbinden, ein associirtes 
System bilden. Jeder trilinearen Beziehung, welcher 5 solcher 6 Tripel 
angehéren, gehért auch das 6 an; durch eine trilineare Beziehung 
der 3 Ebenenbiischel wird eine Fliche III. O. erzeugt, welche die 
3 Geraden gz, gy, ge enthalt; eine solche F',, welcher die 3 Quadri- 
secanten einer #,' angehéren, wollen wir eine der R,' adjungirte F, 
nennen; dann gilt: Sind P,...P; 5 beliebige Punkte der R,', so 
enthalt jede der R,' adjungirte F, durch diese 5 Punkte auch den zu 
P,, P.,..,, P, associirten Punkt P,. Oder: Alle zu R,' adjungirten 
F’, schneiden aus R,' Systeme von 6 associirten Punkten aus. Eine 
beliebige Ebene ¢ bildet mit dem durch die 3 Quadrisecanten bestimm- 
ten Hyperboloid (ge, g,, ge) eine adjungirte F, also: Die 6 Punkte, 
in welchen eine Ebene die R,' schneidet, bilden ein associirtes System; 
soleche 6 Punkte bilden mit den 3 Schnittpunkten von g:, gy, ge mit 
é ein System von 9 Schnittpunkten zweier ebenen C, (cf. § 2. 4), e, 
vgl. auch Weyr, |. c.). Bezeichnen wir mit [ii 7] die Raumcurve III O., 
welche gz: g, ge zu Sekanten hat und die 3 Punkte P;, Py, P, ent- 
halt, und sind P,, P,,..., P; 5 beliebige Punkte von R,', dann 
liegt der associirte 6'° Punkt P, auf’ derjenigen eindeutig bestimmten 
R,, welcher die 3 Secanten ge, gn, ge, sowie die 2 Punkte P,, P, an- 


*) cf. Weyr, l.c. 
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gehiren, und welche die R,: [123] in 2 Punkten schneidet; es wird 
also P, aus R,' von dieser R, ausgeschnitten, — 

Die Systeme von 6 associirten Punkten auf R,' besitzen nun ganz 
analoge Eigenschaften, wie die konischen Sextupel einer ebenen C,, 
d. h. wie diejenigen Systeme von 6 Punkten auf C,, welche durch die 
Kegelschnitte der Ebene aus C, ausgeschnitten werden. Wir werden 
dies dadurch erkennen, dass wir die R,' auf die C,, die associirten 
Systeme von R,' auf die konischen Sextupel von C, abbilden. Ist S, 
einer der 4 Hauptpunkte fiir R,', dann existirt (cf. Art. 1) eine die 
R,' enthaltende Fliche III. O. F,“, welche S, zum Doppelpunkt hat. 
Diese F, wird aus gz, gy, ge durch 3 singular-trilineare Ebenenbiischel 
projicirt, fiir welche (gz S,), (g,S,), (g¢S,) das singulire Tripel ist. Diese 
singular-trilineare Beziehung denken wir in der T. V. § 1.7) gelehrten 
Weise auf eine beliebige Ebene E abgebildet, so dass in E 3 Strahlen- 
biischel, deren Scheitel S:, S,, S¢ in gerader Linie liegen, existiren, 
welche resp. auf die Ebenenbiischel g:, g,, ge projectiv bezogen sind 
in der Art, dass 3 Ebenen, die sich in einem Punkte von F’,“) schneiden, 
3 Strahlen resp. durch S;, S,, Se entsprechen, die durch einen Punkt 
gehen, wodurch die Punkte von F, auf die Punkte von EF abgebildet 
sind. Den Ebenentripeln, welche die Punkte von R,' mit gc, gy, ge 
verbinden, und welche eine in unserer singulir-trilinearen Beziehung 
enthaltene R? bilden, entsprechen Strahlentripel, deren 3 Strahlen sich 
in den Punkten einer C, schneiden, die auch die 3 in gerader Linie 
gelegenen Scheitel S;, S,, Se enthalt (cf. § 1.11); es wird also hier- 
durch die R,' auf diese C, abgebildet. Sind nun P,, P,,..., P, 
6 associirte Punkte auf R,', und ist F, eine beliebige der R,' adjun- 
girte Flache III. O., welche 5 der 6 Punkte, also auch den 6" ent- 
halt, so schneidet F’, die F,) — abgesehen von ge, gy, ge — ebenfalls 
in einer Raumcurve 6'* Ordnung vom Geschlechte 1: R,', und es 
haben R,' und R,! die 6 Punkte P,,..., P, und nur diese gemein- 
sam. Die R,! wird in E ebenfalls in eine Curve III. 0. C, durch 
S:, S,, Se abgebildet, es sind somit die von S;, S,, S; verschiedenen 
Schnittpunkte $,, ,,...-, B®, von C, und ©, die Bilder von 
P,, P,,..-, Py, und da S;, S,, Se in gerader Linie liegen, so be- 
finden sich $8, [,...-, PB, auf einem Kegelschnitt. Umgekehrt 
ergiebt sich auf analogem Wege, dass ein jedes konische Sex- 
tupel von C, die Abbildung eines Systems von 6 associirten Punkten 
auf R,' ist. Also gilt: Die stimmtlichen Systeme von 6 associirten 
Punkten auf R,' lassen sich auf die konischen Sextupel von C, abbilden, 
und umgekehrt. Jedem Sextupel associirter Punkte ist also ein Kegel- 
schnitt in E zugeordnet, welcher aus C, das entsprechende Sextupel 
ausschneidet, Den ebenen Sextupeln — das sind die von den Ebenen 
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des Raumes aus R,! ausgeschnittenen Sextupel —, welche, wie wir 
sahen, aus je 6 associirten Punkten bestehen, entsprechen somit die 
Kegelschnitte eines Systems dritter Stufe, von dem wir bald erkennen 
werden, dass es ein lineares System, ein Kegelschnitt-Gebiische ist, — 

Zwei Punktgruppen auf R,': G,, Ge_,, welche aus r < 6, resp, 
6—yr Punkten bestehend, zusammen ein associirtes System bilden, 
nennen wir zu eimander residual; alle Punktgruppen G,, welche durch 
dieselbe Punktgruppe G¢_, zu einem associirtem System ergiinzt werden, 
wollen wir als in Bezug auf Geg_, corresidual bezeichnen. 2 residuale 
Gruppen G, und G,_, haben in der Ebene E zu Bildern 2 Gruppen 
G,, Ge--, welche zusammen ein conisches Sextupel von C, bilden; 
alle in Bezug auf Gg_, corresiduale Gruppen G, werden abgebildet in 
Punktgruppen G, auf C,, welche G _, zu einem conischen Sextupel 
erginzen. Wir erkennen demnach, dass die Bildef residualer resp. 
corresidualer Punktgruppen aus Punktgruppen auf C, bestehen, welche 
in der bei ebenen Curven tiblichen Bezeichnung*) residual resp. corre- 
sidual sind. Fiir diese Bilder gilt somit der Brill-Néther’sche Rest- 
satz**), dass alle auf C, zu einander in Bezug auf eine Punktgruppe 
corresidualen Punktgruppen auch corresidual sind in Bezug auf jede 
andere Punktgruppe, welche zu einer von thnen residual ist. Da sich 
nun die Beziehung der Residualitit resp. Corresidualitét von den 
Punktgruppen von R,' auf ihre Bilder in C,, wie wir soeben sahen, 
iibertragt, so iibertragt sich auch der Restsatz unmittelbar auf die 
Punktgruppen auf R,', und wir kénnen daher folgenden fiir associirte 
Punktgruppen R,' fundamentalen Satz aussprechen: Sind P,, P,,..., P53 
P,, Py, ...,P, 2 Systeme von associirten Punkten auf, R,' und 
liegen 6 beliebige von diesen 12 Punkten (P,...P,, Pra... Pg) derart, 
dass sie ein associirtes System bilden, so bilden auch die tibrigew 
6 Punkte (Pj... Py, Pris... Ps) eim associirtes System. Denn es 
sind P,...P,; P,...P,' corresidual in Bezug auf Pry... Py, 
und es ist P41... P, residual zu P,... P,, also ist nach dem Rest- 
satz: P.i,...P, auch residual zu P,’... P,’, dh. P,’...P,’ 
P,4:...P, bilden ein associirtes System, q.e.d. Es gelten also fiir 
Gruppen von 6 associirten Punkten einer R,' genau dieselben Sitze, 
welche Herr Reye fiir Gruppen von 8 associirten Punkten auf R,! 
bewiesen hat;*) es lassen sich in der That auch diese Reye’schen 


Siitze in genau analoger Weise aus dem Restsatz fiir ebene Curven 
erschliessen. 


*) ef. Clebsch-Lindemann: Vorlesungen tiber Geometrie Bd. I, p, 431. 
**) cf. Clebsch-Lindemann: |, c, p. 432. 


***) cf. Reye: Sopra le curve gobbe di quart’ ordine e prima specie; Annali 
di matem. Ser. Il. Tome II. 
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3. Punktinvolutionen auf R,'. Seien Ppi1, Ppre,..., Py 
(yr < 6) (6 —r) feste Punkte von R,', und seien P, ... P, irgend r 
Punkte, welche Pui, Puo,..., P, zu einem associirten System 
erginzen, dann bilden die r Punkte P,, P,,..., P, eine Gruppe, 
welche durch beliebige (r — 1) dieser Punkte vollkommen und ein- 
deutig bestimmt ist. Verstehen wir also mit Emil Weyr*) unter einer 
Involution r'** Ordnung (r — 1)'* Stufe J, auf einer beliebigen Curve 
vom Greschlechte 1 eine (r — 1)-fache Unendlichkeit von r-punktigen 
Gruppen, von denen jede durch (yr — 1) threr Punkte vollkommen und 
unzweideutig bestimmt ist, so bilden die stimmtlichen Punktgruppen 
P,,..+, Pr, welche P,41,..., P, 2u einem associirten System ergiinzen, 
eine J, (r = 2,3,4,5). Fiir derartige Involutionen auf R,' gilt der 
fundamentale Satz: Hine J, ist durch eine ihrer Gruppen vollkommen 
und eindeutig bestimmt*), so dass zwei J,, welche eine Gruppe gemein 
haben, identisch sind. Wir kénnen nun jede J, (r = 2,3, 4,5) auf 
die oben angegebene Weise erhalten, niimlich als die Gesammtheit der 
r-punktigen Gruppen, welche (6—r) Punkte von R,' zu einem asso- 
ciirten System ergiinzen; ist nimlich P,, P,, ..., P, irgend eine 
Gruppe von J, und bestimmt man zu P,, P,, ..., P, und den will- 
kiirlich gewihlten Punkten P,4,,..., P, den 6' associirten Punkt 
P,, so werden alle Gruppen, welche P,.:,..., P, zu einem associir- 
ten System erginzen, eine Involution r'** Ordnung (r — 1)" Stufe 
bilden, welcher die Gruppe P,, P,...., P, angehért, und die also 
mit J, identisch ist, da sie mit J, die Gruppe P,, P,,..., P- gemein 


hat. Ist nun eine J, auf R,' gegeben, und ist P,, P,,..., P, eine 
Giruppe von J,, so bilden alle Gruppen von (6 — r) Punkten, welche 
P,,...+, P, zu einem associirten System ergiinzen, eine Jg_,. Ist 


P,4,...P, eine beliebige Gruppe von J¢_,, so ergiinzen alle Gruppen 
von J, dieselben zu einem associirten System; denn die Gruppen, 
welche P,4:,..., P, zu einem ‘associirten System ergiinzen, bilden 
eine Involution re O., (r — 1)" Stufe, welche mit J, die Gruppe 
P,...P, gemein hat, also mit J, identisch ist. Die beiden Involu- 
tionen J, und J¢_, sind also so beschaffen, dass jede Gruppe der einen 
jede Gruppe der andern zu einem associirten System ergiinzt, also mit 
ihr residual ist. Also gilt: Bei 2 Involutionen J, und Je-,, bei 
welchen eine Gruppe der einen mit einer Gruppe der anderen residual 
ist, ist jede Gruppe der einen mit jeder Gruppe der anderen residual. 
Wir nennen 2 derartige Involutionen J,, Jg_, residuale Involutionen. 
Zu jeder J, gehért also eine residuale J,; zu jeder J, gehdrt eine 
residuale J,. — Ist eine J, auf R,' gegeben, so ist eine der wichtig- 
sten Fragen, ob in J, Gruppen existiren, deren r Punkte siimmtlich 


~*) ef. Weyr: Ueber Raumcurven 5** O. vom Geschlechte 1; I[l'e Mittheilung. 
Sitzungsber. der Wiener Academie 1888, p, 606. 
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zusammenfallen; diese Frage ist zu bejahen; es gilt der allgemeine Satz: 
In einer J, auf einer elliptischen Curve existiren r* Gruppen, bei wel- 
chen die r Punkte der Gruppe siimmtlich zusammenfallen*); ein solcher 
Punkt, in welchem eine Gruppe von J, vereinigt ist, heisst ein r-facher 
Punkt von J,. 

4) Wir betrachten nunmehr eine J, auf R,'; ist P,P, ein Paar 
derselben, so bilden alle Punktgruppen P,P,P;P,, welche P,P, zu 
einem associirten System ergiinzen, die Gruppen der zu J, residualen 
J,, und es wird die J, durch die Gesammtheit derjenigen Gruppen 
P,P, gebildet, welche irgend eine der Gruppen P, P, P, P, von J, 
zu einem associirten System erginzt; die Gruppen einer J, werden 
demnach aus R,' ausgeschnitten durch solche adjungirte F,, welche 
durch 4 feste Punkte von R,' hindurchgehen. Da J, vier Doppelelemente 
besitzt, so gilt: Sind P,P, P,P, 4 Punkte auf R,', so giebt es unter 
den adjungirten F,, welche P,, P,, P,, P, enthalten, 4, welche die 
R,! beriihren. 4 Punkte Q,, Q., Q,, Q,, welche die Doppelpunkte einer 
J, auf R,' bilden, wollen wir als eim Quadrupel bezeichnen; einem 
solchen Quadrupel wohnen analoge Eigenschaften inne, wie den 
Punktquadrupeln auf C, und R,', wie tiberhaupt auf jeder Curve vom 
Geschlechte 1 derartige Quadrupel existiren.**) — Ist S;(i—1, 2, 3, 4) 
einer der 4 Hauptpunkte fiir R,', (ef. Art. 1) und sind P, P, 2 be- 
liebige Punkte von R,', dann hat die Raumcurve III. Ordnung R,, 
welche gz, gn, ge 2u Secanten hat und die Punkte P,, P,, S; enthilt, 
mit derjenigen Fiche Ill. 0. F,, welche R,! enthilt und S; zum 
Doppelpunkt hat, den Doppelpunkt S; und 8 weitere Punkte, niimlich 
P,, P, und die 6 Punkte auf gz, g,, ge gemein, also ist R, ganz auf 
F,® gelegen, Ist F, eine beliebige, von F,\ verschiedene, die R,' 
enthaltende Filache III. 0., so enthilt F’, ebenfalls jene 8 Punkte 
(P;, P, und die 6 auf gz, g,, ge gelegenen) von R,, also noch einen 
gen Punkt Q;, der, da er F’; und F gemeinsam ist, auch auf R,'! 
gelegen sein muss, so dass wir den Satz erhalten: Legt man durch 2 
beliebige Punkte P,, P, von R,' eine R,, welche die 3 Quadrisecanten 
Jes In» Gt eu Secanten hat, und welcher einer der 4 Hauptpunkte 8; 
angehdrt, so schneidet dieselbe die R,' noch in einem dritten Punkte Qi. 
Hilt man nun einen beliebigen Punkt Q; von R,' fest, und ist P, 
ein variabler Punkt, welcher die R,' durchliiuft, so schneidet die, R,, 
welche gz, gn, ge 2u Secanten hat, und welcher S;, P,, Q; angehdren 
— sie sei fortan mit [S;Q; P,] bezeichnet — die R,' in einem Punkte 
P, derart, dass jedem Punkte P, von R,' ein Punkt P, entspricht; 
*) cf. Weyr: Ueber die Anzahl der m-fachen Elemente einer J,"_, etc. 
Monatshefte fiir Mathematik und Physik. II. Jahrgang, Wien 1891. 

**) cf. Weyr: Ueber die Raumcurven 5 0, vom Geschlecht 1; l'* Mit- 
theiluug; Wiener Sitzungsberichte 1884 p. 213. 
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dieses Entsprechen ist ein involutorisches, also bilden alle diese Punkte- 
paare P, P, eine J, auf R,', und da man das Paar P, P, ganz beliebig 
wahlen und den Punkt Q; dazu bestimmen kann, so lassen sich alle 
J, auf R,' derartig erzeugen und es gilt: Ist eine J, auf R,' gegeben 
und legt man durch alle Paare P,P, von J, Rauwmcurven III. 0O., 
welche gz, Jn, gz 2u Sekanten haben und einen Hauptpunkt S; enthalten, 
so schneiden alle diese co! R, die R,' noch in ein und demselben Punkte 
Q:. Somit gehiren jeder J, auf R,' 4 Punkte Q; (i =1, 2,3, 4) ou 
von solcher Art, dass alle R,, welche die Paare P,P, von J, mit Q; 
verbinden und gz, gn, ge 2% Secanten haben, einen Hauptpunkt 8S; ent- 
halten. — Es sei P,P, ein Paar einer J, auf R,'; wir betrachten die 
Raumeurve III. O. [P, P,S,], welche nach dem Vorigen die R,' noch 
in einem Punkte Q; trifft, der fiir alle Paare P,P, derselbe ist. Die 
R, liegt auf der Fliche ILI.0O. F',, welche S; zum Doppelpunkt hat, und 
trifft, wie man leicht erkennt, die 3 durch S; gehenden Trisecanten 
923, 9x, iz noch in je einem von S; verschiedenen Punkte. Die 
Raumeurve III. O. | P, P,S;| wird aus S; durch einen Kegel II. 0. pro- 
jicirt, welcher die 3 Trisecanten gis, gsi, giz 2u Erzeugenden hat, und 
die R,' — abgesehen von den 9 auf diesen 3 Trisecanten gelegenen 
Punkten — in Q;, P,, P, schneidet; es sind somit die 6 Geraden 
933, gu; 9123 S:;Q:, S:iP,, S;P, Erzeugende desselben Kegels Il. O., 
und es ergiebt sich, da P, P, irgend ein Paar von J, war: Legt man 
durch alle Paare einer auf R,' befindlichen J, und die 3 durch irgend 
einen Hauptpunkt S; gehenden Trisecanten Kegel II. O., so treffen die- 
selben stimmtlich die R,' in dem Punkte Q;, und bilden somit einen 
Kegelbiischel, dessen 4 gemeinsame Erzeugende die 3 Trisecanten durch 
S; und die Gerade 8;Q; bilden. Oder: Die Kegel, welche die 3 von 
einem Hauptpunkte ausgehenden Trisecanten und einen beliebigen Punkt 
von R,' enthalten, schneiden die R,' in Punktepaaren einer J, und es 
liisst sich auf diese Weise jede J, auf R,' erzeugen. Wir werden 
spiter (Art. 6) erkennen, dass die 4 Punkte Q; (i = 1,2,3,4), welche 
zu einer J, in der eben auseinandergesetzten Weise gehdren, ein 
Quadrupel bilden. — 

Es sei auf R,' eine Paarinvolution J, gegeben, die Paare derselben 
seien xy; ist nun J, eine zweite Paarinvolution auf R,' und a der 
in J,’ entsprechende Punkt von x, y’ der von y, so bilden die Paare 
x'y’, wie sich unmittelbar aus der Definition einer Paarinvolution auf 
R,! ergiebt, wiederum eine Paarinvolution J,; ist 2, 2, %3 2, das Qua- 
drupel der Doppelelemente von J,, so ist 2,’ 2, x,' 2, das Quadrupel 
der Doppelelemente von J,, also gilt: Ist x, 2,22, ein Quadrupel auf 
R,! und sind x,’ x,' x, x, die 4 Punkte, welche x,x,x,”, in Bezug auf 
eine J, entsprechen, so bilden auch 2,'x_ xx, ein Quadrupel. Da 
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einerseits ein Quadrupel durch einen seiner Punkte, andererseits J, 
durch eines seiner Paare bestimmt ist, so wird, wenn %,%7,%,%, ein 
fest gewihltes Quadrupel, x,"x,'x,'2,' ein ganz beliebiges Quadrupel 
von R,' bedeutet, die durch das Punktepaar 2,2,’ bestimmte J, das 
Quadrupel 2,2,2,x7, in das Quadrupel 2,'x,'x,'x,' tberfithren. Also 
gilt: Man erhilt alle Quadrupel einer R,' aus einem derselben, wenn 
man zu den 4 Punkten des letzteren in Bezug auf alle Paarinvolutionen 
auf R,' die 4 entsprechenden Punkte aufsucht. — 

Ist R, ein beliebiger Punkt auf R,', so existirt eine eindeutig 
bestimmte J,, welche den Punkt R, zum Doppelelement hat; schneidet 
nimlich der Kegel IJ. O., welcher die 3 aus einem Hauptpunkte S; 
gehenden Trisecanten zu Erzeugenden hat und der R,' in R, berihrt, 
die R,' zum letzten Male in Q,, so schneiden die siimmtlichen Kegel, 
welche jene 3 Trisecanten und die Gerade S;Q; zu Erzeugenden haben, 
die R,' in einer J,, welche R, zum Doppelelement hat. Ist J, die 
zu J, residuale Quadrupelinvolution, welche gebildet wird von allen 
Gruppen von je 4 Punkten, welche mit jedem beliebigen Paare von J, 
ein associirtes System bilden, so besitzt J, 16 vierfache Elemente 
S;(¢=1,2,..., 16), wo also in S; die 4 Punkte einer Gruppe von 
J, vereinigt sind. Es bildet somit jeder der Punkte S; mit R, (und 
ebenso mit den 3 andern Doppelelementen R,, R,, R, von J,) ein 
associirtes System, bei welchem sich 4 seiner Punkte in S;, die beiden 
andern in R, befinden; somit ergiebt sich: Zu jedem beliebigen Punkte 
R von R,! lassen sich 16 Punkte S so hinzufinden, dass R mit jedem 
der Punkte S ein associirtes System bildet, bei welchem 4 Punkte in S, 
die beiden andern in R vereinigt sind. Und ebenso gilt umgekehrt: 
Ist S em beliebiger Punkt von R,', so lasst sich auf vierfache Weise 
ein Punkt R auffinden, so dass S mit jedem der Punkte R ein asso- 
ciirtes System bildet, fiir welches in S 4 Punkte, in R 2 Punkte vereinigt 
sind. Damit sind alle associirten Systeme, welche aus einem vier- 
fachen und einem zweifachen Punkte bestehen, aufgefunden. 

5) Tripelinvolutionen auf R,'. Sind P,, P,, P, 3 beliebige 
Punkte auf R,', so bilden alle Punktetripel P,P; P,, welche P, P,P, 
zu einem associirten System ergiinzen, eine Involution 3'" O., 2‘ Stufe 
J, (ef. Art. 3); die Punktetripel, welche eines der Tripel von J,, und 
mithin alle (cf. Art. 3) zu einem associirten System ergiinzen, welche 
also mit simmtlichen Tripeln von J, residual sind, bilden eine zweite 
Tripelinvolution 2‘ Stufe J,’ und es sind die Involutionen J,, J; eu 
einander residuale Involutionen; also: Zu jeder beliebigen Tripelinvo- 
lution J, auf R,' gehdrt eine residuale Tripelinvolution derart, dass 
jedes Tripel von J, mit jedem Tripel von J, ein associrtes System 
bildet. — Ist P, P,P, ein Tripel einer Tripelinvolution J,, P,’ P,’ P; 
ein solches der residualen Tripelinvolution J,’ und bezeichnen wir mit 
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[P, P, P,] diejenige Raumcurve III.0., welcher gz, gf, ge als Secanten, 
P, P,P, als Punkte angehéren, dann werden, da P, P,P, P,' P,P, 
ein associirtes System bilden, die beiden R,:[P, P,P,), (P,P, P,’| 
2 Punkte gemein haben (cf. Art. 2); ist nun F’, diejenige eindeutig 
bestimmte Fliche III.O. des R,' enthaltenden F’,-Biischels, welche 
einen nicht auf R,' gelegenen Punkt von [P, P,P] enthilt, der also 
10 Punkte von [P, P, P,], also die ganze Curve angehdrt, so wird auch 
|P, P, P,| der F, angehéren, da [P,’ P,’ P,)], abgesehen von den 3 
Punkten P,’, P,, P,, den 6 auf ge, gn, ge gelegenen Punkten, noch 
die beiden Schnittpunkte mit [P, P, P,], also 11 Punkte, mit F, 
gemein hat. Die simmtlichen zu den Tripeln P,’, P,', P,’ von J;' ge- 
hérigen Raumcurven III. O. | P,’ P,' P,'] liegen also auf F’,; dasselbe gilt 
aber auch fiir die Curven [P,P,P,], welche zu den Tripeln von 
J, gehéren. Ebenso schneiden umgekehrt alle R, auf F, welche 
Jé, Ins Ge wa Secanten haben, die R,' in 3 Punkten, da sie jede 
andere Fliiche des R,' enthaltenden F,-Bischels in 3 Punkten treffen, 
die Gesammtheit dieser R, bildet genau ebenso wie die unicursalen 
Tripelreihen R7, mittels deren sie aus ge, gn, ge projicirt werden, 
2 Netze (cf. T. V. p. 407 (389)), die R, des einen Netzes schneiden aus 
R,' die Tripel von J,, die des andern Netzes die Tripel der residualen 
Involution J,’ aus. Wir kénnen also zusammenfassen: Die auf R,! 
auftretenden Tripelinvolutionen ordnen sich in Paare J,, J, derart, 
dass jedes Tripel von J, mit jedem Tripel von J, ein associirtes System 
bildet, und J,, J, demnach residual sind. Die R,, welche durch die 
3 Punkte eines Tripels von J, und die 3 Secanten gz, gn, ge bestimmt 
sind, erfiillen eine die R,' enthaltende F,, deren zweites Netz von R,, 
welche gz, Gn, ge 2u Secanten haben, aus R,' die zu J, residuale J, 
ausschneidet. In dieser Art entsprechen jeder durch R,' hindurchgehen- 
den IF’, zwei residuale Tripelinvolutionen, welche durch die beiden Netze 
von R,, welche der F, angehiren und ge, gn, ge 2u Secanten haben, 
bestimmt erscheinen und umgekehrt. — 

Jede J, auf R,' besitzt 9 Tripel, deren 3 Pankte zusammenfallen 
(cf. Art. 3), durch einen solchen dreifachen Punkt ist die J, eindeutig 
bestimmt, da er ein Tripel repriisentirt. Jeder beliebige Punkt P 
auf R,' bestimmt also eine J,, welche P als dreifachen Punkt ent- 
hilt; ist J,’ die zu J, residuale Tripelinvolution, so besitzt auch diese 
9 dreifache Punkte Q;(¢—=1,2,...,9), es bildet somit jeder der 
9 Punkte Q; mit dem Punkte P ein associirtes System derart, dass in 
P, wie in Q, je drei Punkte des Systems vereinigt sind, also gilt: 
Jeder Punkt P von R,' léasst sich durch 9 Punkte Q su einem asso- 
ciirten System ergdnzen, bei welchem in P, wie in Q, je 3 Punkte ver- 
einigt sind. — 


6) Die vier sich selbst residualen Tripelinvolutionen 
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auf R,'. Wir fragen, ob auf R,! Tripelinvolutionen existiren, die 
sich selbst residual sind. Dazu muss jedes Tripel einer solchen J, 
mit jedem anderen Tripel derselben ein associirtes System bilden, im 
Besonderen muss jedes Tripel mit sich selbst ein associirtes System 
bilden, d. h. die 3 Punkte eines Tripels einer sich selbst residualen 
Tripelinvolution bilden ein associirtes System, bei welchem in jedem 
der 3 Punkte 2 Elemente coincidiren. Die R,, welche gz, gy, ge zu 
Secanten haben, und welche die 3 Punkte eines Tripels einer solchen 
J, enthalten, schneiden einander paarweise in 2 Punkten (cf. Art. 2); 
die Fiche III. O. F,, welche R,' und eine dieser R, enthilt, enthilt 
also auch alle iibrigen R,. Die Ebenentripel, welche die Punkte 
dieser F’, aus ge, gy, ge projiciren, gehdren einer trilinearen Beziehung 
Fy an, und es werden die in Rede stehenden R, durch unicursale 
Tripelreihen Rp projicirt, welche in J’7 enthalten sind. Da nun die 
beiden R,-Systeme, welche nach dem obigen die beiden residualen J, 
ausschneiden, in unserem Falle einer sich selbst residualen J,, sich ver- 
einigen, so reduciren sich auch die beiden R7-Netze, welche in Fy 
enthalten sind, auf ein einziges, d.h. die trilineare Beziehung Fy wird 
eine singuliire (ef. T. V. § 2. 6), p. 396). Nun waren in dem Biischel 
trilinearer Beziehungen F’7, welche die R,' enthaltenden F’, erzeugten, 
4 singuliire (cf. $1.8) Fy (i = 1,2, 3,4), welche diejenigen singu- 
laren, die R,' enthaltende Fliichen LI. O. F, erzeugten, deren 
Doppelpunkt S; einer der 4 Hauptpunkte war (cf. Art. 1). Die auf 
einer dieser 4 singuliiren Fliichen III. O. enthaltenen R,, welche 
Ges Jn» Ge za Secanten haben, bilden nur ein einziges System und 
gehen simmtlich durch den Doppelpunkt der betreffenden Fliiche (cf. 
T. V. p. 408). Betrachten wir eine dieser singuliren Flichen F',, so 
bilden alle auf ihr befindlichen R,, welche ge, gy, ge zu Secanten 
haben', eine zweifache Mannigfaltigkeit derart, dass durch 2 Punkte 
von F’, eine und nur eine R, dieses Systems geht; 2 beliebige R, 
dieses Systems haben 2 Punkte gemeinsam, niimlich den Doppelpunkt 
und einen weiteren Punkt (cf. T. V. §2.6) in Verbindung mit § 4. 2). 
Zwei solche R, schneiden die R,' in je 3 Punkten P,, P,, P,; P,’, P,’, Ps, 
welche zusammen ein associirtes System bilden; denn es liegt einer- 
seits P,’ auf derjenigen R,, welcher P,’, P,’ als Punkte, ge, gy, ge 
als Secanten angehdren, und welche die R,, durch P,, P,, P,, welche 
9 Jn, ge wa Secanten hat, in 2 Punkten schneidet; andererseits liegt 
P, auf R,' und ist somit der 6 zu P, P,P,, P,P, associirte Punkt, 
da dieser auf jenen beiden Curven liegen muss und P,' der einzige 
Punkt dieser Art ist. Betrachten wir nun die Punktetripel, welche 
die R, auf F,, welche ge, g,, ge zu Secanten haben, aus R,' aus- 
schneiden, so bilden dieselben eine Tripelinvolution 2'*" Stufe J,, da 
durch 2 Punkte von R,' eine R, des Systems und damit deren dritter 
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Schnittpunkt mit R,' eindeutig bestimmt ist; je 2 Tripel dieser Tripel- 
involution J,“ bilden, wie eben gezeigt, ein associirtes System, also 
ist J, sich selbst residual, und es ergiebt sich: Es existiren 4 sich 
selbst residuale Tripelinvolutionen J, (i = 1,2,3, 4) auf R,'; die 
ihnen entsprechenden Fliichen III.O. sind die 4 singuldren, die R,' 
enthaltenden F'liichen III. O. F;, deren Doppelpunkie die 4 Haupt- 
punkte S; von R,' sind. Diese 4 Tripelinvolutionen sind fiir die Er- 
forschung der Eigenschaften der R,' von der gréssten Bedeutung, sie 
sind mit der Curve selbst gegeben, wir kénnen sie daher als funda- 
mentale bezeichnen. Jedes Tripel einer dieser Tripelinvolutionen ist, 
wie schon oben bemerkt, sich selbst residual, und stellt mithin ein 
associirtes System dar, dessen Elemente paarweise in den 3 Punkten 
des Tripels vereinigt sind; da offenbar auch umgekehrt alle derartigen 
associirten Systeme ein Tripel einer der 4 sich selbst residualen In- 
volutionen repriasentiren, so ist somit die Gesammtheit derselben 
gegeben und es gilt: Die Tripel der 4 fundamentalen Tripelinvolutionen 
und nur diese geben diejenigen associirten Systeme, bei denen je 2 Elemente 
in einem Punkte vereinigt sind. — 

Die Tripel von J, werden aus R,' ausgeschnitten durch diejenigen 
R,, welche auf Ff, sich befinden, und welche g:, g,, ge zu Secanten 
haben; diese simmtlichen R, gehen durch den Doppelpunkt S; von 
F,®; za diesen Tripeln gehéren auch diejenigen, welche von den 
3 Punkten gebildet werden, in welchen die 3 durch S; gehenden Tri- 
secanten g%}, git, gis (ef. Art. 1) die R,! treffen; denn es bildet jede 
dieser Trisecanten, z. B. gi} zusammen mit den beiden Geraden g;’, 
gi’, welche g{? und ge, gn, ge gleichzeitig treffen, eine (reducible) R, 
auf I’, , welche gc, gn, g¢ za Secanten hat. Da mithin dieses Tripel 
auf giz mit jedem anderen Tripel von J, ein associirtes System 
bildet, so schneiden unsere R,, welche die Tripel von J,") aus R,' 
ausschneiden, die Gerade gis in 2 Punkten, von denen einer offenbar 
S; ist (ef. § 2. Art. 4, e (am Schluss)). Daraus ergiebt sich: Sind P, P, 
awei beliebige Punkte von R,', so schneidet die R,, welche ge, Gn; gt 
au Secanten hat, und welcher die 3 Punkte P,, P,, S; angehiren, die 
R,' noch in demjenigen Punkte P,, welcher P,P, zu einem Tripel von 
J, ergidnzt und es trifft R, die 3 durch S; gehenden Trisecanten, ab- 
gesehen von S;, noch in je einem 2' Punkte, (i = 1, 2, 3,4). — Sind 
P, P,P, 3 Punkte eines Tripels einer der 4 sich selbst residualen Tripel- 
involutionen, so enthdlt die R, durch P,, P,, P,, welche gz, gn) 9 
zu Geraden hat, den der betreffenden Involution entsprechenden Haupt- 
punkt. — Projiciren wir die R,, welche gz, g,, ge zu Secanten haben 
und die die Tripel von J, aus R,' ausschneiden, aus dem ihnen allen 
gemeinsamen Hauptpunkt S; durch Kegel II.0., so haben alle diese 
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Kegel die 3 aus S; gehenden Trisecanten gy, g®, g{) zu gemeinsamen 
Erzeugenden und schneiden die R,! — ausser in den 9 auf diesen 3 
Strahlen befindlichen Punkten — nur noch in den 3 Punkten des 
betreffenden Tripels von J,, so dass die Tripel von J, durch das 
Kegelnetz mit den 3 gemeinsamen Erzeugenden g{), g(), g\) aus R,! 
ausgeschnitten werden. Wir gelangen also zu folgender wichtigen 
Erzeugung der 4 sich selbst residualen Tripelinvolutionen: Die 4 Netze 
von Kegeln II. O., welche die 3 durch einen der 4 Hauptpunkte 
S; (¢ = 1, 2, 3, 4) gehenden Trisecanten zu gemeinsamen Strahlen haben, 
schneiden aus R,' die Punktetripel der 4 sich selbst residualen Tripel- 
involutionen aus. — 

Kehren wir nun zuriick zu der (Art. 2) gelehrten Abbildung der 
singulir-trilinearen Beziehung F'\, welche die singuliire Fliche IIL 0. 
F erzeugt. Durch diese Abbildung entsprach jedem Punkt von F,”) 
ein Punkt der Bildebene E, der R,' entsprach eine Curve III. 0. C,, 
und die Systeme von je 6 associirten Punkten auf R,' wurden abgebildet 
auf die Systeme von je 6 Punkten eines Kegelschnitts, auf die conischen 
Sextupel von C,. Daraus ergiebt sich, dass die Tripel einer jeden der 4 
fundamentalen Tripelinvolutionen J, (i=1, 2, 3, 4), da diese associirte 
Systeme mit 3 paarweise coincidirenden Elementen reprisentiren, in solche 
Tripel auf C, abgebildet werden, in deren 3 Punkten die C, von einem 
Kegelschnitt beriihrt wird, also in die Beriihrungstripel der die C, dreimal 
beriihrenden Kegelschniite. Die Tripel J, liegen auf den R, von P", 
welche gz, gy, gz zu Secanten haben; diesen R, entsprechen die Geraden 
der Ebene E, also werden insbesondere die Tripel von J,") in die 
geraden Tripel von C, abgebildet; in der That wird ja auch in 3 
Punkten, die derselben Geraden angehéren, die C, von einer Curve 
II. O. beriihrt, niimlich von der in die doppelt zihlende Gerade g aus- 
gearteten Curve II. 0. Es lassen sich somit die Tripel von J,‘ (und 
analoges gilt fiir jede der 3 anderen Involutionen) in die geraden Tripel 
einer C, abbilden; die Tripel von J,®), J,), J,“) werden dann abgebildet 
in die Punktetripel von C,, in welchen ein (eigentlicher) Kegelschnitt 
die C,; dreimal beriihren kann. Es spielen demnach die 4 Tripel- 
involutionen J, (i = 1, 2, 3,4) auf R,' dieselbe fundamentale Rolle, 
wie jene 4 Tripelsysteme auf der ebenen C,, und es lassen sich somit 
alle die zahlreichen und wichtigen Siitze, welche aus der Theorie jener 
Tripel auf C, bekaunt sind, auf die R,' tibertragen, wo sie ebenfalls 
zu interessanten Kigenschaften jener Curve fiihren, wovon jedoch hier 
nur das speciell fiir die R,' charakteristische beriihrt werden midge, 
da es geniigt die grosse Analogie, welche die Geometrie auf der R,' 
mit der auf der C, bietet, aufgedeckt zu haben, eine Analogie, die 
sich in anderer Richtung bewegt, als die Analogie zwischen der Kaum- 
curve IV‘ Ordnung 1 Art mit der C,, da bei der R,' derartige 
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Tripelsysteme nicht auftreten, sondern Quadrupelsysteme. Bemerkt 
sei hier noch, dass, wihrend bei der C, unter den 4 fundamentalen 
Tripelsystemen sich das der geraden Tripel vor den 3 iibrigen aus- 
zeichnet, bei der R,': J,"), J,"), J,, J, vollig coordinirt auftreten, 
wodurch der Ausdruck der Siitze fiir die R,' hiiufig gréssere Symmetrie 
erlangt. Der bekannte Satz fiir die C, z. B.: Wenn ein Kegelschnitt 
eine C, in 3 Punkten beriihrt, so liegen die dritten Schnittpunkte der 
Seiten des von diesen 3 Punkten gebildeten Dreiecks in einer Geraden, 
iibertrigt sich unmittelbar in den Satz: Sind P,, P,, P, 3 Punkte 
eines Tripels der fundamentalen Tripelinvolution J, auf R,' und sind 
Q,, Qo, Q, die 3 Punkte, welche resp. P,P,, P,P,, P,P, eu einem 
Tripel der fundamentalen Tripelinvolution J," (i += k) ergdnzen, so 
bilden auch Q,, Q., Q, ein Tripel von J,). Ebenso ist der Satz: Die 
4 Punkte P,(i=1, 2,3, 4), welche das beliebige Punktepaar P,, P, 
auf R,' zu einem Tripel von J, (i = 1, 2,3, 4) ergdnzen, bilden ein 
Quadrupel, die einfache Uebertragung eines bekannten Satzes fiir die C,.— 

7) Aus den 3 Quadrisecanten gz, g,, g¢ gehen an die R,! je 4 
Tangentialebenen ; wir bezeichnen mit X; (i = 1,2,3,4) die Berthrungs- 
punkte der 4 durch g: gehenden, mit Y;, Z; resp. die Beritihrungspunkte 
der 4 durch g,, ge gehenden Tangentialebenen. Dann bilden irgend 
3 Punkte X;, ¥;, Z (¢, k, 1 = 1, 2, 3, 4) ein Tripel einer der 4 funda- 
mentalen Tripelinvolutionen; denn die reducible Fliche LI. O., welche 
aus den 3 Ebenen (g:X;), (g, Yx), (g¢Z) besteht, enthiilt die 3 Ge- 
raden gz, Jy, gt, ist mithin eine zu R,' adjungirte F’, und schneidet 
also (ef. Art. 2) die R,' in 6 associirten Punkten; diese vereinigen 
sich paarweise in den 3 Punkten X;, ¥;, Z und bilden daher ein 
Tripel einer der 4 fundamentalen Tripelinvolutionen (cf. Art. 6), Mithin 
enthalt die R, durch X;, Yi, Z,, welche gg, gy, gc zu Secanten hat, 
und die wir mit [X;, Y¥;,, Z] bezeichnen, einen der 4 Hauptpunkte 
S,, S,, S,, S,. Also gilt: Sind’ X;, Yi, 2, (i= 1,2,3,4) die Be- 
riihrungspunkte der 4 von resp. gz, Jn, ge ausgehenden Tangentialebenen, 
so enthilt jede der 64 Rawmcurven III. O. (X;, Yr, Zi) (i,k, l=1, 2, 3,4) 
einen der 4 Hauptpunkte. Und ganz analog ergiebt sich: Ist X; einer 
der Beriihrungspunkte der 4 von gz an R,' gehenden Tangentialebenen 
und ebenso Y, einer der Beriihrungspunkte der 4 von gy an R,' gehen- 
den Tangentialebenen, dann sind die 4 Punkte Z,, Z,, Z,, Z2,, welche 
X; Y;, zu je einem Tripel der 4 fundamentalen Tripelinvolutionen erginzen, 
die Beriihrungspunkte der 4 von gz an die R,' gehenden Tangeniial- 
ebenen. Und aus den Art. 6 abgeleiteten Kigenschaften der Tripel von 
J,9(i = 1, 2, 3, 4) ergiebt sich: Sind X, Y die Beriihrungspunkte 
eweier von resp. gz, Jn an die R,' gehenden Tangentialebenen, und 
Si = 1,2,3,4) die 4 Haupipunkte, so schneiden die 4 R,: [X YS;] 
die L,' in den 4 Beriihrungspunkten Z;(i = 1, 2, 3,4) der von gs aus- 
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gehenden Tangentialebenen, Oder: Sind g), 9, g® die 3 durch den 
Hauptpunkt 8; gehenden Trisecanten, und X, Y die Beriihrungspunkte 
eweier resp. VON gz, Jn an die R,' gehenden Tangentialebenen, so schneiden 
die 4 Kegel, welche g, 9, gi, S,X, 8; Y(i=1, 2, 3, 4) ew Erzeugen- 
den haben, die R,' in den 4 Punkten, in welchen die 4 Tangentialebenen 
aus gz die R,' beriihren. Es ergeben sich also fiir die 3 Quadrupel 
der Beriihrungspunkte der 4 Tangentialebenen aus gz, gy, ge ganz 
analoge Siitze, wie fiir die Beriihrungspunkte der 4 Tangentenquadrupel, 
welche aus drei in gerader Linie liegenden Punkten an die C, gehen. 

8) Die 36 Sextupelpunkte von R,'. Wie in jeder J, auf R,', 
existiren auch in den 4 fundamentalen Tripelinvolutionen J,“ (¢= 1,2,3, 4) 
je 9 Tripel, deren 3 Punkte zusammenfallen (cf. Art.3,5); wir bezeichnen 
diese 9 dreifachen Punkte von J,“ durch 


T. (k = 1,2,3,...,9; +1, 2, 3, 4). 


Da jedes Tripel von J, ein associirtes System repriisentirt, bei welchem 
die 6 Elemente paarweise in den 3 Punkten des Tripels sich ver- 
einigen, so wird jeder Punkt 7, in welchem sich noch sogar die 
3 Punkte eines Tripels vereinigt haben, ein associirtes System repriisen- 
tiren, dessen siimmtliche 6 Punkte in 7, zusammenfallen, so dass 
uns jeder der 36 Punkte 7, ein Sextupel associirter Punkte repriisentirt; 
es gilt somit: Ls existiren auf R,' 36 Punkte, welche ein associirtes 
System reprisentiren, dessen sitimmtliche 6 Elemente in diesem einen 
Punkte vereiniat sind; es sind dies die 3-fachen Punkte der 4 sich selbst 
residualen Tripelinvolutionen von R,'. Diese 36 Punkte nennen wir 
die Sextupelpunkte“ der R,'; dieselben ordnen sich in 4 Gruppen 
zu je 9 Punkten, wenn wir diejenigen 9 Punkte 7, (i —1, 2,..., 9) 
in eine Gruppe vereinigen, welche die dreifachen Elemente derselben 
fundamentalen Tripelinvolution sind, (also denselben oberen Index haben). 
In der (Art. 2) betrachteten Abbildung der die R,' enthaltenden 
singuliren Fliche III. O. F," auf die Ebene E, bei welcher der R,' 
eine C, in E, den auf R,' befindlichen associirten Systemen die 
conischen Sextupel von C, entsprechen, werden mithin den 36 Sextupel- 
puokten 7,“ diejenigen Punkte entsprechen, in welchen ein Kegel- 
schnitt die C, sechspunktig beriihrt; es existiren bekanntlich 27 
eigentliche die C, sechspunktig beriihrende Kegelschnitte*), dazu treten 
noch die 9 Wendetangenten, welche als doppelt ziihlende Gerade auf- 
gefasst, reducible Kegelschnitte reprisentiren, welche C, 6-punktig 
beriihren. Es werden somit die § Wendepunkte, sowie die 27 Punkte, 
in welchen Kegelschnitte die C, 6-punktig beriihren, die Bilder der 
36 Sextupelpunkte 7, auf R,' sein; und zwar werden diejenigen 9 


*) ef. Schréter: Theorie der ebenen Curven III. 0., Leipzig 1886, p. 274. 
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Sextupelpunkte, welche die dreifachen Punkte von J, sind, in die 
9 Wendepunkte von C, abgebildet; genau ebenso kann man aber auch 
jede der 3 andern Gruppen von je 3 Sextupelpunkten auf die Wende- 
punkte einer C, beziehen; dazu ist nur die Abbildung mittels der 
Fliche F,® oder F,® oder F, anstatt mit F°) vorzunehmen. 
Daraus ergiebt sich, dass die Eigenschaften von 9 Sextupelpunkten, 
welche derselben Gruppe angehéren, den Eigenschaften der Wende- 
punkte einer C, entsprechen, wihrend die Eigenschaften der Gesammt- 
heit der 36 Sextupelpunkte sich auf die EHigenschaften desjenigen 
Punktsystems auf C, zuriickfiihren lassen, das gebildet wird von den 
9 Wendepunkten und den 27 Punkten, in welchen Kegelschnitte 
6-punktig beriihren, d. h. auf das System derjenigen 36 Punkte auf C,, 
fiir welche der erste Tangentialpunkt mit dem zweiten (und also auch 
mit allen weiteren) zusammenfillt. Aus bekannten oder leicht beweis- 
baren Eigenschaften dieses Punktsystems von C, ergeben sich mithin 
fiir die 36 Sextupelpunkte von R,' folgende bemerkenswerthe Sitze : 
Die 3 Punkte, welche einen Sextupelpunkt zu einem Quadrupel ergénzen, 
sind ebenfalls Sextupelpunkte, und es gehiren die 4 Punkte dieses 
Quadrupels verschiedenen Gruppen an. Die 36 Sextupelpunkte bilden 
somit 9 Quadrupel derart, dass die 4 Punkte desselben Quadrupels aus 
jeder der 4 Gruppen je einen Punkt enthalten. — Bezeichnen wir die 
Gruppe von 9 Sextupelpunkten, welche zu der Tripelinvolution J,", 
resp. dem Hauptpunkt S; gehért, als ,,Gruppe G;“, und ebenso das 
Kegelnetz, welches die 3 durch S; gehenden Trisecanten zu gemein- 
samen Erzeugenden hat, als ,, Nete N;“ (i = 1, 2, 3, 4) so gilt: Der- 
jenige Punkt, welcher 2 Sextupelpunkte derselben Gruppe G; zu einem 
Tripel der zugehdrigen Tripelinvolution J, ergidnzt, ist wieder ein 
Seatupelpunkit der Gruppe G;. Oder: Der Kegel des Netzes N;, welcher 
2 Sextupelpunkte der Gruppe G; verbindet, trifft die R,' noch in einem 
Seatupelpunkt der Gruppe G;. — Die 4 Punkie, welche 2 beliebige 
Sextupelpunkte zu einem Tripel einer der 4 fundamentalen Tripelin- 
volutionen ergidnzen, sind wiederum Sextupelpunkte. Oder: Die 4 Kegel 
der Netze N;(¢ = 1, 2,3, 4), welche man durch 2 Sextupelpunkte legen 
kann, schneiden die R,' in 4 weiteren Sextupelpunkten, welche ein 
Quadrupel bilden. — Derjenige Punkt, welcher 5 Sextupelpunkte cu 
einem associirten System ergdnzt, ist wieder ein Sextupelpunkt. — Sucht 
man zu einem Sextupelpunkt T, diejenigen 9 Punkte, von denen jeder 
T, gu einem associirten System ergdnzt, bei welchem zweimal sich je 
3 Elemente in einem Punkte vereinigen, so erhilt man die 9 Sextupel- 
punkte derjenigen Gruppe, der auch T angehirt. — 
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§ 4. 


Die Tritangentialebenen der A,’ und die vier Steiner’schen Flichen, 
welche #,' enthalten. 


1) Wir haben § 3 Art. 2) bewiesen: Die 6 Punkte, in welchen eine 
Ebene die R,' schneidet, bilden ein associirtes System. Sind nun 
P,, P,, Ps, Py, P;, P, die Schnittpunkte einer Ebene ¢ mit R,' (ein 
ebenes Sextupel), so ergiinzen die 3 Punkte P,, P,, P, das Tripel 
P,, P,, P, zu einem associirten System, sie bilden also (cf. § 3. Art. 5) 
ein Tripel derjenigen Tripelinvolution, welche zu der durch das Tripel 
P, P,P, bestimmten Tripelinvolution residual ist, und es ist diese 
letztere Tripelinvolution durch das Tripel P,P, P, eindeutig bestimmt 
(ef. § 3. 3); also ergiebt sich: Sind P,, P,, P, 3 beliebige Punkte 
von R,', so schneidet die Ebene (P, P,P) die R,' in 3 weiteren Punkten 
P,, P,, Ps, welche ein Tripel derjenigen Tripelinvolution bilden, welche 
zu der durch das Tripel P, P, P, bestimmten Tripelinvolution residual 
ist. Oder: Bilden P,, P,,..., Py ein ebenes Sextupel von R,', so sind 
die beiden J,, welche durch P, P,P, resp. P,P; P, bestimmt sind, cu 
einander residual. — Die Ebenen durch stimmiliche Punktetripel von 
R,', welche derselben J, angehiren, schneiden R,' in co? weiteren 
Punktetripeln, welche die zw J, residuale Tripelinvolution bilden. — 
Im Besonderen gilt fiir jede der 4 sich selbst residualen Tripelinvolu- 
tionen J, (¢ = 1, 2,3, 4): Die Ebenen durch die Tripel von J, 
schneiden die R,' noch in Punktetripeln, welche ebenfalls J, angehoren. 

2) Hine Ebene ¢, fiir welche die 6 Schnittpunkte mit R,' dreimal 
paarweise zusammenfallen, die also R,' in drei verschiedenen Punkten 
beriihrt, soll eine dreifache Tangentialebene oder Tritangentialebene von 
R,' genannt werden. Da 3 Bedingungen von einer Ebene zu erfiillen 
sind, damit dieselbe zur Tritangentialebene werde, so wird bei Raum- 
curven vom 6'" und héheren Grade eine endliche Anzahl von Tri- 
tangentialebenen existiren; dieselben bilden das Analogon zu den Doppel- 
tangenten ebener Curven. Fiir die Raumcurven 6'* Ordnung wird 
also das Problem der Tritangentialebenen zum ersten Male actuell; 
fiir die von uns betrachteten elliptischen Raumcurven 6'* Q. soll 
dasselbe im folgenden seine Lésung finden. Damit eine Ebene « die 
R,' in 3 Punkten beriihre, ist nothwendig und hinreichend, dass das 
zweite Tripel, welches die Ebene ¢ = (P, P,P) aus R,' ausschneidet, 
mit dem Tripel P, P, P, zusammenfalle; da aber (Art. 1) das zweite 
Punktetripel, welches die Ebene durch 3 Punkte P,, P,, P, der Curve 
aus derselben ausschneidet, derjenigen J, angehdrt, welche residual 
ist zu der durch das Tripel P,P, P, bestimmten J,, so muss, im Falle 
die Ebene (P,P,P,) eine Tritangentialebene ist, das Tripel P, P,P; 
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sowohl der durch P, P, P, bestimmten J,, als auch der zu ihr residualen 
J, angehéren; also muss, da durch das Tripel P, P,P, eine und nur 
eine J, bestimmt ist (cf. § 3. 3), diese sich selbst residual sein. Falls 
also die Ebene durch P,, P,, P, die R,' in diesen 3 Punkten be- 
riihren soll, so muss P, P, P, ein Tripel einer sich selbst residualen 
J, sein. Wir wissen (cf. § 3. 6), dass auf R,' vier sich selbst residuale 
Tripelinvolutionen J,, J, ), J,, J, existiren; die Beriihrungspunkte 
einer Tritangentialebene miissen also jedenfalls ein Tripel einer dieser 
4 fundamentalen J, bilden; also ergiebt sich: Die 3 Beriihrungspunkte 
einer jeden Tritangentialebene von R,' bilden ein Tripel einer der 4 
auf R,' existirenden sich selbst residualen Tripelinvolutionen. 

3) Wir sahen (Art. 1), dass die Ebenen 9», welche durch die Tripel 
einer der 4 fundamentalen Tripelinvolutionen — etwa J,") — bestimmt 
sind, R,' noch in co’ weiteren Tripeln schnitten, die ebenfalls J, ) 
angehdren, Demnach wird zwischen den Tripeln von J," eine bestimmte 
Zuordnung festgesetzt, indem jedem Tripel P, P,P, von J," dasjenige 
andere Tripel von J,") zugeordnet ist, welches die Ebene P, P, P, ausser- 
dem noch aus R,!' ausschneidet; somit haben wir die Tripel vou J," so 
auf einander bezogen, dass 2 Tripel, welche in derselben Ebene liegen 
einander entsprechen; diese Correspondenz der Tripel von J," ist eine 
umkehrbar-eindeutige und offenbar involutorische, sie sei durch & bezeich- 
net. Die Eindeutigkeit der Beziehung wird allein unterbrochen fiir solche 
Tripel von J,", deren 3 Punkte in gerader Linie, also auf einer Trisecante 
liegen; wir wissen (cf. § 3. 6), dass es 3 derartige Tripel giebt, welche 
von den 3 durch den Hauptpunkt S, gehenden Trisecanten g), gM, g\ 
aus R,' ausgeschnitten werden. Ist Q,Q,@Q, ein solches gerades Tripel, 
so entsprechen diesem in unserer Zuordnung & alle oo! Tripel, welche 
die Ebenen des Ebenenbiischels, welches Q, Q,@Q, zur Axe hat, aus R,! 
ausschneiden. Diese 3 auf den 3 Trisecanten g!, gM), g\!) gelegenen 
Tripel von J,") sind demnach fiir die Correspondenz 2 Ausnahms- 
elemente , und offenbar die einzigen. Die Frage nach den Tritangential- 
ebenen lisst sich nunmehr folgendermassen formuliren: Die Ebene 
durch 3 Punkte eines Tripels von J,‘ (i = 1, 2, 3, 4) ist dann und nur 
dann eine Tritangentialebene, wenn dieses Tripel in der Correspondenz 
2 sich selbst entspricht. Es kommt demnach die Auffindung der 
Tritangentialebenen zuriick auf die Auffindung der Doppelelemente der 
Correspondenz 2. Gleichzeitig erkennen wir von vornherein, dass, da 
fiir jede der 4 fundamentalen Tripelinvolutionen eine solche Corre- 
spondenz besteht, jedenfalls die Tritangentialebenen in 4 Gruppen — 
entsprechend den 4 sich selbst residualen Tripelinvolutionen — zerfallen, 
dass also ihre Anzahl ein Vielfaches von 4 sein wird, etwa 4.2, wo 
x die Anzahl] der Doppelelemente der Correspondenz 2 bedeutet. Wir 
brauchen ung somit nur mit eimer der 4 fundamentalen Tripelinvolu- 
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tionen — etwa mit J, ) — zu beschiftigen, und die Doppelelemente 
der zugehérigen Correspondenz 2 aufzusuchen; auf die 3 tibrigen 
fundamentalen J, liasst sich dann das Gefundene direct tibertragen. — 
Wir kehren nunmehr zuriick zu der § 3. 2) betrachteten Abbildung der 
singuliren Fliche III. 0. #,%, welche S, zum Doppelpunkt hat und 
die R,' enthalt; jedem Punkt von J’,") entsprach in dieser Abbildung 
ein Punkt der Bildebene HK, der R,' entsprach eine ebene Curve 
Il], O. C,, und allen R, auf FP, welche gs, gy, ge zu Secanten haben, 
entsprechen die siimmtlichen Geraden von E; den Ebenentripeln, welche 
die Punkte von J’, mit ge, g,, ge verbinden, entsprechen Strahlen- 
tripel in HZ, deren 3 Strahlen sich in demselben Punkte der Ebene E 
trafen, und die resp. 3 Strahlenbiischeln angehéren, deren Scheitel 
S:, S,, Se in gerader Linie liegen. Die 3 Geraden g,, g., g, von F’,"), 
welche mit gz, gy, ge auf demselben Hyperboloid liegen (cf. T. V. § 4. 2), 
werden in 3 nicht in einer Geraden gelegene Punkte G,, G,, G, ab- 
gebildet; die 3 Geraden g, gt), gi) auf F,“) durch S,, welche zu 
9, Jn, ge Windschief sind (ef. T. V. § 4. 2), und welche resp. g,, 95; 
93, 913 M1» Go schneiden*), werden abgebildet in die 3 Geraden 
»3, GG, = &,, GG, = G,. Drei Punkte von R,', 
welche ein Tripel von J,") bilden, werden abgebildet in 3 Punkte von 
C, in derselben Geraden (cf. § 3. 6), so dass den Tripeln von J,{) 
in der Abbildung die geraden Tripel von C, entsprechen; demnach 
ist jedem Tripel von J,'" eine Gerade in E, die Verbindungslinie der 
3 Bildpunkte, zugeordnet, und umgekehrt entspricht jeder Geraden g 
der Ebene £ ein Tripel von J," auf R,', nimlich dasjenige, welches 
gebildet wird von den 3 Punkten, welche auf &,' den Schnittpunkten 
von g und C, entsprechen. Den 3 Tripeln von R,', welche in gerader 


(Y, Si, == ( 


Linie liegen — niimlich in den 3 durch S, gehenden Trisecanten 
g), gi, g&) — entsprechen die 3 Tripel, welche von den 3 Geraden 


G,, = G, G,, G,, = G, G,, G,,. = G, G, aus C, ausgeschnitten werden, 


da G,,, G,,, G,. die Bilder dieser 3 Trisecanten waren. Den Tripeln 
von J,', welche die Ebenen durch g) aus R,' ausschneiden, ent- 
sprechen in FE die Tripel, welche die Strahlen durch G, aus C, aus- 
schneiden, denn diese Strahlen sind die Bilder der Kegelschnitte auf 
F,, welche g\) zu einem ebenen Schnitte von F ergiinzen. Je 2 
‘Tripeln von J,", welche in derselben Ebene liegen und also in der 
Correspondenz 2 einander entsprechen, sind in EZ 2 Gerade g, g’ zu- 
geordnet, so dass die Correspondenz X eine Correspondenz der Geraden 
der Ebene EF zur Folge hat, die wir mit 2, bezeichnen, und in welcher 


*) Es sind dies offenbar die 3 durch S, gehenden Trisecanten von R,', die 


auch bisher schon darch g}!), g\'), gi!) bezeichnet waren. 
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2 Gerade g, g’ einander entsprechen, deren zugeordnete Tripel auf R,! 
in derselben Ebene liegen. Die Correspondenz 2» der Geraden g, g’ ist, 
ebenso wie 2, eine eindeutig-umkehrbare, involutorische Beziehung ; 
ihre Doppelelemente fiihren uns unmittelbar zu den gesuchten Tri- 
tangentialebenen. Den Strahlen eines Strahlenbiischels in E werden 
in der Correspondenz 2, oo' Strahlen entsprechen, welche eine Curve 
umhiillen, deren Classe uns die Ordnung unserer involutorischen, 
birationalen Beziehung 2, liefern wird, Um diese Ordnung zu be- 
stimmen, betrachten wir diejenigen Geraden in FE, fiir welche die 
Eindeutigkeit der Beziehung aufhoért, die also Ausnahmeelemente der 
Correspondenz 2, sind, also diejenigen Geraden, welchen mehr als eine 
Gerade in 2» entspricht. Eine Gerade wird dann und nur dann eine 
solehe Ausnahmsgerade sein, wenn ihr auf J,' ein Tripel von J,'! 
zugeordnet ist, welches mit mehr als einem anderen Tripel in derselben 
Ebene liegt; es muss also, da in jeder Ebene nur 2 Tripel liegen, 
durch das betreffende Tripel mehr als eine Ebene gehen, d. h. die 
3 Punkte dieses Tripels miissen in einer Geraden liegen; wir wissen, 
dass es 3 derartige Tripel von J,') giebt, deren 3 Punkte in derselben 
Geraden liegen, niimlich diejenigen Tripel, in welchen die 3 durch S, 
gehenden Trisecanten g(), g{!), gi) die R,' schneiden. Diesen 3 Tripeln 
entsprechen in 2 alle Tripel, welche resp. durch die Ebenen der 3 
Ebenenbiischel, deren Axen gf, g), gi? sind, ausgeschnitten werden ; 
es hért also fiir diese 3 Tripel von J,”) und nur fiir diese die Ein- 
deutigkeit der Beziehung 2 auf, und es entsprechen jedem derselben 
in Bezug auf X oo! Tripel von J,"). Analoges gilt demnach fir die 
birationale, involutorische Beziehung 2 von denjenigen 3 Geraden 
3, Gs,, Gy, welche die Bilder von resp. gi), gi), g®) sind; denn 
das Tripel auf g® wird abgebildet durch das Tripel, welches G,, aus C; 
ausschneidet; die Bilder der co! dem Tripel auf g@) in 2 entsprechenden 
Tripel liegen also auf Geraden, welche sdimmitlich der Geraden @,, in 
Bezug auf 2, entsprechen, und welche, wie oben bemerkt, simmtlich 


durch G, gehen. Mithin sind die Geraden G,,, G,,, G,. — und nur 
diese — Ausnahmegerade der Verwandtschaft X,; jeder derselben ent- 


sprechen in Bezug auf 2X, die unendlich vielen Geraden eines Strahlen- 
biischels, und zwar entsprechen der Geraden G,, alle Strahlen durch 
G,, den Geraden ©,,, G,,. resp. die Strahlen durch G,, G,; allen 
iibrigen Geraden der Ebene EF entspricht eine und nur eine Gerade 
in Bezug auf 2,. Fassen wir nun die Strahlen eines beliebigen 
Strahlenbiischels in EF ins Auge, so umbiillen die in Bezug auf 2»; 
ihnen entsprechenden Strahlen eine Classencurve vom Geschlecht Null 
ohne Doppelstrahlen, da zwei verschiedenen Strahlen des Biischels 
offenbar nie derselbe Strahl entsprechen kann, also von der Classe 1 
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oder 2; den 3 Strahlen, welche das Strahlenbiischel durch G,, G,, G, 
schickt, entsprechen die Strahlen G,,, G,,, G,., die Seiten des Dreiecks 
(§, G,@,, welche nicht durch denselben Punkt gehen; also ist die einem 
beliebigen Strahlenbiischel in 2X entsprechende Classencurve von der 
zweiten Classe, mithin ist die Verwandtschaft 2, eine quadratische, 
involutorische Verwandtschaft, eine sogenannte Steiner’sche Verwandt- 
schaft*), und es bilden die Paare entsprechender Geraden conjugirte 
Strahlenpaare einer Kegelschnittschaar**), In einer Steiner’schen Ver- 
wandtschaft giebt es nun 4 Doppelelemente, also existiren in der Ebene 
E vier Gerade a, b, c, d, welche in Bezug auf 2x sich selbst ent- 
sprechen, es sind dies die 4 gemeinsamen Tangenten der Kegelschnitt- 
schaar, von der die in Xy sich eutsprechenden Geradenpaare conjugirte 
Paare sind, das von ihnen gebildete Vierseit hat das Dreieck G, G,G, 
zum Diagonaldreieck. Diese 4 Geraden schneiden die C, in 4 geraden 
Tripelu @,a,a,, b,b,b,, ..., welche die Bilder von 4 Tripeln 
A, A, A,, B,B, B,,... auf R,! sind, deren Ebenen zu den gewiinschten 
Tritangentialebenen gehéren. Denn betrachten wir eines dieser Tripel 
A, A, Ay, 8o fallen die 3 weiteren Schnittpunkte der Ebene a = (A, A, A,) 
mit A,, A,, A, zusammen, denn diese letzteren haben in E zu Bildern 
die Punkte, in welchen die der Geraden a entsprechende Gerade die C, 
schneidet, also, da diese Gerade sich selbst entspricht, die urspriing- 
lichen Punkte a,, a,, a,, 80 dass offenbar die Ebene « = (A, A,A;) 
die R,' in A,, A,, A, beriihrt, also eine Tritangentialebene ist. 
Dasselbe gilt von den analogen Ebenen 6 = (B, B, B,), y =(C,C, C,), 
d=(D,D,D,), welche die Punkte verbinden, deren Bilder die geraden 
Tripel sind, welche resp. b, c, d aus C, ausschneiden, Somit gilt: 
Es existiren in J," 4 Tripel A;, B;, C;, D; (i =1, 2, 3), deren Ebene 
eine Tangentialebene ist; dasselbe gilt fiir die 3 iibrigen fundamen- 
talen Tripelinvolutionen J,®), J,, J,"; andere Tritangentialebenen 
aber kann es nach Art. 2) nicht geben, also ergiebt sich: Fiir jede R,' 
existiren 4 Tetraeder, deren Seitenflichen die R,' in 3 Punkten beriihren; 
jedes dieser Tetraeder ist einer der 4 fundamentalen Tripelinvolutionen 
J, (i= 1, 2,3, 4) eugeordnet, derart dass jede Ebene des betreffenden 
Tetraeders die R,' in einem Tripel der zugeordneten J, beriihrt. Jede 
R,! besitet somit 16 Tritangentialebenen, die in 4 Gruppen zu je vieren 
sich ordnen. 

4) Wir betrachten wieder die in 3) vorgenommene Abbildung von 
F, auf die Ebene FE, bei welcher die R,' in die ebene Curve III. 0. 
C,, die Tripel von J," in die geraden Tripel von C, abgebildet wurden. 

*) cf. Steiner: Systematische Entwicklung etc, Berlin 1832, pag. 254 ff.; 
Durége: Curven III. O. pag. 121. 

**) cf. Schréter-Steiner: Vorlesungen tiber synthetische Geometrie, p. 312 ff. 
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Je 6 Punkte von R,', welche ein associirtes System bilden, werden 
in ein conisches Sextupel von C, abgebildet (cf. § 3. 2). Die Sextupel, 
welche die Ebenen des Raumes aus R,' ausschneiden, bilden ein 
associirtes System (cf. § 3. 2), ihre Bilder sind demnach conische 
Sextupel von C,; somit ist jeder Ebene » des Raumes ein Kegelschnitt 
K,, der Ebene £ zugeordnet, nimlich derjenige, welcher des Punktsextupel 
von C, enthilt, welches das Bild des von 9 aus R,' ausgeschnittenen 
Sextupels ist. Die den Ebenen y in dieser Weise entsprechenden 
Kegelschnitte K, bilden ein System III'* Stufe, und es sind die 
Kbenen » des Raumes auf die Kegelschnitte K, dieses Systems um- 
kehrbar eindeutig bezogen. Den Ebenen durch den Doppelpunkt 8S, 
von F, entsprechen in dieser Zuordnung die simmtlichen Kegel- 
schnitte, welche durch die 3 Punkte G,, G,, G, hindurchgehen, da 
diese Kegelschnitte in unserer Abbildung, wie man leicht erkennt, den 
ebenen Schnitten von F,", die den Doppelpunkt S, enthalten, ent- 
sprechen. Den Ebenen, welche aus R,' zwei Tripel vou J,‘ aus- 
schneiden — und nur diesen — entsprechen Kegelschnitte K,, welche 
in ein Linienpaar ausarten, da jedem Tripel von J,") ein gerades 
Tripel von C, entspricht; alle diese Linienpaare bilden (cf. Art. 3) 
entsprechende Geradenpaare einer Steiner’schen Verwandtschaft 2,. 
Daraus ergiebt sich, dass die in Linienpaare ausartenden Kegelschnitte 
des von den K, gebildeten Systems 3" Stufe siimmtlich conjugirte 
Geradenpaare in Bezug auf eine Kegelschnittschaar sind, dass im 
Besonderen in unserem Kegelschnittsystem 4 in eine Doppelgerade 
ausgeartete Individuen vorhanden sind, so dass wir vermuthen diirfen, 
dass das System der Kegelschnitte K, ein lineares System 3'' Stufe, 
ein Kegelschnittgebiische (viergliedrige Gruppe) sein dtirfte. In der Thai 
ergiebt sich dies mit Bestimmtheit daraus, dass durch 3  beliebige 
Punkte P, Y, R von C, genau ein Kegelschnitt des Systems geht; 
denn sind P’, Q’, R’ diejenigen Punkte von R,', deren Bilder in E 
die Punkte P, @, R sind, so wird jeder Kegelschnitt K, des Systems 
durch P, Q, R einer Ebene y durch P’, Q’, R’ entsprechen, und da 
eine und nur eine Ebene y durch P’, Q’, R’ geht, so schickt das 
System der Kegelschnitte K, auch genau einen Kegelschnitt durch 
P,Q, R, und da dieser Kegelschnitt offenbar, wenn P, Q, R beliebig 
gewahlt sind, die C, nicht beriihrt, so ergiebt sich, dass das Kegel- 
schnittsystem K, ein lineares System III Stufe, ein Kegelschnitt- 
gebiische ist. Die Beziehung der Ebenen » des Raumes auf die Kegel- 
schnitte K, des Gebiisches ist nun ausnahmslos eine eindeutige und 
eindeutig umkehrbare, also ist diese Beziehung eine projective — sie 
sei mit TT bezeichnet — und es entspricht jedem Ebenenbiischel (und 
mithin jeder Geraden des Raumes, als Triiger eines solchen) ein 
Kegelschnittbiischel, jedem Ebenenbiindel (und mithin jedem Punkte 
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des Raumes, als Triiger eines solchen) ein Kegelschnittnetz des 
Gebiisches*). Durch jeden Punkt $8 der Ebene EF geht ein Netz von 
Kegelschnitten K, des Gebiisches, welchem, in Bezug auf die Be- 
ziehung TT, ein Ebenenbiindel mit dem Scheitel P entspricht; alle 
diese Punkte P, welche den Punkten § in dieser Art entsprechen, 
erfiillen bekanntlich eine Fliiche IV'* Ordnung, III'* Classe F,™ mit 
einem dreifachen Punkt und drei durch ihn gehenden Doppelgeraden, 
die sogenannte rémische Fliiche von Steiner**). Die Steiner’sche Fliiche 
F,® ist demnach ebenso, wie die cubische Fliche F,) mit dem 
Doppelpunkt S,, auf die Ebene E abgebildet, sodass nunmehr in der 
Ebene E zwei Abbildungen sich vorfinden, jeder Punkt von FE ist 
sowohl Bildpunkt eines Punktes von F,"), wie eines Punktes von Fy. 
Der dreifache Punkt der Steiner’schen Fliche ist der Punkt S,, wel- 
cher fiir die R,' ein Hauptpunkt, fiir die F,") ein Doppelpunkt war; 
in der That sahen wir oben, dass allen Ebenen durch E die Kegel- 
schnitte des Netzes, welche G;, ,, Ge gemeinsam haben, entsprechen ; 
diesen 3 Punkten G,, G,, G, entspricht demnach auf der Steiner’schen 
Fliche F, derselbe Punkt S,, so dass 8, dreifacher Punkt von F, 
ist. Jeder Curve in E entspricht eine Curve der Steiner’schen Fliche; 
im Besonderen ist die C, das Bild der R,', denn den Ebenen durch 
den beliebigen Punkt P von R,' entsprechen in E die Kegelschnitte 
durch den entsprechenden Punkt } von C,, also entspricht jedem 
Punkt $8 von C, ein Punkt P von R,'; die R,' ist demnach auf der 
Steiner’schen Fliiche Fi{) gelegen. Die drei Trisecanten g{?, gf), g'}) 
durch S, haben somit mit F’,“) ausser dem dreifachen Punkte S, noch 
3 weitere Punkte gemein, sind also ganz auf der Fliche F,“) enthalten 
und da auf einer Steiner’schen Fliche nur 3 Gerade existiren, naim- 
lich die 3 durch den dreifachen Punkt gehenden Voppelgeraden der 
Fliche ***), so ergiebt sich, dass die 3 Doppelgeraden unserer Steiner- 
schen Fliche nichts anderes als die 3 durch den Hauptpunkt S, gehen- 
den Trisecanten von R,' sind, Jede Curve der Ebene Z ist das Bild 
einer Curve auf F’,"); insbesondere sind die Kegelschnitte K, unseres 
Gebiisches die Bilder der ebenen Schnitte der F’,™, und die in Linien- 
paare ausgearteten Kegelschnitte des Gebiisches die Bilder der Schnitt- 
curven der F) mit ihren Tangentialebenen; es entsprechen somit die 

*) Dies lisst sich tibrigens auch genau ebenso zeigen, wie oben beim Nach- 
weis, dass die K, ein Gebiische bilden. 

**) cf. Reye: Geometrie der Lage Il'** Ord., 2" Auflage, p. 240; Cremona: 
Rappresentatione della superficie di Steiner etc. sopra un piano, Rendiconti 
R. Instituto-Lombardo 1867. Clebsch: Cr. Journal Bd. 67; vergl. auch Sturm: 
Liniengeometrie Bd. II, p. 275, 

***) cf. Sturm: Ueber die rémische Fliiche von Steiner, Math, Annalen 
Bd, III, p. 86. 
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Linienpaare unseres Gebiisches in der Zuordnung TT den Tangentialebenen 
der Steiner’schen Flache; andererseits sahen wir oben, dass die den 
Linienpaaren des Gebiisches entsprechenden Ebenen aus der R,' zwei 
Tripel der fundamentalen Tripelinvolution J, ausschnitten, so dass 
wir erkennen, dass die Ebenen, welche durch ein Tripel von J,") gelegt 
sind, und die, wie bewiesen, noch ein zweites derartiges Tripel enthalten, 
die Steiner'’sche Fliiche F,™ beriihren. — Da fiir die 3 iibrigen funda- 
mentalen Tripelinvolutionen das niimliche gilt, so kénnen wir das Ge- 
fundene in folgenden Satz zusammenfassen: Die Ebenen, welche die 
Tripel einer der 4 auf der R,' befindlichen fundamentalen Tripelinvo- 
lutionen J, (i = 1, 2, 3, 4) verbinden, schneiden die R,' noch in einem 
Tripel derselben J,\; sie umhiillen eine Steiner’sche Fliiche F , deren 
dreifacher Punkt der Hauptpunkt S; und deren 3 Doppelgeraden die 3 
durch S; gehenden Trisecanten von R,' sind. Die R,' ist also auf 4 
Steiner’ schen Flichen F, (i = 1, 2, 3, 4) gelegen, welche die 4 Haupt- 
punkte S; zu dreifachen Punkten, die 3 durch 8; gehenden Trisecanten 
zu Doppelgeraden besitzen. — 

Wir betrachten eine Ebene w, welche 2 Tripel von J," aus R,' 
ausschneidet, dieselbe ist nach dem Vorigen Tangentialebene von F',“) 
und schneidet als solche die F’,") in 2 Kegelschnitten K,, K,,*); die 
6 Schnittpunkte von R,! mit w liegen auf diesen beiden Kegelschnitten 
und zwar liegen die Punkte des einen Tripels auf K,, die des andern 
auf K,,, wie sich unmittelbar aus der Abbildung ergiebt. Die 3 Punkte, 
in welchen die Ebene w die drei dreifachen Geraden g(!), gt), g(t) der 
Fliche F,) schneidet, sind beiden Kegelschnitten gemeinsam, der vierte 
gemeinsame Punkt derselben ist der Beriihrungspunkt von w und der 
F,; also gilt: Die 3 Punkte eines Tripels von J," liegen mit den 3 
Punkten, in welchen thre Verbindungsebene die 3 Trisecanten durch 8, 
schneidet, auf demselben Kegelschnitt; und ebenso gilt umgekebrt: 
3 Punkte von R,', deren Ebene die 3 Trisecanten durch S, in 3 Punkten 
schneidet, die mit den 3 urspriinglichen Punkten auf demselben Kegel- 
schnitt liegen, bilden ein Tripel von J,); denn dieser Kegelschnitt liegt 
auf F,"), seine Ebene ist also Tangentialebene von F,, und die 
3 Punkte bilden demnach ein Tripel von J,". Daraus folgt wiederam 
der friiher (cf. § 3. 6) auf anderem Wege gefundene Satz: Die Tripel 
von J,") werden von den Kegeln, welche S, zur Spitze und die 3 Tri- 
secanten aus S, zu Erzeugenden haben, ausgeschnitten. 

Jede Steiner’sche Fliiche besitzt bekanntlich 4 Ebenen, welche die 
Fliche in allen Punkten eines Kegelschnitts beriihren **), und welche 
Doppel(tangential)ebenen der Fliche sind, die beiden Kegelschnitte, 


*) cf. Sturm l..c. p. 88. 
**) ef, Sturm |. c. p. 88. 
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welche eine Tangentialebene aus F,” ausschneidet, sind hier in einen 
einzigen vereinigt; jede Curve der Fliiche wird nothwendig von diesen 
4 Doppelebenen dort beriihrt, wo sie den in ihnen befindlichen Kegel- 
schnitten begegnet; also werden die Schnittpunkte von R,! mit jeder 
dieser Doppelebenen paarweise zusammenfallen, und mithin diese 
4 Doppelebenen die R,' dreifach beriihren, was iibrigens unmittelbar 
aus der Abbildung hervorgeht; also ergiebt sich: Die 4 Tetraeder der 
Tritangentialebenen von R,' sind nichts anderes als die 4 Tetraeder der 
Doppelebenen der 4 die R,' enthaltenden Steiner’schen Flichen. Nunmehr 
lassen sich aus allen Kigenschaften der 4 Doppelebenen von JF’, Eigen- 
schaften der 4 Tetraeder der Tritangentialebenen von R,' herleiten. 
Zuvorderst ergiebt sich aus der bekannten Thatsache*), dass jede der 
3 Doppelgeraden einer Steiner’'schen Fliche zwei Gegenkanten des 
Tetraeders der 4 Doppelebenen begegnet, der Satz: Die 3 Trisecanten 
durch einen Hauptpunkt von R,' sind die 3 Secanten, welche man von 
diesem Hauptpunkte durch die 3 Gegenkantenpaare des zugeordneten 
Tetraeders der Tritangentialebenen legen kann. Sei a, B, y, 0 das 
Tetraeder der Doppelebenen der Steiner’schen Fliche F',, dann beriihrt 
die Ebene @ die F’, lings eines Kegelschnittes K,; derselbe enthilt 
die 3 Punkte, in welche die 3 Doppelgeraden von Ff," die Ebene a 
treffen, und wird in diesen Punkten von den in « gelegenen Tetraeder- 
kanten yd, 08, By beriihrt**); ausserdem liegen auf K, die 3 Punkte, 
in welchen « die R,' beriihrt, da « Tritangentialebene von R,! ist, 
also ergiebt sich: Jede Tritangentialebene von R,' schneidet die 3 Tri- 
secanten aus dem zugehirigen Hauptpunkt in 3 Punkten, welche mit 
den 3 Beriihrungspunkten auf demselben Kegelschnitte liegen, die 3 Ge- 
raden, in welchen die 3 iibrigen Tritangentialebenen desselben Tetraeders 
die erste schneiden, beriihren diesen Kegelschnitt in den Schnittpunkten 
jener 3 Trisecanten. Die 4 Kegelschuitte, welche die 4 Ebenen des 
Tetraeders der Doppelebenen aus der zugehérigen Steiner’schen Flaiche 
ausschneiden, befinden sich auf derselben Fliiche Il'e® Grades**), also 
gilt: Die 4.3 Beriihrungspunkte der 4 Tritangentialebenen desselben 
Tetraeders liegen auf einer Fliche II” Grades. In derselben Weise 
ergiebt sich: Die 3 Trisecanten aus einem Hauptpunkt und die 4 Ebenen 
des zugehorigen Tetraeders der Tritangentialebenen schneiden eine beliebige 
Ebene in resp. 3 Punkten und 4 Geraden, welche Doppelpunkte und 
Doppeltangenten einer und derselben Plancurve 4 O. sind, der auch 
die 6 Schnitipunkte dieser Ebene mit R,' angehdren. 


Breslau, im Mai 1894. 


*) cf. Sturm, 1. c. p. 85. 
**) cf. Sturm, Lc. p. 89. 











Bemerkung zu der Abhandlung ,,On the theory of Riemanns 
Integrals” by H. F. Baker (Cambridge Engl.), 
Bd. 45, S. 118—132 der Mathematischen Annalen. 


Von 


K. Henset in Berlin. 


In der oben angegebenen Abhandlung macht Herr Baker gegen 
meine in Crelle’s Journal Bd. 109 veréffentlichte Arbeit iiber die Theorie 
der algebraischen Functionen zwei Einwendungen; ich méchte in dieser 
Bemerkung kurz darlegen, dass beide der Begriindung entbehren. 

In Bezug auf den von Herrn Baker gewiinschten Beweis, dass die 
Auflésung der » Gleichungen 


UG,+-'++ua,=— Pu, (¢=—1,2,...n) 

stets zu ganzen Formen u,---u, fiihrt, wenn A = |a;,| die Discri- 
minante der betrachteten Gattung und P das Product aller verschiedenen 
Linearfactoren von A ist, geniigt der Hinweis auf den von mir laingst 
und mit den allereinfachsten Mitteln bewiesenen Satz, dass die Gattungs- 
discriminante nur einfache Elementartheiler besitzt, dass also das System: 
oA 
04;, 
A 
lauter ganze Elemente hat. (Vgl. meine Arbeit Crelle’s Journal Bd. 105, 
S. 336.) Eine weitere Bestimmung der Elemente meines Fundamental- 
systemes, wie sie Herr Baker fiir néthig halt, ist also vollstiandig 
iiberfliissig. 

Ferner macht Herr Baker den Einwand, dass die von mir an- 
gegebenen Methoden bei der Bestimmung des Geschlechtes der Curve: 


(1) s+ s*(2, 1), -++s-2(2,1), + A2=—0 


zu p=3 fiihre, wihrend das Geschlecht thatsiichlich gleich Eins sei, 
Setzt man aber in dieser Gleichung: 


Is 
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so geniigt y der ganzen algebraischen Gleichung: 

3 3) 92 _ 

y+ (2) 9 + pole)y +e=9, 
wo p,(r) und p,(7) ganze Functionen des ersten und zweiten Grades 
von » sind. Macht man nun diese Gleichung in der von mir an- 


gegebenen Weise (Crelle Bd. 109, 8. 8, Nr. 5) homogen durch die 
Substitution 


x 
y=, ee 
ae? rm 
Dee ~ ° 7, . os 
und fiihrt dann an Stelle von y die Grosse y, = ein, so geniigt 
| 


diese der homogenen Gleichung: 
3 n.2, 7 x ’ a, ee 
> 0? Dy (1 Xa) + 4, Py (%,H_) + 2, 2.7 = 0, 
und da bei der Substitution (%,—t2,, 2, —=tx,) 9, in ty, tiber- 
geht, so ist y, eine homogene ganze algebraische Form von der Dimen- 
sion Kins. Die Gesammtdimension der Basis (1, 4, y*) ist also 
N=O0+1+2—3 
und das Geschlecht der durch die urspriingliche Gleichung (1) definirten 
Curvenclasse ist also hichstens 
p=N—n4+1=—=3—38+1—1. 

Natiirlich kann dasselbe auch kleiner als Kins werden, wenn p, 

und p, specielle homogene Formen der ersten und zweiten Dimension 


sind. Wie aber Herr Baker durch Anwendung meiner Methoden die 
gréssere Zahl p= 3 erhalten will, ist mir véllig unverstiindlich. 


Berlin, den 26. Juli 1894. 


—__—_-§<>6=a-o——_————— 
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Bei der Buchhandlung von 
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bestelle ich hiermit zu schnellster Lieferung ein Exemplar des im 


Verlage von B.G. Teubner in Leipzig soeben erschienenen Werkes: 


Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen 
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Vorwort. 


Das Handbuch, dessen erster Band hiermit in die Oeftentlichkeit 
tritt, sucht die iilteren und neveren Untersuchungen auf dem Gebiete der 
Theorie der linearen Ditferentialgleichungen zu einem einheitlichen Lehr- 
vebiiude zusammenzufassen, um ein méglichst getreues und vollstiindiges 
Bild von dem gegenwiirtigen Stande dieser Theorie liefern zu kénnen. 

Obwohl schon die Analysten des achtzehnten Jahrhunderts mit 
Vorliebe die Integration GeWISS! r specieller linearer Differentialelei- 
chungen getibt hatten, so ist doch die moderne Theorie dieser Diffe- 
rentialeleichungen erst auf den Grundlagen erwachsen, die ihr Herr 
Fuchs in seiner zuerst im Programm der Berliner Gewerbeschule vom 
Jahre 1865 verdftentlichten Abhandlune gveschatten hat. 

Bei der Bearbeitung einer Disciplin, die so auf eie verhiiltniss- 
missie doch nur kurze Zeit der Entwickelune zuriicksehen kann, 
glaubte der Verfasser der Darstellung nicht den beengenden Zwang 
einer starren Systematik auferlegen zu sollen, sondern dieselbe in der 
Form modeglichst frei, und im Aufbau wesentlich der historischen Ent- 
wickelune foleend gestalten zu miissen. Dabei war er stets bemiiht, 
Fragen, die noch ihrer Beantwortung harren, nicht aus dem Wege zu 
gehen, sondern auf dieselben hinzuweisen und sie nachdriicklich als 
offene zu bezeichnen 

Man kénnte die Resultate der Forschungen tiber den zu behan- 
delnden Gegenstand in zwei Kategorien sondern. 

Die eine wiirde diejenigen Untersuchungen umfassen, die sich die 
Ausbildune von Methoden fiir die Integration einer vorgelegten linearen 
Differentialgleichung zum Ziele setzen, in dem Sinne natiirlich, wir 
eben die moderne Wissenschaft das Problem der Integration einer Diffe- 
rentialgleichunge zu fassen gelehrt hat. bahin gehédrten also die ver- 
schiedenartigen Formen der Darstellung von Integralen, sowohl die 
alleemein, als auch die nur in beschriinkten Bereichen giiltigen, und 
ebenso die Auffindune der wechselseitigen Beziehungen zwischen diesen 
Darstellunesformen 

In die andere Kategorie wiiren diejenigen Untersuchungen zu ver- 
weisen, die sich auf besondere lineare Differentialgleichungen beziehen, 
sei es nun, dass man fiir lineare Differentialgleichungen, deren Coeffi 
cienten specielle Eigenschaften haben, die Natur der Integrale zu er 


griinden sucht, oder dass es sich darum handelt, die Gestlat der 
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Coefficienten zu finden, wenn sich die Lésungen durch gewisse analy- 
tische Eigenschaften auszeichnen sollen. Hier wiiren z. B. die Unter 
suchungen iiber lineare Differentialgleichungen mit eindeutigen doppelt 
periodischen Coefficienten einzureihen, ferner die Theorie derjenigen 
linearen Differentialgleichungen, die durch bestimmte Integrale, durch 
eindeutige, algebraische oder sonst irgendwie charakterisirte Functionen 
befriedigt werden u. s. w. 

Kine scharfe Scheidung zwischen diesen beiden Kategorien ist 
natiirlicherweise nicht méglich; im Grossen und Ganzen ist aber der 
vorliegende erste Band der ersten, der in Vorbereitung begriffene 
zweite Band der zweiten Kategorie von Untersuchungen gewidmet. 
Da bei den letzteren wesentlich Methoden in Betracht kommen, die 
der Theorie der Substitutionsgruppen angehéren, so wird auch diese 
Theorie erst im zweiten Bande Platz finden. 

Zur Erleichterung der Uebersicht ist das Werk in Abschnitte und 
sind diese wieder in Kapitel eingetheilt; im Uebrigen besteht es aus 
fortlaufend numerirten Artikeln, deren Inhalt immer durch eine kurze 
Ueberschrift angedeutet wird. Die Litteraturnachweise sind nicht in 
den Text eingefiigt, sondern nach dem Vorbilde des Lacroix’schen 
Traité du caleul différentiel et du caleul intégral“ mit dem Inhalts- 
verzeichnisse zu einem Nachschlageregister vereinigt worden. Man 
findet daselbst bei jeder Nummer zuerst, in der Aufeinanderfolge des 
Inhaltes, diejenigen Schriften genannt, in denen Sitze, Bezeichnungen, 
Gesichtspunkte, die in der betreffenden Nummer vorkommen, zum 
ersten Male in véllig priiciser und bewusster Weise veréffentlicht sind. 
Hieran schliessen sich in chronologischer Reihenfolge die spiteren 
Bearbeitungen derselben Gegenstiinde, soweit sie dem Verfasser als 
Quellen gedient haben und endlich folgen unter dem Schlagworte 
»vergl.“ Verweisungen, theils auf Darstellungen bei anderen Autoren 
(insbesondere ist bei Gegenstiinden, die auch in der vor kurzem er- 
schienenen ,,Kinleitung in die Theorie der linearen Differentialglei- 
chungen“ von Lothar Heffter behandelt sind, fast immer auf die 
betreffende Stelle dieses Werkes hingedeutet worden), theils auf iltere 
Schriften, in denen verwandte Gegenstinde oft unter anderen Gesichts 
punkten, oft auch in nicht ganz genauer Fassung behandelt oder 
beriihrt sind. Diejenigen in der historischen Einleitung erwiihnten 
Schriften, deren Inhalt in spiiteren Nummern ausfiihrlich dargestellt 
wird, finden sich erst bei den betreffenden Nummern angegeben. Im 
Texte selbst werden nur diejenigen Arbeiten genau citirt, in denen der 
Leser die ausfiihrliche Darlegung einer vom Verfasser nur angedeuteten 
Deduction zu suchen hat. Vom Verfasser selbststiindig gefiihrte und 
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Vorwort. 


anderweitig noch nicht veréffentlichte Untersuchungen sind als solche 
nicht besonders gekennzeichnet worden. 

Der Verfasser war bemiiht die Darstellung so zu geben, dass ein 
mit den Grundziigen der Functionenlehre vertrauter Leser derselben 
wohl ohne Schwierigkeit wird folgen kénnen. Die vielfach erforder- 
lichen Hiilfsmittel aus der Determinantentheorie und Algebra wurden, 
soweit dieselben in den gewoéhnlichen Lehrbiichern entweder garnicht, 
oder nicht unmittelbar in der Fassung, wie sie hier zur Verwendung 
gelangen, enthalten sind, ausfiihrlicher entwickelt; die fussere Form, in 
welcher das geschehen ist und die Bezeichnungsweise, die dabei zur An- 
wendung kommt, sind dem Verfasser aus den Vorlesungen Leopold 
Kronecker’s gelautig. 

Bei der Revision der Druckbogen hatte sich der Verfasser der 
freundlichen Unterstiitzung des Herrn Professor Dr. Franz Meyer in 
Clausthal und der Beihiilfe der Herren stud. Richard Fuchs und cand. 
W. Koch zu erfreuen; auch von dieser Stelle aus sei den genannten 
Herren fiir ihre Bemiihungen der wirmste Dank ausgesprochen. 

Ich kann diese Vorbemerkung nicht schliessen, ohne des Freundes 
zu gedenken, mit dem gemeinsam ich den Entschluss zur Herausgabe 
dieses Handbuches fasste, und durch dessen Hinscheiden mir ein uner- 
setzlicher Mitarbeiter entrissen wurde. Als Paul Giinther und ich 
im Friihjahr 1891 die Voranzeige zu diesem Werke in den _ ,,Mit 
theilungen“ der Teubner’schen Verlagsbuchhandlung erliessen, ahnte 
noch Niemand, dass ein halbes Jahr spiiter der allezeit frische und 
schaftensfreudige Giinther nicht mehr unter den Lebenden weilen 
werde. Noch zu einer Zeit, wo ihn die tédtliche Krankheit schon mit 
aller Wucht erfasst hatte, war Giinther mit Vorstudien fiir den ihm 
zufallenden Theil der Arbeit beschiiftigt. Die Aufzeichnungen, die er 
sich in dieser Zeit gemacht hat und die mir wenige Monate nach 
seinem Tode durch Herrn Professor Dr. Fuchs itibergeben wurden, 
bestehen aber fast ausschliesslich in Excerpten aus Abhandlungen von 
Thomé, Frobenius und Appell; ich habe nur bei Abfassung der 
Nummern 19 und 21 Einiges aus diesen Aufzeichnungen benutzen 
kénnen. Dagegen war es mir eine wehmiithige Freude, dem Wunsche 
Giinther’s, dass ein Theil seiner Habilitationsvorlesung zu einer 
historischen Einleitung des Werkes verarbeitet werden sollte (vergl. 


die Fussnote auf 5S. 1), zu entsprechen. Méchte es mir gelungen 


sein, die Arbeit in seinem Sinne ausgefiihrt zu haben! 
Berlin, im November 1894. 


Ludwig Schlesinger. 



























































gee Im Verlage von B, G. Teubner in Leipzig ist erschienen und 
durch alle Buchhandlungen zu beziehen: 


Abdank-Abakanowicz, Br., die Integraphen. Die Integralkurve und 
ihre Anwendungen. Deutsch bearbeitet von Emil Bitterli. Mit 
130 Figuren im Texte. [VIII u. 176 8.] gr. 8. 1889. geh. n. M6.— 


Czuber, Emanuel, geometrische Wahrscheinlichkeiten und 


Mittelwerte. Mit 115 in den Text gedruckten Figuren. [VII u 
244 S.] gr. 8. 1884. geh. n. AL 6.80. 


Dini, Ulisse, ordentlicher Professor an der Universitit zu Pisa, 
Grundlagen fiir eine Theorie der Functionen einer ver- 
inderlichen reellen Grésse. Mit Genehmigung des Verfassers 
deutsch bearbeitet von Dr. Jacob Liiroth, Professor zu Freiburg 
i. B., und Adolf Schepp, Premier-Lieutenant a. D. zu Wiesbaden. 
[XVIII u. 5548.| gr. 8. 1892. geh. n. A 12.— 

Forsyth, Dr. Andrew Russell, F. R. S., Professor am Trinity College 
zu Cambridge, Theorie der Differentialgleichungen. Erster 
Theil: Exakte Gleichungen und das Pfaff’sche Problem. . Autorisirte 
deutsche Ausgabe von H. Maser. [XII u. 378 8.] gr. 8. 1893. 
geh. n. A 12 

Goursat, E., Vorlesungen iiber die Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, gehalten an der 
Faculté des Sciences zu Paris. Bearbeitet von C. Bourlet. Autori- 
sirte deutsche Ausgabe von H. Maser. Mit einem Begleitwort 
von S. Lie. [XII u. 416 8.] gr. 8 1893. geh n. HM 10.— 


Giinther, Dr. Siegmund, parabolische Logarithmen und parabo- 


lische Trigonometrie. Eine vergleichende Untersuchung. [IV 
u. 99 S. mit Figuren im Text.] gr. 8. 1882. geh. n. A, 2.80. 


Harnack, Dr. Axel, o. Professor der Mathematik an dem Polytechnikum 
zu Dresden, die Elemente der Differential- und Integral- 
rechnung. Zur Einfiihrung in das Studium dargestellt. Mit 
Figuren im Text. [VIII u. 409 S.] gr. 8. 1881. geh. n. MH 7.60. 

Hecht, Dr. Wilhelm, Dozent der Mathematik an der Kgl. Forstlehranstalt 
zu Aschaffenburg, zur Integration der Differentialgleichung 
Mdx + Ndy=0. [40:S.] gr. 4. 1885. geh. n. A 1.20. 

Heffter, Dr. Lothar, a. o. Professor an der Universitit Giefsen, Einlei- 
tung in die Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit einer unabhingigen Variablen. Mit 3 Figuren im Text. 


[XIV u. 258 &.] gor. 8. 1894. geh. n. Al. 6. 
Heymann, Woldemar, Studien iiber die Transformation und 
Integration der Differential- und Differenzengleichungen 
nebst einem Anhang verwandter Aufgaben. [X u. 436 S.] gr. 8. 
1891. geh. n. A 12.— 
Joachimsthal, F.. Anwendung der Differential- und Integral- 
rechnung auf die allgemeine Theorie der Fliichen und der Linien. 
doppelter Kriimmung. Dritte vermehrte Auflage, bearb. von L. Natani. 
Mit zahlr. Figuren im Text. [X u.3088.] gr.8. 1890. geh. n. M6.— 


o 











Li 


Po 








Koehler, Dr. Carl, tiber die Integration vermittelst expliciter 
Funktionen derjenigen homogenen linearen Differentialgleichung 
mter Ordnung, deren Integrale nur fiir unendlich grosse Werthe der 
Variabelen unstetig werden. [30 S.] gr. 8. 1879. geh. n. A 1.— 


iiber eine in der ganzen Ebene giiltige Darstellung 
der Integrale gewisser Differentialgleichungen. [32 S.] gr. 8. 
1882. geh. n, A 1.— 


Koenigsberger , Dr. Leo, ord. Prof. a. d. Univers. zu Heidelberg, 
allgemeine Untersuchungen aus der Theorie der Diffe- 
rentialgleichungen. [XII u.24658.] gr. 8. 1882. geh. n. M8.— 


Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen 
mit einer unabhingigen Variabeln. [XVI u. 486 S.| gr. 8. 
1889.  geh. n. A, 8.— 


Kronecker, Leopold, Vorlesungen itiber Mathematik. Heraus- 
gegeben unter Mitwirkung einer von der Kiéniglich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften eingesetzten Commission. In 4 
Biinden. J. Band: Vorlesungen iiber die Theorie der ein- 
fachen und der vielfachen Integrale, herausgegeben von 
EK. Netto. [X u. 346 S.] gr. 8. 1894.  geh. n. A 12.— 


Lie, Sophus, Professor der Geometrie an der Universitiit Leipzig, Vor- 
lesungeniiber gewéhnliche Differentialgleichungen mit be- 
kannten infinitesimalen Transformationen. Bearb. u. herausg. 
von Dr.G.Scheffers. [XVI u. 5688.] er. 8. 1891. geh. n. HM 16.— 


Neumann, Dr. Carl, ord. Professor der Mathematik an der Universitiit zu 
Leipzig, Vorlesungen tiber Riemann’s Theorie der Abel’schen 
Integrale. Zweite vollstiindig umgearbeitete und wesentlich ver- 


mehrte Auflage. Mit zahlreichen in den Text gedruckten Holz- 
schnitten und einer lithographirten Tafel. [XIV u.4725.] er. 8. 
1884. geh. n,. A 12.— 


Pasch, Dr. Moritz, Professor an der Universitit zu Giefsen, Ein- 
leitung in die Differential- und Integral-Rechnung. [VII 

u. 188 S.] Mit Figuren im Text. gr. 8. 1882. geh. n. H&A 3.20. 
Pockels, Friedrich, iiber die partielle Differentialgleichung, 
\u+kh*1=0 und deren Auftreten in der mathematischen 
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Begleitwort. 


Wenn man mit dem Vortrag der Invariantentheorie geo- 
metrische Anwendungen verbindet, so muss man gewisse 
Kenntnisse aus der analytischen Geometrie voraussetzen, die 
keinen grossen Umfang haben, iiber die jedoch der Anfiinger 
meist nicht, oder nicht mit hinreichender Sicherheit verfiigt: 
Homogene Coordinaten, uneigentliche Elemente, lineare Sub- 
stitution, projektive Coordinaten, Parameterdarstellung in den 
Grundgebilden, Dualitiit u.s. w. Dass der Studirende aus 
Biichern hieriiber Belehrung schépft, wird man hiiufig nicht 
erwarten kénnen und alsdann dem Vortrag einen besonderen, 
auf die erwihnten Gegenstiinde beziiglichen Abschnitt einfiigen 
miissen. Diese Gegenstiinde hiingen mit einander eng zusammen. 
Bei dem Versuche, sie nach ihren Zusammenhiangen zu ent- 
wickeln und die Allgemeinheit, welche die Vorstellungen all- 
miihlich gewonnen haben, zu begriinden, empfindet man, dass 
in dieser Richktung auf dem Gebiete der analytischen Geometrie 
bisher weniger geschehen ist, als auf den iibrigen Gebieten 
der Mathematik. Herr Dr. Muth hat es unternommen, diese 
Liicke durch eine wohlumgrenzte kleine Schrift auszufiillen. 
Er hat es sich zur Aufgabe gemacht, den Leser auf eine Reihe 
von Fragen, welche fiir ein klares Verstiindniss der modernen 
analytischen Geometrie wichtig sind, hinzuweisen und ihm 
dariiber Aufschluss zu geben. Der Inhalt des Buches bereitet 
daher nicht bloss fiir die geometrische Anwendung der In- 
variantentheorie vor, sondern er ist auch geeignet, als selb- 


stiindiger Stoff reifere Leser zu beschiiftigen. 


Giessen, 12. September 1894. , 


M. Paseh. 
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Vorwort. 


Indem mein Lehrbuch der Experimentalphysik jetzt zum fiinftenmal erscheint, 
habe ich betreffs der Haltung desselben nur zu bemerken, dafs dieselbe ganz die 
friihere ist; das Buch soll unter dem steten Hinweis auf die Originalarbeiten eine 
Ubersicht geben iiber den augenblicklichen Stand der experimentellen Physik und 
iiber die theoretischen Auffassungen, zu denen die Physik zur Zeit gelangt ist. 

Der Schwerpunkt des Werkes liegt demnach in den Experimentalunter- 
suchungen, und ich habe mich bemiiht alle wichtigern neuern Errungenschaften 
auf unserm Gebiete einzufiigen. Vielleicht scheine ich an einzelnen Stellen zu 
weit gegangen zu sein; indes habe ich erwogen, dafs auch manches scheinbar 
noch nicht ganz fertige Aufnahme finden sollte, da man noch nicht weifs, wohin 
es fiihrt. Beispiele dafiir, dafs es liingere Zeit gedauert hat, ehe Arbeiten in 
ihrer ganzen Bedeutung erkannt worden sind, bietet uns die Geschichte unserer 
Wissenschaft an mehreren Stellen 

In der Entwicklung der Theorien bin ich soweit gegangen, als es ohne zu 
ausgedehnte Rechnungen miglich ist; aulser den neuern Theorien habe ich auch 
schon friiher entwickelte gebracht, wenn sie durch neuere Versuche bestiitigt sind 
So ist Boltzmanns Theorie der innern Reibung der festen Kérper besprochen, 
und an Stelle der Meyerschen Theorie der Gasdiffusion die Stephansche gesetzt. 

Die Anordnung des Stoffes weicht in der neuen Auflage von der friihern 
insoweit ab, als die Lehre vom Lichte bezw. von der Strahlung an das Ende 
gesetzt ist; als zweiter Band erscheint die Wiirmelehre, als dritter die Elektri- 
citiitslehre. Durch die Hertzschen Versuche ist die Faraday-Maxwellsche Auf- 
fassung der elektrischen Erscheinungen bestiitigt worden; um in die Lehre vom 
Licht die elektromagnetische Lichttheorie einfiigen zu kénnen, mufste die Lehre 
von der Elektricitiit vorausgehen, 

Die neue Auflage des zweiten Bandes befindet sich schon unter der Presse, 
dem sich der dritte und vierte Band baldigst anschliefsen sollen. 

Die Litteratur ist im ersten Bande bis Ende 1892, im zweiten bis Ende 1893, 
im dritten wird sie bis Ende 1894, im vierten bis Ende 1895 beriicksichtigt. 

Aachen, den 18. September 1894. 


A. Wiillner. 
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Veréffentlichungen 
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung. 


I. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung. Herausge- 
geben im Auftrage des Vorstandes von G. Cantor, W. Dyck, E. Lampe. 
Berlin, Verlag von Georg Reimer. 

1. Band, 1890—91. IV u. 292 S. (1892). M. 7.60*). 
2. Band, 1892. IV u. 156 S. (1893). M. 4.50°*). 
8. Band, 1893. IV u. 602 S. (1894). M. 16.—*). 


Inhalt des ersten Bandes: 

Chronik der Vereinigung. Nekrologe auf B. Klein und P. Ginther. 

Bericht tiber die Versammlung zu Halle 22.—26. Sept. 1891) enthaltend 
die Referate von Kronecker, C. Neumann, Dedekind, F. Klein, Pappe- 
ritz, Simon, Finsterwalder, Rohn, H. Wiener, Schubert, Eberhard, 
Boltzmann, Hensel, F. Miller, Dyck, Hilbert, Schénflies, Min- 
kowski, F. Kotter, Piltz, Stickel, Wangerin, Wiltheiss, G. Cantor. — 

Bericht iber den gegenwiartigen Stand der Invariantentheorie 
von F. Meyer in Clausthal. 


Inhalt des zweiten Bandes: 

Chronik der Vereinigung. Nekrologe auf L. Kronecker (von H. Weber), 
H. Schréter (von Sturm), H. Gretschel (von Papperitz), J. Gierster 
(von Fricke). 

Bericht iiber die fiir die Versammlung in Niirnberg bestimmten Vortrige 
von Bjerknes, Fricke, F. Klein, F. Meyer, Schapira, Schlegel, 
Schumacher, Study. 

Referat: Die Entwicklung der Lehre vom Erddruck, von F. 
Kotter in Berlin. 

Inhalt des dritten Bandes: 

Chronik der Vereinigung. Nekrolog auf E. E. Kummer (von E. Lampe). 

Bericht tber die Versammlung zu Minchen 1893, enthaltend die Referate 
uber die Vortrige von Dyck, Haas, Hilbert, Mehmke, Bjerknes, Jou- 
kowsky, H. Wiener, M. Simon, Pringsheim, Brunn, Bauschinger, 
Freyberg, von Lommel, Schapira, Fricke, Dohlemann, Burkhardt, 
Schapira, Lampe. 

Referat: Ueber die Entwi¢klung der Theorie der algebraischen 
Functionen in alterer und neuerer Zeit, von Brill und Noether. 

Referat: Ueber Entwicklung und Hauptaufgaben der Theorie 
der einfachen Fachwerke, von Henneberg. 


*) Fur die Mitglieder der Deutschen Mathematiker-Vereinigung ermissigt 
sich bei directem Bezug durch die Verlagsbuchhandlung von Georg Reimer 
(Berlin S. W. Anhaltstrasse 12) der Preis auf M. 6 fiir Bd. 1, auf M, 3.65 fir 
Bd. 2, auf M. 12.50 fiir Bd. 3 (incl. Porto). 





Direct durch Vermittelung des Schriftfihrers der Vereinigung, Professor 
Dr. W. Dyck, Miinchen, Polytechnikum, zu beziehen sind: 

II, Katalog mathematischer Modelle, Apparate und Instrumente. Unter 
Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen herausgegeben im Auftrage des Vor- 
standes der Vereinigung von W. Dyck. Miinchen, 1892, XVI u. 430 S. 

M. 9*). 
Inhalt: 

1. Teil. Einleitende wissenschaftliche Aufsitze von F. Klein, A. Voss, 
A. Brill, G. Hauck, A. v. Braunmihl, L. Boltzmann, A. Amsler, 
0. Henrici. 

2. Teil. Beschreibungen zu den Modellen etc. I. Arithmetik, Algebra, 
Functionentheorie, Integralrechnung. II. Geometrie. III. Angewandte Mathe- 
matik. 
lla. Nachtrag zum Katalog Mathematischer Modelle, Apparate und Instru- 

mente. Miinchen 1893. X u. 136 S. M. 8**). 

Inhaltlich den entsprechenden Abschnitten des Hauptkataloges angegliederte 
Ill. Verzeichnis der seit 1850 an den deutschen Universitiiten erschiene- 

nen Doctor-Dissertationen und Habilitationsschriften aus der reinen 

und angewandten Mathematik. Herausgegeben auf Grund des fiir die 

Universitats-Ausstellung in Chicago erschienenen Verzeichnisses. Minchen 

1892. M. 1.50***), 

Das vorliegende Verzeichnis wurde urspringlich fir den Specialkatalog 
der Mathematischen Ausstellung, welche als Glied der Deutschen Universitits- 
Ausstellung in Chicago von Seiten des Kénigl. Preussischen Unterrithts- 
Ministeriums ins Leben gerufen wurde, zusammengestellt. Da das Verzeichnis 
indes auch fur weitere Kreise von Interesse sein durfte, hat der Vorstand der 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung mit Genehmigung der K. Pr. Staats- 
regierung die vorliegende Separatausgabe besorgt: dabei hat es das dankens- 
werte Entgegenkommen der einzelnen Universitatsbibliotheken erméglicht, die 
im urspringlichen Verzeichnis vorhandenen zahlreichen Liicken zu erginzen. 
IV. Sieben photographische Aufnahmen aus der Mathematischen Aus- 
stellung in Miinchen 1893. In Lichtdruch reproducirt. Incl. Porto M. 3.50. 


*) Hierzu kommen noch 50 Pf. fiir Portoauslagen im Inland, 80 Pf. im 
Ausland. 


Fur Mitglieder der Vereinigung ermissigt sich der Bezugspreis excl. 
Porto von M. 9 auf M, 5. 


**) Hierzu kommen noch 20 Pf. bez. 40 Pf. fiir Portoauslagen im Inland 
bez. Ausland. 


Fur Mitglieder der Vereinigung ermiassigt sich der Bezugspreis excl. 
Porto von M. 3 auf M. 2 


. 2. 

***) Hierzu kommen noch 10 Pf. fiir Portoauslagen im Inland, 20 Pf. im 
Ausland. 

Fir Mitglieder der Vereinigung ermissigt sich der Bezugspreis excl. 
Porto von M. 1.50 auf M. 1. 








